
71ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2008, № 2

МАТЕМАТИКА

УДК 517.986

ОБ ОБРАТИМОСТИ И ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ ОПЕРАТОРОВ, 
ПОРОЖДЕННЫХ СЕМЕЙСТВОМ ЭВОЛЮЦИОННЫХ ОПЕРАТОРОВ 

И КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ, ЗАДАННЫМИ С ПОМОЩЬЮ 
ЛИНЕЙНОГО ОТНОШЕНИЯ*

В. Б. Диденко

Воронежский государственный университет 

Поступила в редакцию 14.03.2008 г.

Аннотация. Получены необходимые и достаточные условия обратимости и фредгольмо-
вости операторов, порожденных семейством эволюционных операторов и краевыми условия-
ми, заданными с помощью линейного отношения.

Ключевые слова: семейство эволюционных операторов, линейное отношение, краевые 
условия, обратимость, фредгольмовость.

Abstract. The necessary and sufficient conditions of reversibility and Fredholm property of 
operators, generated by evolutional operators family and boundary condition, given using the linear 
relation, are found.

Keywords:  evolutional operators family, linear relation, boundary condition, Fredholm property, 
reversibility. 

© Диденко В. Б., 2008
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, 

проект 07-01-00131

НЕКОТОРЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ОТНОШЕНИЙ

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство. Любое линейное подпространство 
G Õ ¥X X  называется линейным отношением 
на пространстве X . Множество всех замкнутых 
линейных отношений на X  будем обозначать 
LRC X( ) .  Каждое линейное отношение 
G ŒLRC X( )  является графиком некоторого 
линейного многозначного отображения. В даль-
нейшем они отождествляются, и для их обозна-
чения используется один и тот же символ G . 
Cимволом EndX  будем обозначать алгебру 
линейных ограниченных операторов, опреде-
ленных на всем X . Используемые далее поня-
тия из теории линейных отношений (много-
значных линейных операторов) можно найти в 
монографии [1] и в статье [2].

Областью определения D( )G  отношения 
G ŒLRC X( )  называется подпространство вида
D x X y x y( ) = { : : ( , ) }G GŒ $ Œ .

Образом Im G  отношения G ŒLRC X( )  на-
зывается подпространство вида Im {G = Œy  

: : ( , ) }GŒ $ ŒX x x y .
Ядром линейного отношения G  из 

LRC X Y( , )  называется множество Ker xG = Œ{  
D xG GŒ Œ( ) : ( , ) }0 .

Для отношения G ŒLR X( )  и элемента x XŒ  
определим множество вида Gx y x y= { : ( , ) }ŒA . 
В частности, множество G0  имеет вид
G G0 = { : (0, ) }y y Œ .

Суммой двух линейных отношений G1 , G2  
из LRC X( )  называется линейное отношение 
вида G G G G1 2 1 2= {( , ) : ( ) ( ),+ Œ ¥ Œ «x y X X x D D  

G G1 1 }Œ +y x x . Здесь под G G1 2x x+  понимается 
алгебраическая сумма двух множеств G G1 2,x x . 
Из этого определения следует, что D( ) =1 2G G+  

D D= ( ) ( )1 2G G« .
Обратным  к линейному отношению 

G ŒLRC X( )  называется линейное отношение
G G- Œ ¥ Œ1 = {( , ) : ( , ) }y x X X x y .

Отношение G  из LRC X( )  называется непре-
рывно обратимым, если G- Œ1 EndX , то есть 
KerG = {0}  (отношение G  инъективно) и 
Im G = X  (отношение G  сюрьективно).

Линейное отношение G  из LRC X( )  назы-
вается фредгольмовым, если его ядро KerG  ко-
нечномерно, образ ImG  замкнут и его кораз-
мерность b( ) Codim Im dim( / Im )G G G= = X  
к о н е ч н а .  Ч и с л о  indG G G= -a b( ) ( ) ,  г д е 
a( ) dimG G= Ker , называется индексом фред-
гольмова отношения G .

ОПЕРАТОР LG  И ОТНОШЕНИЕ G - U( , )b a
Символом D  обозначим множество 

[ , ] [ , ]a b a b¥ . Отображение U : D Æ EndX  назы-
вается (сильно непрерывным) семейством 
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эволюционных операторов на [ , ]a b , если выпол-
нены следующие условия: 

— U( , ) =t t I  — тождественный оператор для 
любого t a bŒ[ , ] ; 

— U U U( , ) ( , ) = ( , )t s s tt t  t s a b, , [ , ]t Œ ; 
— отображение ( , ) ( , ) :t s t s x X
 U D Æ  не-

прерывно для любогоx XŒ . 
Символом L L a b Xp p= ([ , ], ) , 1 £ £ •p  будем 

обозначать (банахово) пространство измеримых 
по Бохнеру функций, для которых конечна 
величина(принимаемая за норму в соответству-
ющем пространстве) 
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Подробное описание пространства Lp  мож-
но найти в книге [3].

Пусть G  — произвольное линейное отноше-
ние из LRC X( ) . Рассмотрим оператор 

 L LG G: ( )D L Lp pÃ Æ ,   

который определяется следующим образом. 
Непрерывная функция x ,  для которой 
( ( ), ( ))x a x b Œ G , включается в D( )LG , если сущест-
вует функция f LpŒ , такая что верны равен-
ства 

 x t t a x a t s f s ds t a b
a

t

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) , [ , ].= + ŒÚU U   (1)

Далее полагаетсяLGx f= .
Лемма 1. Оператор LG  определен коррект-

но. 
Доказательство. Для доказательства кор-

ректности определения достаточно показать, что 
если пары функций ( , )1x f , ( , )2x f , где x  непре-
рывна, f f Lp1 2, Œ , удовлетворяют равенству 1, то 
f f1 2= . Пусть пары функций ( , )1x f , ( , )2x f  удов-
летворяют равенству 1. Тогда справедливо ра-
венство 

 
a

t

t s f s f s ds t a bÚ - " ŒU( , )( ( ) ( )) = 0, [ , ]1 2 .  

Умножим последнее равенство на оператор 
U( , )b t . Получим равенство 

 
a

t

b s f s f s ds t a bÚ - = " ŒU( , )( ( ) ( )) , [ , ].1 2 0   

Функция g a b X: [ , ] Æ , определенная по 

правилу g t b s f s f s ds
a

t

( ) = ( , )( ( ) ( )) ,1 2Ú -U  t a bŒ[ , ] , 

дифференцируема и ее производная почти всю-

ду равна U( , )( ( ) ( ))1 2b t f t f t- . Поскольку g t( ) = 0 , 
то U( , )( ( ) ( )) = 01 2b t f t f t-  почти всюду. Так как 
Ker b t t a bU( , ) = {0}, [ , ]" Œ , то f t f t1 2( ) = ( )  почти 
всюду. Лемма доказана. 

Пример 2. Одним из примеров рассматрива-
емых операторов является дифференциальный 
оператор L D L L Lp p: ( ) Ã Æ , где D L x( ) = { Œ 

W a b x a x bp [ , ] : ( ( ), ( )) }1Œ Œ G , G ŒLRC X( ) , опера-
тор определен по правилу Lx x A t x= ( )� - , функ-
ц и я  A a b EndX: [ , ] Æ  п р и н а д л е ж и т 
L a b EndX1([ , ], ) . Тогда существует оператор 
Коши U a b EndX: [ , ] Æ  (см.[4]), удовлетворя-
ющий уравнению 

 
dU
dt

A t U= ( )  

и условию U a I( ) = . Тогда любая пара ( , )x f  
такая, что Lx f= , удовлетворяет равен-
ствам 1, где эволюционное семейство определя-
ется равенством U( , ) = ( ) ( ), ( , )1t s U t U s t s- " Œ D . 

Введем в рассмотрение следующие два опе-
ратора B : X LpÆ , C : L Xp Æ  с помощью ра-
венств

 ( )( ) =
1

( , ) , [ , ], .B Ux s
b a

s b x s a b x X
-

Œ Œ   (2)

 Cf b s f s ds f L
a

b

p= ŒÚU( , ) ( ) , .  (3)

Лемма 3. Операторы B  и C  ограничены. 
Доказательство. По определению эволюци-

онного семейства U  для любого элемента x  из 
X  функция ( , ) ( , ) :t s U t s x X
 D Æ  является 
непрерывной, а значит она ограничена на D . 
Из принципа равномерной ограниченности 
(см. [5] теорема 11, C. 64—65) получаем, что 
существует такое число M , для которого 
|| ( , ) ||U t s M£ , для любой пары ( , )t s Œ D . Отсю-
да следует ограниченность операторов B  и C . 

Непосредственно из определения операто-
ров B  и C , следует следующая

Лемма 4. Произведение операторов CB  яв-
ляется тождественным оператором в X . 

Лемма 5. Для оператора LG  справедливы 
равенства 

 
Ker x L x t

t a x x Ker b a t a b
pL

U U
G

G
= { : ( ) =

( , ) , ( ( , )) [ , ]},0 0

Œ
= Œ - Œ

 (4)

 Im { : Im( ( , ))}.L C UG G= Œ Œ -f L f b ap  (5)

Доказательство. Докажем справедливость 
равенства (4). Возьмем произвольную функцию 
x  из KerLG . Тогда по определению оператора LG  
справедливо равенство x t U t a x( ) = ( , ) 0 , t a bŒ[ , ] , 
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для некоторого элемента x0  из X . Так как 
( ( ), ( ))x a x b Œ G , то получим, что ( , ( , ) )0 0x b a xU Œ G , 
а значит x Ker b a0 ( ( , ))Œ -G U .

Непосредственно из определения оператора 
LG  следует, что функция x t t a x( ) = ( , ) 0U , t a bŒ[ , ],  
принадлежит KerLG , где x0  из Ker b a( ( , ))G - U . 
Таким образом, мы доказали равенство (4).

Докажем справедливость равенства (5). 
Пусть функция f  из Im LG . Тогда найдется не-
прерывная функция x , для которой выполняет-
ся равенство (1), и кроме того, ( ( ), ( ))x a x b Œ G . 
Отсюда следует, что ( ( ), ( , ) ( ) )x a b a x a fU C+ Œ G , а 
значит C Uf b aŒ -Im( ( , ))G .

Пусть теперь C Uf Im b aŒ -( ( , ))G . Рассмот-

рим функцию x t t a x t s f s ds
a

t

( ) = ( , ) ( , ) ( ) ,0U U+ Ú  

t a bŒ[ , ] , где x b a f0
1( ( , )) ( )Œ - -G U C . Для постро-

енной таким образом функции x  справедливо 
равенство (1), и кроме того ( ( ), ( ))x a x b Œ G , а 
значит LGx f= . Следовательно f Œ Im LG . Та-
ким образом, мы доказали равенство (5). Лемма 
доказана. 

Теорема 6. Образ Im LG  оператора LG  за-
мкнут тогда и только тогда, когда замкнут 
образ Im( ( , ))G - U b a  отношения G - U( , )b a . 

Доказательство. Пусть замкнут образ опе-
ратора LG . Покажем замкнутость образа отно-
шения G - U( , )b a . Пусть ( )xn  — сходящаяся к 
x0  последовательность из Im( ( , ))G - U b a . Рас-
смотрим последовательность функций ( )fn  из 
Lp , определенных по правилу f xn n= B , n ≥ 1 .

Поскольку C Uf x b an n= Œ -Im( ( , ))G ,  то 
fn Œ Im LG . Так как ( )fn  сходится к функции 
f x0 0= B , то в силу леммы 5, замкнутости обра-
за оператора LG  и равенства Cf x0 0=  следует, 
что x b a0 Œ -Im( ( , ))G U .

Пусть замкнут образ отношения G - U( , )b a . 
Покажем замкнутость образа оператора LG . 
Рассмотрим последовательность функций ( )fn  
из Im LG , сходящуюся к функции f0 . Последо-
вательность x fn n= C , в силу леммы 5, принадле-
жит подпространству Im( ( , ))G - U b a . Заметим, 
что ( )xn  сходится к элементу x f0 0= C . В силу 
замкнутости подпространства Im( ( , ))G - U b a  
элемент x b a0 Œ -Im( ( , )G U , а значит f0 Œ Im LG  
по лемме 5. Теорема доказана. 

Теорема 7. Если Im LG  — замкнутое допол-
няемое подпространство в Lp  и F0  — некоторое 
замкнутое подпространство из Lp , для кото-
рого 

 Lp = ≈Im ,L FG 0  (6)

то пространство X  представимо в виде 

 X b a= - ≈Im( ( , )) ( ),G U C F0  (7)

причем C F( )0  — замкнутое подпространство 
в X . 

Доказательство. Покажем сначала, что 
любой вектор x  из X  представим в виде 
x x x= 0 1+ ,  где x0  из C F( )0 , x1  из Im( ( , )).G - U b a  
Из разложения (6) следует, что функция Bx  
представима в виде Bx f f= 0 1+ , где f0  из F0 , а 
f1  из Im LG . Тогда по лемме 4 получаем, что 
x x f f= = 0 1CB C C+ .  Т а к  к а к  C CFf0 0Œ , 
C Uf b a1 Œ -Im( ( , ))G  (по лемме 5), то в качестве 
x x0 1,  можно взять x f0 0= C , x f1 1= C .

Покажем единственность разложения. 
Пусть вектор x  также представим в виде 
x x x= ¢ + ¢0 1 , где ¢x0  из ŒCF0 , ¢x1  из Im( ( , )).G - U b a  
Тогда существует такая функция ¢f0  из F0 , что 

¢ ¢x f0 0= C .  П о с к о л ь к у  C Cf f x x0 0 0 0- ¢ = - ¢ =  
Ux x b a1 1= - ¢ Œ -Im( ( , ))G , то по лемме 5 полу-

чаем, что f f0 0- ¢ Œ Im LG . Из разложения (6) 
следует, что f f0 1= ¢ .

Замкнутость пространства C F( )0  следует из 
критерия Като (см. [6]; теорема 7.4.20). Теоре-
ма доказана. 

Теорема 8. Если Im( ( , ))G - U b a  — замкну-
тое дополняемое подпространство в X  и 
X0  — некоторое замкнутое подпространство 
из X , для которого 

 X b a X= - ≈Im( ( , )) ,G U 0  (8)

то Lp  представимо в виде 

 L Xp = ≈Im ( ),L BG 0  (9)

где B( )0X  является замкнутым подпространс-
твом из Lp .

Доказательство. Докажем сначала, что 
любая функция f  из Lp  представима в виде 
f f f= 0 1+ , где f X0 0( )ŒB , f1 Œ Im LG . Из разло-
жения (8) следует, что Cf x x= 0 1+ , где x X0 0Œ , 
x b a1 Œ -Im( ( , ))G U . В качестве функции f0  
возьмем функцию f x0 0= B . Так как для функ-
ции f f f1 0= -  справедливо C C Cf f f1 0= - = 

Ux b a1= Œ -Im( ( , ))G , то по лемме 5 получаем, 
что f1 Œ Im LG .

Покажем, что полученное представление 
единственно. Пусть f f f= 0 1¢ + ¢ , где ¢f x0 0= ,B  

¢ Œx X0 0,  f Im1' Œ LG . Так как x x f f0 0 0 0- ¢ = - ¢ =C( )  
f f b a1 1= - ¢ Œ -C U( ) Im( ( , )),G  то из разложения 

(8) следует, что x x0 0= ¢ , a значит f f0 0= ¢ .
Замкнутость подпространства B( )0X  следу-

ет из критерия Като (см. [6]; теорема 7.4.20). 
Теорема доказана. 

Об обратимости и фредгольмовости операторов порожденных семейством эволюционных операторов...
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Введем в рассмотрение следующий линей-
ный оператор B Ker b a Ker: ( ( , ))G G- ÆU L , 
определенный равенствами

 
( )( ) ( , ) ,

[ , ], ( ( , )).
Bx t t a x

t a b x Ker b a
0 0

0

=
Œ Œ -

U

U G
 (10)

Из доказательства леммы 3 следует, что опе-
ратор B  ограничен.

Лемма 9. Ядра оператора LG  и отношения 
G - U( , )b a  изоморфны, а их изоморфизм осу-
ществляет оператор B . 

Доказательство. Справедливость утверж-
дения непосредственно следует из леммы 5.

Из леммы 9 и теорем 7, 8 следуют следующие 
теоремы

Теорема 10. Оператор LG  непрерывно об-
ратим тогда и только тогда, когда непре-
рывно обратимо отношение G - U( , )b a , и 
обратный оператор представим в виде 

( )( ) = ( , ) ( )1LG
- Úf t G t s f s ds

a

b

, для любой функции 

f L a b XpŒ ([ , ], ) , где 

G t s
t a b a b s t s s t

t a b a
( , )

( , )( ( , )) ( , ) ( , ), ,

( , )( ( ,

1

=
- + £

-

-U U U U

U U

G

G

 

))) ( , ), .1- >

Ï
Ì
Ô

ÓÔ U b s s t 
 (11)

Теорема 11. Оператор LG  фредгольмов тогда 
и только тогда, когда фредгольмовым является 
отношение G - U( , )b a . Если один из них фред-
гольмов, то dim dim ( ( , ))Ker Ker b aL UG G= - , 
Codim Im Codim Im( ( , ))L UG G= - b a , а значит 
и их индексы совпадают. 

Замечание 12 Из равенств (1), определяю-
щих оператор LG , следует, что для любого 
l ŒC  оператор LG - lI  задается (с помощью 

тех же равенств) по семейству эволюционных 
операторов Ul : [ , ] [ , ]a b a b EndX¥ Æ  вида 

 U Ul
l( , ) = ( , ), , [ , ].( )t s e t s t s a bt s- Œ  (12)

Обозначим символом r( , ( , ))G U b a  множест-
во вида 

 
r

l l

( , ( , )) =

{ : ( ( , )) }.1

G

G

U

U

b a

b a EndX= Œ - Œ-C
 (13)

Из замечания 12 и теоремы 10 следует сле-
дующая теорема 

Теорема 13 Резольвентное множество r( )LG  
оператора LG  имеет вид 

 r l rl( ) = { : ( , ( , ))}.( )L UG GŒ Œ-C e b ab a  (14)

Автор выражает благодарность А. Г. Баска-
кову за внимание к работе.
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