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А. В. Захаров

Воронежский государственный университет

Выполнен синтез алгоритмов совместной оценки параметров гауссовского случайного возму-
щения по методу максимального правдоподобия. Найдены асимптотически точные выражения 
для характеристик оценок. Границы применимости этих выражений установлены экспери-
ментально методом статистического моделирования на ЭВМ.
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из задач теории автоматического кон-
троля и управления является синтез и анализ 
алгоритмов обработки скачкообразных случай-
ных возмущений диагностируемых процессов и 
систем [1]. На практике диагностируемые объ-
екты могут иметь стохастическую природу, либо 
быть подвержены внешним случайным воздейс-
твиям. Скачкообразное возмущение таких объ-
ектов представляет собой случайный процесс, 
возникающий в некоторый априори неизвест-
ный момент времени. Стохастические объекты 
со скачкообразными возмущениями можно 
интерпретировать как стохастические системы 
со случайной структурой [2].

Случайные скачкообразные возмущения 
имеют различную физическую природу и могут 
рассматриваться как информативные процессы, 
подлежащие измерению, либо как помехи в 
канале управления. В последнем случае изме-
рение параметров возмущения оказывается 
полезным для своевременного его подавления. 

В ряде практических приложений возмуще-
ние параметров объекта является результатом 
большого числа элементарных случайных воз-
действий. Тогда случайный процесс, характери-
зующий возмущение, можно рассматривать как 
гауссовский процесс. Примерами таких возму-
щений являются «вспышка» оптического шума 
[3], радиолокационный сигнал, отраженный 
обьектом с множеством «блестящих» точек [4, 5], 
«взрывной» шум в полупроводниковых прибо-
рах с p-n-переходом [6], сигналы в гидроакусти-
ке [5], в каналах со случайными замираниями 
[7]. Гауссовские случайные возмущения встре-
чаются в системах медицинской и технической 

диагностики, при управлении технологическими 
процессами и в других системах, связанных с 
анализом случайных процессов [1].

Функционирование автоматизированных 
систем в реальных условиях сопровождается 
помехами в канале наблюдения, имеющими 
случайный характер. Это могут быть пассивные 
помехи, порожденные окружающей средой, 
аппаратные шумы приемников, помехи из-за 
паразитных отражений в канале передачи ин-
формации и др. Наиболее распространенной 
моделью флуктуационной помехи в каналах 
наблюдения является аддитивный гауссовский 
белый шум [8].

На практике обработка случайных возму-
щений обычно проводится в условиях априор-
ной неопределенности, когда неизвестны мо-
мент появления и статистические характерис-
тики возмущения. При этом может быть неиз-
вестен сам факт наличия возмущения в пределах 
интервала наблюдения. Тогда на первом этапе 
обработки необходимо решить задачу обнару-
жения возмущения с неизвестными параметра-
ми. После обнаружения возмущения возникает 
задача измерения (оценки) его неизвестных 
параметров. Оценка параметров возмущения 
необходима для получения дополнительной 
информации об источнике возмущения или о 
свойствах возмущенной системы, а также для 
эффективного подавления возмущения.

В [9] исследован алгоритм обнаружения 
скачкообразного гауссовского случайного воз-
мущения, представляющего собой отрезок реа-
лизации гауссовского процесса с неизвестными 
параметрами, возникающего в априори неиз-
вестный момент времени. Рассмотрим теперь 
задачу оценки параметров гауссовского случай-
ного  возмущения.© Захаров А. В., 2008
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Под скачкообразным случайным возмуще-

нием будем понимать сигнал [9]

 s t g t t( ) ( ) ( )= - l x0 , t TŒ[ ; ]0 , (1.1)

где g(t) = 0 при t < 0 и g(t) = 1 при t ≥ 0 — функ-
ция единичного скачка, l0  — момент появления 
возмущения, x( )t  — реализация стационарного 
гауссовского случайного процесса с математи-
ческим ожиданием a

0
 и спектральной плотнос-

тью G( )w , а [ ; ]0 T  — интервал наблюдения. 
Спектральную плотность G( )w  случайного про-
цесса x( )t аппроксимируем выражением 
G I( ) ( / )w g w= 0 0W  [9], где I(x) = 1 при x £ 1 2/ , 
I(x) = 0 при x > 1 2/ , g 0 > 0 — интенсивность, а 
W0  — ширина полосы частот флуктуаций воз-
мущения. При этом считаем, что время корреля-
ции возмущения значительно меньше его наблю-
даемой длительности t l0 0= -T , так что [9]

 m t p0 0 0 4 1= >>W / . (1.2)

На практике момент l0  появления возму-
щения (1.1) обычно неизвестен, тогда неизвес-
тна и наблюдаемая длительность возмущения 
t 0 . Параметры a

0
, g 0  и W0  случайного процес-

са x( )t , определяемые свойствами диагностиру-
емого объекта и характеристиками канала на-
блюдения, также часто неизвестны. Поэтому 
далее полагаем, что неизвестны и подлежат 
оценке следующие параметры возмущения: 
момент  появления l0  (длительность t 0 ), ши-
рина полосы частот W0 , среднее значение a

0
 и 

интенсивность g 0 . Пусть момент l0  появления 
возмущения принимает значения из интервала 
[ ; ]L L1 2 , где T > ≥ >L L2 1 0 . Длительность 0τ  
и ширина полосы частот W0  принимают значе-
ния из интервалов [ ; ]G G1 2  и [ ; ]V V1 2  соответ-
ственно, где T > ≥ >G G2 1 0 , V V2 1 0≥ > , причем 
G L1 2= -T , G L2 1= -T . При этом, согласно 
(1.2), считаем, что
 m p1 1 1 4 1= >>G V / . (1.3)

Тогда условие (1.2) выполняется для всех 
возможных значений t 0  и W0 .

Пусть случайное возмущение (1.1) наблю-
дается в течение времени t TŒ[ ; ]0  на фоне ад-
дитивного гауссовского белого шума n(t) с од-
носторонней спектральной плотностью N

0
. При 

этом возмущение s(t) и шум n(t) статистически 
независимы. В результате, выходной сигнал 
канала наблюдения имеет вид

 x t g t t n t( ) ( ) ( ) ( )= - +l x0 , t TŒ[ ; ]0 . (1.4)

На основе принимаемой реализации x(t) 
(1.4) и имеющейся априорной информации 

необходимо оценить параметры наблюдаемого 
случайного возмущения s(t).

Задача оценки параметров случайных про-
цессов рассматривалась в ряде работ и стала 
уже «классической». В литературе [10, 11 и 
др.] рассмотрены алгоритмы оценки среднего 
значения и (или) дисперсии стационарного 
случайного процесса. В [12] рассмотрена оцен-
ка ширины полосы частот стационарного га-
уссовского случайного процесса. Однако в этих 
работах предполагается, что моменты появле-
ния и исчезновения измеряемого процесса 
априори известны, так что реализации процес-
са полностью расположены в пределах интер-
вала наблюдения [ ; ]0 T . Это не позволяет ис-
пользовать указанные результаты для решения 
задачи оценки параметров случайного возму-
щения (1.1) с неизвестным моментом появле-
ния.

Задача оценки момента появления (длитель-
ности) случайного возмущения (1.1) может 
быть интерпретирована как задача оценки мо-
мента разладки случайного процесса [1, 13 и 
др.]. Однако известные алгоритмы оценки мо-
мента разладки, как правило, требуют априор-
ной информации о параметрах случайного 
процесса (математическом ожидании, диспер-
сии, ширине полосы частот) до и после разлад-
ки. Аналитические выражения для характерис-
тик этих алгоритмов, за исключением ряда 
простейших случаев, неизвестны. Учет априор-
ной неопределенности параметров измеряемого 
процесса до и после разладки приводит к зна-
чительному усложнению практической реали-
зации этих алгоритмов оценки.

Далее выполнены синтез и анализ простого 
алгоритма совместной оценки длительности t 0  
(момента появления l0 ), ширины полосы час-
тот W0 , среднего значения a

0
 и интенсивности 

g 0  случайного возмущения (1.1).

2. АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
СЛУЧАЙНОГО ВОЗМУЩЕНИЯ

Для синтеза алгоритма оценки воспользу-
емся методом максимального правдоподобия 
(МП) [1, 14, 15]. Согласно этому методу, по 
наблюдаемой реализации x(t) (1.4) необходимо 
формировать логарифм функционала отноше-
ния правдоподобия (ФОП) L a( , , , )t gW  как 
функцию возможных значений t , W , a, g  не-
известных параметров t 0 , W0 , a

0
, g 0  случайно-

го возмущения. Согласно [9, 16], получаем

А. В. Захаров
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где y t x u h t u du( , ) ( ) ( , )W W= -
-•

•

Ú  — отклик ли-

нейного фильтра с импульсной характеристи-
кой h t( , )W  на реализацию наблюдаемых данных 
x(t) (1.4), причем передаточная функция 
H( , )w W  этого фильтра удовлетворяет условию 
H I( , ) ( / )w wW W2 = . Тогда совместные оценки 

максимального правдоподобия (ОМП) tm , Wm

, a
m
, g m  параметров t 0 , W0 , a

0
, g 0  случайного 

возмущения (1.1) определяются как координа-
ты t , W , a, g  положения абсолютного (на-
ибольшего) максимума логарифма ФОП 
L a( , , , )t gW  (2.1) в пределах априорной области 
значений оцениваемых параметров. Таким об-
разом, МП алгоритм оценки параметров возму-
щения (1.1) можно записать в виде:

 ( , , , ) arg sup ( , , , )
( , ), ,

t g t g
t g

m m m m
a

a L aW W
W Q

=
Œ

, (2.2)

где Q  — область возможных значений длитель-
ности и ширины полосы частот возмущения, 
задаваемая условиями t Œ[ ; ]G G1 2  и W Œ[ ; ]V V1 2 . 
При этом оценку lm  момента l0  появления 
возмущения можно рассчитать по формуле 
l tm mT= - .

Аппаратурная или программная реализация 
совместных ОМП (2.2) оказывается сложной. 
Действительно, формирование логарифма ФОП 
L a( , , , )t gW  (2.1) для всех возможных значений 
параметров t , W , a и g , а также реализация 
процедуры (2.2) поиска положения абсолютно-
го максимума логарифма ФОП по всем четырем 
переменным требуют больших вычислительных 
и аппаратурных затрат. 

Для преодоления этих трудностей учтем, что 
логарифм ФОП (2.1) достигает абсолютного 
максимума по переменным a и g  при 
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Величина максимума логарифма ФОП по 
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Тогда оценки tm  и Wm  длительности и по-
лосы частот возмущения определяются как 
координаты t  и W  положения абсолютного 
максимума функционала (2.4):

 ( , ) arg sup ( , )
( , )

t t
t

m m mLW W
W Q

=
Œ

. (2.5)

При этом оценки am  и g m  среднего значения 
и интенсивности флуктуаций возмущения вы-
числяются по формулам
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Для формирования оценок (2.5), (2.6) не-
обходимо реализовать процедуру поиска поло-
жения абсолютного максимума функционала 
Lm( , )t W  (2.4) только по двум переменным. Та-
кая процедура требует значительно меньших 
вычислительных и аппаратурных затрат, чем 
процедура (2.2) поиска положения максимума 
логарифма ФОП (2.1) по четырем перемен-
ным.

3. ХАРАКТЕРИСТИКИ РЕШАЮЩЕЙ 
СТАТИСТИКИ АЛГОРИТМА ОЦЕНКИ

Характеристики ОМП (2.2), (2.5), (2.6) оп-
ределяются статистическими свойствами лога-
рифма ФОП (2.1) и функционалов (2.3),(2.4).

Рассмотрим вначале логарифм ФОП (2.1). 
Введем нормированные параметры c t t= / 0 , 
h = W W/ 0 , k = a a/ 0 , J g g= / 0 , а также векто-
ра параметров l = c h,  и r = k J, . Обозначим 
S L( , ) ( , )l r l r=  — регулярная составляющая 
логарифма ФОП L( , )l r ∫ L a( , , , )t gW  [10, 15], а 
N L L( , ) ( , ) ( , )l r l r l r= -  — его флуктуационная 
составляющая. Здесь и далее  означает ус-
реднение по реализациям x(t) (1.4) при фикси-
рованных значениях t 0 , W0 , a

0
, g 0  параметров 

возмущения.
Учтем, что логарифм ФОП (2.1) является 

а с и м п т о т и ч е с к и   г а у с с о в с к и м  ( п р и 
m t p= Æ •W/ 4 ) случайным полем [9, 16]. 
Поэтому при выполнении (1.2), (1.3) можно 
ограничиться анализом лишь первых двух мо-
ментов логарифма ФОП: регулярной составля-
ющей S( , )l r  и корреляционной функции 

Оценка параметров скачкообразного случайного возмущения с неизвестным моментом появления
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K N N( , , , ) ( , ) ( , )l r l r l r l r1 1 2 2 1 1 2 2= . При выполне-
нии (1.2), (1.3) аналогично [9, 16] находим
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где li i i= c h, , ri i i= k J, , c t ti i= / 0 , hi i= W W/ ,0  
k i ia a= / 0 ,  J g gi i= / 0 ,  i  =  1 ,  2 .  З д е с ь 
z a N0

2
0
2

0 02= t /  — отношение энергии постоян-
ной составляющей возмущения к спект ральной 
плотности шума, а q N0 0 02= g /  — отношение 
спектральных плотностей флуктуационной 
составляющей возмущения и шума.

Из (3.1) следует, что регулярная составляю-
щая S( , )l r  логарифма ФОП достигает абсолют-
ного максимума при c = 1  ( t t= 0 ), h = 1  
( W W= 0 ), k = 1  (a a= 0 ) и 

J J m= = - +S q q1 1 20 0 0( )/ , g g g J= =S S0 . (3.3)

При этом r r= S ,  l J= ,  где rS S= 1,J ,  а 
J = 1 1,  — единичный вектор.

Если отношение q
0
 не слишком мало, так что 

при выполнении (1.2) справедливо условие 
m0 0 1q >> , то в (3.3) можно пренебречь слагае-
мым порядка 1 0 0/ m q  и получить, что JS ª 1 , 
g gS ª 0 . Тогда регулярная составляющая лога-
рифма ФОП при выполнении (1.2) и m0 0 1q >>  
достигает абсолютного максимума в точке ис-
тинных значений оцениваемых параметров 
возмущения.

Рассмотрим теперь характеристики функцио-
налов L0( )t , L1( , )t W  (2.3) и Lm( , )t W  (2.4). Вве-
дем функционалы M L N0 0 0 0 0 0( , ) ( )/c h ct c m h t=  
и M L N1 1 0 0 0 0( , ) ( , )/c h ct h m hc= W . Обозначим 
Si( , )c h = Mi( , )c h  — регулярные составляю-
щие, N M Mi i i( , ) [ ( , ) ( , ) ]c h m c h c h= -1  — нор-
мированные флуктуационные составляющие 
функционалов Mi( , )c h , i = 0,1. Тогда, согласно 
(2.4),
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(3.4)

где e m= 1 1/  — малый параметр в силу (1.3). 
При выполнении (1.2), (1.3) аналогично [9,16] 
получаем

  

S
q

E
S

1

0

2

0

1 1 1

1 2

( , )
min( , )min( , )/

min( , )/ ,
( , )

c h
h c ch

c ch
c h

=
= + +

+
=

= EE E z

N N
q q

min( , )/ , / ,

( , ) ( , )

{ ( )mi

c c h m

c h c h
m

1 2

2

2
0
2

0

1 1 1 1 2 2

1 0 0

=

=
= + nn( , , )min( , , )

min( , )min( , )

( )min

h h c c
h h c c

1 2 1 2

1 2 1 2

2
0

1 1

1

+
+ +

+ +E q (( , , )}/ ,

( , ) ( , )

{min{ , )

c c m c c h h
c h c h
m c c

1 2 0 1 2 1 2

0 1 1 0 2 2

1 1 2

1

N N =
= +

+qq

N N

E q

0 1 2 0 1 2 1 2

1 1 1 0 2 2

1 0

1 2

1

min( , , )}/ ,

( , ) ( , )

( )

c c m c c h h

c h c h

m

=

= + mmin( , , )/ .c c m c c h h1 2 0 1 2 1 21 2

 

(3.5)

Будем считать, что величины q
0
 и E z2

0
2

0= / m  
ограничены сверху. Тогда, согласно (3.5), дис-
персии флуктуационных составляющих Ni( , )c h  
также ограничены сверху при любых ( , )t W QŒ . 
Из (3.5) также следует, что S1 1( , )c h >  для всех 
( , )t W QŒ . Тогда функционал (3.4) при выпол-
нении (1.3) можно разложить в ряд Маклорена 
по степеням малого параметра e . Удерживая в 
разложении слагаемые, содержащие параметр 
e  в степени не выше первой, получаем
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Обозначим S Lm m( , ) ( , )c h ct h= 0 0W  — ре-
г у л я р н а я ,  а  N Lm m( , ) ( , )c h ct h= -0 0W  

Lm( , )ct h- 0 0W  — флуктуационная составля-
ющие функционала (2.4). Тогда, согласно (3.6), 
при выполнении (1.3) имеем
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Точность аппроксимаций (3.6), (3.7) возраста-
ет с увеличением m m1 0( ) .

Учтем, что функционал L0( )t  является га-
уссовским случайным процессом, а функционал 
L1( , )t W , как и логарифм ФОП (2.1), является 
асимптотически (при m t p= Æ •W/ 4 ) гаус-
совским случайным полем [9,16]. При этом 
составляющие N 0( , )c h  и N1( , )c h  являются 
соответственно гауссовским и асимптотически 
гауссовским полями. Тогда, согласно (3.6), 
функционал Lm( , )t W  (2.4) также является 
асимптотически гауссовским при m Æ • . По-
этому при выполнении (1.2), (1.3) можно огра-
ничиться анализом первых двух моментов 
функционала (2.4): регулярной составляющей 
Sm( , )c h  и  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й 
K N Nm m m( , , , ) ( , ) ( , )c h c h c h c h1 1 2 2 1 1 2 2= .

Из (3.5),(3.7) следует, что составляющая 
Sm( , )c h  достигает абсолютного максимума при 
c = 1  ( t t= 0 ) и h = 1  ( W W= 0 ). Используя 
(3.5), (3.7), получаем аппроксимации первых 
двух моментов функционала (2.4) в окрестнос-
ти точки ( c = 1 , h = 1 ) при d c= -max( ,1  
h - Æ)1 0 :
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Здесь o d( )  — величина большего порядка ма-
лости, чем d .

Из (3.1), (3.2) следует, что регулярная со-
ставляющая S( , )l r и корреляционная функция 
K( , , , )l r l r1 1 2 2  логарифма ФОП (2.1) непрерывно 
дифференцируемы по параметрам r = k J,  (a,
g ). Однако, производные этих функций по 
параметрам l = c h,  (t , W ) имеют разрывы 
первого рода в точке ( c = 1 ,h = 1) максимума 
регулярной составляющей. Из (3.8), (3.9) сле-
дует, что производные регулярной составляю-
щей Sm( , )c h  и корреляционной функции 
Km( , , , )c h c h1 1 2 2  функционала (2.4) по парамет-
рам c ,h  также имеют разрывы первого рода в 
точке ( c = 1 ,h = 1). Это не позволяет исполь-
зовать метод малого параметра [10, 14, 15] для 
расчета характеристик ОМП (2.2), (2.5), (2.6), 
так как этот метод требует непрерывной диффе-
ренцируемости моментов логарифма ФОП по 
всем оцениваемым параметрам. При этом фор-
мула для дисперсии эффективной оценки (гра-
ница Крамера—Рао) [14,15] дает тривиальную 
нулевую нижнюю границу дисперсий ОМП 
длительности и ширины полосы частот возму-
щения.

В [17(п. 5.3),18(гл. 6)] найдены асимптоти-
ческие характеристики ОМП одного параметра 
сигнала, когда производные моментов логариф-
ма ФОП по этому параметру имеют разрывы 
1-го рода. Однако, эти результаты получены в 
предположении, что остальные параметры сиг-
нала априори известны.

В [18(гл. 6), 21] получены асимптотические 
выражения для характеристик совместных ОМП 
нескольких параметров сигнала. При этом пред-
полагается, что производные моментов логариф-
ма ФОП по одному из оцениваемых параметров 
имеют разрывы 1-го рода в точке максимума 
регулярной составляющей. По остальным пара-
метрам моменты логарифма ФОП непрерывно 
дифференцируемы. Однако результаты [18, 21] 
неприменимы в случае, когда моменты логариф-
ма ФОП непрерывно не дифференцируемы по 
нескольким оцениваемым параметрам.

Оценка параметров скачкообразного случайного возмущения с неизвестным моментом появления



22 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2008, № 1

Отметим, что характеристики ОМП в [17, 18, 
21] получены для случая квазидетерминиро-
ванных сигналов, форма которых априори из-
вестна. Результаты [17, 18, 21] непосредственно 
неприменимы при анализе оценок параметров 
стохастических сигналов, представляющих 
собой реализации случайных процессов.

Далее на основе обобщения методов [17, 18, 
21] получены асимптотически точные выраже-
ния для характеристик совместных ОМП (2.2), 
(2.5), (2.6) .

4. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОЦЕНОК 
ДЛИТЕЛЬНОСТИ, МОМЕНТА 

ПОЯВЛЕНИЯ И ШИРИНЫ ПОЛОСЫ 
ЧАСТОТ ВОЗМУЩЕНИЯ 

Используем представление (2.5) оценок tm , 
Wm  длительности и ширины полосы частот 
возмущения. Учтем, что регулярная составля-
ющая Sm( , )c h  функционала (2.4) достигает 
абсолютного максимума при c = 1 , h = 1 , а 
реализации флуктуационной составляющей 
Nm( , )c h  непрерывны с вероятностью 1. Тогда 
с учетом (3.8), (3.9) апостериорные (выходные) 
отношения сигнал/шум (ОСШ) z1  и z2  для 
оценок tm  и Wm  запишутся в виде [9, 15, 17, 
18]
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причем z1
2 Æ • , z2

2 Æ •  при m0 Æ • , q0 0>  и 
z1

2 Æ •  при z0
2 Æ • . 

Аналогично [9, 12, 14, 15, 17, 18 и др.], счи-
таем, что ОСШ zi  (4.1) настолько велики, что 
кроме (1.2) выполняются условия 

 z 1
2 1>> , z 2

2 1>>  (4.2)

высокой апостериорной точности оценок. Ус-
ловия (4.2) выполняются, если m0 1>>  (1.2) и 
отношение q0  не слишком мало. Аналогично 
[9], при выполнении (4.2) оценки tm m, W  (2.5), 
являющиеся координатами положения абсо-
лютного максимума функционала (2.4), нахо-
дятся в малой окрестности точки ( , )t 0 0W . При 
zi Æ •  величины tm  и Wm  сходятся к t 0  и lmi  
в среднеквадратическом [9,14,15]. Поэтому для 
нахождения характеристик ОМП (2.5) при вы-

полнении условий (1.2), (4.2) достаточно учи-
тывать поведение моментов функционала (2.4) 
в малой d -окрестности c h d d, [ ; ]Œ - +1 1  точки 
( h = 1 ,k = 1 ), причем при zi Æ •  величина 
этой окрестности d Æ 0 . Для моментов (3.8), 
(3.9) в пределах этой d -окрестности при d Æ 0  
справедливы аппроксимации

 S S Sm( , ) ( ) ( ) ( )c h c h o d= + +1 2 , (4.3)
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Введем в рассмотрение статистически неза-

висимые совместно гауссовские случайные 
процессы M

1
(c), M

2
(h), с математическими 

ожиданиями S1( )c , S2( )h  и с корреляционными 
функциями K1 1 2( , )c c , K2 1 2( , )h h  соответствен-
но. Тогда асимптотически гауссовское случай-
ное поле Lm( , )ct h0 0W  (2.4) сходится по распре-
делению к сумме M M1 2( ) ( )c h+  при m0 Æ • , 
d Æ 0 . Следовательно, при m0 Æ • , zi Æ •  
нормированные ОМП c t tm m= / 0 , hm m= W W/ 0  
сходятся по распределению к соответствующим 
оценкам

    l M l Mm m1
1 1

1 2
1 1

2= =
Œ - + Œ - +

arg sup ( ), arg sup ( ).
[ ; ] [ ; ]c d d h d d

c h  (4.5)

При этом ОМП tm  и Wm  сходятся по распре-
делению к оценкам t 0 1lm  и W0 2lm .

Будем считать, что ОСШ z
i
 (4.1) настолько 

велики, а величина d  рассматриваемой окрест-
ности точки (1,1) настолько мала, что на интер-
валах c h d d, [ ; ]Œ - +1 1  справедливы представ-
ления (4.3), (4.4). Тогда статистические харак-
теристики ОМП cm  и hm  при выполнении (1.2), 
(4.2) совпадают с характеристиками оценок lm1  
и lm2  (4.5) соответственно.

Для нахождения распределений оценок 
(4.5) введем в рассмотрение гауссовские слу-
чайные процессы Di i il M l M( ) ( ) ( )= - z , где 
z  — фиксированная величина из интервала 
[ ; ]1 1- +d d . Тогда функцию распределения 
оценки lmi  (4.5), i =1,2 можно представить в 

виде F P l P l li mi i
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[17, 18], где P[A] — вероятность события A. 
Используя выражения (3.8), (3.9), находим 
математические ожидания S l S l Si i iD ( ) ( ) ( )= - z  
и корреляционные функции K l l K l li iD ( , ) ( , )1 2 1 2= - 

K l K l Ki i i( , ) ( , ) ( , )2 1- - +z z z z  случайных про-
цессов Di l( ) :
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где Cji  — несущественные константы, которые 
могут зависеть от параметра z .

Из (4.7) следует, что отрезки реализаций 
случайных процессов Di l( )  на интервалах 
[ ; )1 - d z  и [ ; ]z d1 +  некоррелированы и, в силу 
гауссовости процессов Di l( ) , статистически 
независимы. Тогда [17, 18]

    F P u dP u P u dP ui i i i i( ) ( ) ( ) ( ) ( ),z = = -
• •

Ú Ú2 1
0

1 2
0

1  (4.8)
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D

z d
 — функции распределения 

абсолютного максимума процесса Di l( )  на ин-
тервалах [ ; )1 - d z  и [ ; ]z d1 +  соответственно. В 
(4.8) учтено, что P ui1 0( ) = , P ui2 0( ) =  при u < 0 , 
так как Di( )z = 0 .

Для нахождения функций P ui2 ( ) , u ≥ 0 , 
i = 1,2 введем в рассмотрение случайные про-
цессы r l u li i( ) ( )= - D . Используя теорему Дуба 

[19] в формулировке Кайлатца [20] и учитывая 
(4.6),(4.7), можно показать, что случайные 
процессы Di l( )  и r li( )  на интервале [ ; ]z d1 +  
являются гауссовскими марковскими процес-
сами диффузионного типа [19]. Согласно (4.6), 
(4.7), коэффициенты сноса G1i  и диффузии G2i  
процессов r li( )  при l > z  равны 
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Воспользовавшись марковскими свойства-
ми процесса r li( ) , вероятность P ui2 ( )  можно 
записать в виде [19]
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z d

d , (4.10)

где W x lri( , )  — решение уравнения Фоккера—
Планка—Колмогорова
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c коэффициентами (4.9) при начальном 
W x x uri( , ) ( )z d= -  и граничных W lri( , )0 0= , 
W lri( , )• = 0  условиях. Здесь d ( )x  — дельта-
функция. Решая уравнение (4.11) аналогично 
[12,17,18] и подставляя решение в (4.10), на-
ходим выражение для функции P ui2 ( ) . Анало-
гично получаем и выражение для функции 
P ui1 ( ) .

Подставляя полученные выражения для 
вероятностей P ui1 ( )  и P ui2 ( )  в (4.8), находим 
условные (при фиксированных параметрах 
возмущения) функции распределения F li( )  
оценок lmi  (4.5):
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вероятности, ОСШ z A Di Si i= 1 , i = 1 2,  опре-
деляются из (4.1), а
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Выражение (4.12) громоздко и неудобно для 
практических расчетов. Учтем, что отношения 
zni , i = 1,2 при выполнении (1.2), (4.2) являют-
ся величинами порядка ОСШ z

i
 (4.1), причем 

zni Æ •  при m0 Æ • , q0 0>  (zi Æ • ). Будем 
считать, что ОСШ z

i
 настолько велики, что кро-

ме (4.2) выполняются условия zni
2 1>> , i = 1 2, . 

Тогда из (4.12) аналогично [17, 18] находим 
асимптотические выражения для условных 
плотностей вероятности W l dF l dli i( ) ( )/=  оце-
нок lmi  :
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Формулы (4.12), (4.13) при i = 1 являются 
асимптотическими аппроксимациями распре-
делений нормированных ОМП c t tm m= / 0  
длительности t 0  возмущения, а при i = 2 – ОМП 
hm m= W W/ 0  ширины полосы частот W0 . Точ-
ность таких аппроксимаций возрастает с увели-
чением ОСШ zi  (4.1) и m0  (1.2). При фиксиро-
ванных значениях zi  и m0  точность выражения 
(4.12) выше, чем выражения (4.13). Однако 

формула (4.12) более сложна для практических 
расчетов.

Используя распределения (4.12), (4.13), 
можно рассчитать условные смещения 
b mc c= - 1 ,  b mh h= - 1  и  р а с с е я н и я 
V mc c= -( )1 2 , V mh h= -( )1 2  нормирован-
ных оценок cm ,hm  по формулам
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 (4.14) 

Расчет интегралов (4.14) возможен только 
численными методами. Поэтому, аналогично 
[17, 18], запишем более простые асимптотичес-
кие (при zi Æ • ) выражения для смещений и 
рассеяний оценок. Полагая, что истинные зна-
чения t 0  и W0  длительности и ширины полосы 
частот возмущения являются внутренними 
точками априорных интервалов [ ; ]G G1 2  и [ ; ]V V1 2  
и расширяя пределы интегрирования в (4.14) 
до бесконечности при zi Æ • , получаем
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Точность формул (4.15) возрастает с увели-
чением m0  (1.2) и zi  (4.1).

Воспользовавшись выражениями для ха-
рактеристик ОМП cm , можно рассчитать харак-
теристики ОМП l Tm m m= = -l t t c/ /0 0  нор-
мированного момента  l0 0 0= l t/  появления 
случайного возмущения. В частности, смещение 
и рассеяние ОМП lm  равны b l l bl m= - = -0 c  и 
V l l Vl m= - =( )0

2
c .

5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОЦЕНОК 
СРЕДНЕГО ЗНАЧЕНИЯ 

И ИНТЕНСИВНОСТИ ВОЗМУЩЕНИЯ

Найдем асимптотически точные (с ростом 
m0  и ОСШ z

i 
) выражения для характеристик 

ОМП am  и g m  (2.2), (2.6). Представим эти оцен-
ки в виде

 
( , ) arg sup ( , ),
( , ) ( , , , )/ ,
a L a

L a L a A
m m R

R m m S

g g
g t g

=
= W

 (5.1)

где L a( , , , )t gW  — логарифм ФОП (2.1), а 
( , )tm mW  — ОМП (2.5) длительности и ширины 

полосы частот возмущения. Здесь A SS S= =( , )J r  

А. В. Захаров
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A A A AS S S S= + - -( ) ( ) ( ) ( )r r r r11 12 01 02  — максимум 
регулярной составляющей логарифма ФОП, где 
коэффициенты Aij ( )r , i = 0 1, , j = 1 2,  опреде-
ляются из (3.1), J = 1 1, , rS S= 1,J . Оценки 
(5.1) являются решением системы уравнений 
правдоподобия [15,17]
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Обозначим s 2
11= = +K BS S S S( , , , ) ( , )J r J r r r  

12 01 02+ + +B B BS S S S S S( , ) ( , ) ( ,r r r r r r ))  — дисперсия 
логарифма ФОП (2.1), вычисляемая в точке 
( , ) ( , )l r J r= S

 
максимума регулярной составля-

ющей S( , )l r . Здесь коэффициенты Bij ( , )r r1 2  при 
i = 0 1, , j = 1 2,  определяются из (3.2). Тогда 
отношение

 z AS= /s , (5.3)

аналогично (4.1), можно интерпретировать как 
апостериорное ОСШ для оценок (5.1) [18,21]. 
При выполнении (1.2), (4.2) справедлива оцен-
ка z z= O( )1 , где O( )z  — величина порядка z. 
Если q0 0> , то JS Æ 1 , r JS Æ  при m0 Æ •  и, 
следовательно, z zÆ 1  при m0 Æ • .

Будем считать, что параметр m0  и ОСШ z
i
 

(4.1) настолько велики, что кроме (1.2), (4.2) 
выполняется условие высокой апостериорной 
точности ОМП (5.1) :

 z 2 1>> . (5.4)

При выполнении (5.4) оценки ( , )am mg  (5.1) 
находятся в малой окрестности точки ( , )a S0 g  
максимума регулярной составляющей логариф-
ма ФОП (2.1), причем с ростом ОСШ z величи-
на этой окрестности уменьшается. Поэтому для 
нахождения асимптотически точного (с ростом 
ОСШ z) решения системы (5.2) можно исполь-
зовать аппроксимацию функционала L aR( , )g  
(5.1) при dR a a a= -max( / ,0 0  g g g- =S / )0  

k J J= - - ÆSmax( , )1 0 . Для нахождения 
такой аппроксимации, аналогично [18,21], 
выполним двумерное разложение нормирован-
ного логарифма ФОП LN ( , )l r = L a AS( , , , )/t gW  
в ряд Тейлора по переменным k = a a/ 0  и 
J g g= / 0  в окрестности точки r r= S  при фик-
сированных значениях l = c h,  : 
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Здесь r s= = <</ /A zS 1 1  — малый параметр 
в силу (5.4), 
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2 s  

а индексы u и v принимают значения u = k J, ; 
v = k J, . При dR Æ 0  ограничимся в разложе-
нии (5.5) явно записанными слагаемыми, име-
ющими порядок малости не выше dR

2 . 
Из (4.12)—(4.15) следует, что при больших 

ОСШ z
i
 (4.1) справедливы аппроксимации 

[18,21]
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где nt  и nW  — случайные величины, первые два 
момента которых конечны и не зависят от z

1 
и 

z
2
. При выполнении (4.2) ограничимся в (5.6) 

слагаемыми, имеющими порядок малости не 
выше zi

-2 . Подставляя эти выражения в (5.5) 
вместо переменных c  и h , находим разложение 
функционала L aR( , )g  (5.1) при dR Æ 0 . Под-
ставляя это разложение в (5.2), получаем систе-
му из двух уравнений правдоподобия для нор-
мированных ОМП km = a am / 0 , J g gm m= / 0 :
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где le e e= c h, , c te v z= +1 1
2/ , he v z= +1 2

2
W / .

Найдем решение системы уравнений (5.7) 
при выполнении (4.2). Обозначим
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Учтем, что, согласно (3.1),(3.2), при d Æ 0  

справедливы представления
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 (5.8)

где ai > 1 2/ , i = 1 2 3 4, , , , u v, ,= k J . Учитывая, 
что ¢¢ =SkJ ( )J 0 , и решая систему (5.7) аналогич-
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но [18, 21], с точностью до слагаемых порядка 
o( / )1 z  находим
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Отметим, что представления (5.8) являются 
обобщением условий применимости асимптоти-
ческого метода [18, 21] решения системы (5.7) 
на случай стохастических сигналов. Если флук-
туационная составляющая возмущения отсутс-
твует (q0 0= ), то условия (5.8) эквивалентны 
соответствующим условиям из [18, 21].

В силу асимптотической гауссовости лога-
рифма ФОП (2.1), случайные величины ¢Nu( )J  
в (5.9) являются асимптотически гауссовскими 
при m0 Æ • . Тогда из (5.9) получаем, что ОМП 
km ,Jm  (am , g m ) при выполнении (1.2), (5.4) 
являются приближенно гауссовскими. Точность 
гауссовской аппроксимации распределений 
этих оценок возрастает с увеличением m0  и z(z

i
). 

Условные смещения  b mk k= - 1 , b m SJ J J= -  
и рассеяния V mk k= -( )1 2 , V m SJ J J= -( )2  
нормированных оценок km ma a= / 0 , J g gm m= / ,0  
согласно (5.9), равны
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При этом в выражении для VJ  (5.10), в силу 
(1.2), отброшены слагаемые порядка 1 0

2
0
2/ m q  и 

менее. Точность формул (5.10) возрастает с 
увеличением m0  и z(z

i
). 

6. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
АЛГОРИТМОВ ОЦЕНКИ

С целью проверки работоспособности алго-
ритма ОМП (2.5), (2.6) и установления границ 
применимости асимптотически точных формул 
(4.12)–(4.15), (5.10) для характеристик ОМП 
выполнялось статистическое моделирование 
алгоритма оценки на ЭВМ. В ходе моделирова-
ния для различных реализаций наблюдаемых 
данных (1.4) формировались отсчеты случайных 
процессов x( )t  и y t( , )W  с шагом дискретизации 
Dt = 0 2 1. / * *h c m , где h* /= V V2 1 , c* /= G G2 1 . 
Затем вычислялись отсчеты L L i jij1 1 0 0= ( , ),D D Wct h  
L L ii0 0 0= ( )Dct  и L L i jm ij m= ( , )D D Wct h0 0  слу-
чайных полей L1 0 0( , )ct hW , L0 0( )ct  (2.3) и 
Lm( , )ct h0 0W  (2.4) на интервалах c t tŒ[ / ; / ],G G1 0 2 0  

h Œ[ / ; / ]V V1 0 2 0W W  с шагом дискретизации 
D Dc h= = 0 005.  по переменным c  и h . Реали-
зации функционалов (2.3), (2.4) аппроксими-
ровались ступенчатыми функциями на основе 
сформированных отсчетов. Относительная сред-
неквадратическая погрешность такой аппрок-
симации определялась по методике [9] и не 
превышала 0.1 для выбранного шага дискрети-
зации. Дальнейшее уменьшение этого шага 
практически не влияло на результаты модели-
рования.

При моделировании ОМП (2.5) для каждой 
реализации x(t) определялись номера i im=  и 
j jm=  наибольшего отсчета Lm ij  функционала 
(2.4) и вычислялись нормированные ОМП 
c cm mi= D , h hm mj= D  длительности и ширины 
полосы частот. Затем на основе оценок cm , hm  
и отсчетов L im0 , L i jm m1 , согласно (2.6), формиро-
вались нормированные оценки km , Jm  средне-
го значения и интенсивности возмущения. На 
основе ряда оценок, полученных в результате N 
циклов таких вычислений, рассчитаны выбо-
рочные смещения bc , bh , bk , bJ  и рассеяния Vc ,  
Vh , Vk , VJ  оценок, а также моменты ошибок 
оценок высших порядков.

Некоторые результаты моделирования по-
казаны на рис. 1—4. Здесь знаками нанесены 
экспе риментальные значения рассеяний оценок 
cm , hm , km , Jm  в зависимости от q0  при фик-
сированных параметрах m0 , z0  и при G2 0/t = 

W2 0 2/= =V , G W1 0 1 0 0 5/ / .t = =V . Рис. 1 соот-
ветствует оценке cm  длительности, рис. 2 — 
оценке hm  ширины полосы частот, рис. 3 — 
оценке km  среднего значения, а рис. 4 — оцен-
ке Jm  интенсивности возмущения. Сплошными 
линиями на рис. 1—4 нанесены соответствую-
щие теоретические зависимости рассеяний, 
рассчитанные по формулам (4.15), (5.10). 
Штриховыми линиями на рис. 1, 2 показаны 
теоретические зависимости рассеяний оценок 
длительности и ширины полосы частот, рассчи-
танные по более точным формулам (4.14) с 
использованием (4.13). Кривые 1 и ромбы на 
рис. 1—4 получены при m 0 50= , z0 0= , кри-
вые 2 и крестики — m 0 100= , z0 0= , кривые 3 
и квадраты — m 0 50= , z0 7= , а кривые 4 и 
кружочки — m 0 100= , z0 7= .

Приведенные на рис. 1—4 результаты моде-
лирования получены на основе обработки не 
менее, чем N =103, реализаций наблюдаемых 
данных x(t). В результате границы доверитель-
ных интервалов для рассеяний оценок откло-
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Рис. 3. Рассеяние нормированной оценки среднего 
значения возмущения

Рис. 1. Рассеяние нормированной оценки длитель-
ности возмущения

Рис. 2. Рассеяние нормированной оценки ширины 
полосы частот возмущения

Рис. 4. Рассеяние нормированной оценки интенсив-
ности возмущения

няются от экспериментальных значений не 
более, чем на 30 % с вероятностью 0.9.

Из рис. 1, 2 и других результатов моделиро-
вания следует, что теоретические асимптотичес-
кие формулы для рассеяний ОМП длительности 
и ширины полосы частот возмущения удовлет-
ворительно аппроксимируют эксперименталь-
ные данные уже при m0 40 50≥ ...  и z ≥ 3 4...  
(формулы (4.15)) или при m0 40 50≥ ... , z ≥ 0 7 1. ...  

(формулы (4.13), (4.14)). Аппроксимация 
считалась удовлетворительной, если расхож-
дения теоретических и экспериментальных 
значений не превышали 75 %. При q0 5 10> ...  
теоретические зависимости для рассеяний Vc , 
Vh  начинают отклоняться от эксперименталь-
ных, так как асимптотический (при m0 Æ • ) 
метод вычисления моментов функционала 
(2.4) в п. 3 приводит к абсолютной погрешнос-

Оценка параметров скачкообразного случайного возмущения с неизвестным моментом появления
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ти расчета дисперсий оценок cm  и hm  порядка 
1 0

2/ m .
Из рис. 3, 4 и других результатов моделиро-

вания следует, что теоретические асимптотичес-
кие формулы (5.10) для рассеяний ОМП сред-
него значения и интенсивности возмущения 
удовлетворительно аппроксимируют экспери-
ментальные данные уже при m0 40 50≥ ...  и 
z zi( ) ...≥ 3 4 . При этом точность теоретических 
формул возрастает с увеличением m0  (1.2) и z

i
 

(4.1), z (5.3).
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