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О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ ТИПА 
ШРЕДИНГЕРА ПРОЕКЦИОННО-РАЗНОСТНЫМ МЕТОДОМ 
С МОДИФИЦИРОВАННОЙ СХЕМОЙ КРАНКА—НИКОЛСОН 

ПО ВРЕМЕНИ*

Е. В. Шепилова 

Воронежский государственный университет  

Линейная нестационарная задача типа Шредингера в сепарабельном гильбертовом простран-
стве решается приближенно проекционно-разностным методом. Дискретизация задачи по 
пространству проводится методом Галеркина с ориентацией на конечномерные подпростран-
ства типа конечных элементов, а по времени используется модифицированная схема Кран-
ка—Николсон. Установлены оценки погрешности приближенных решений, которые позво-
ляют получать не только сходимость приближенных решений к точному, но и дают числовые 
характеристики скорости сходимости.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: уравнение типа Шредингера, проекционно-разностный метод, 
схема Кранка—Николсон.

ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Пусть дана тройка сепарабельных гильбер-
товых пространств  V H VÃ Ã ¢ , где простран-
ство ¢V  — двойственное к V , а пространство H  
отождествляется со своим двойственным ¢H . 
Оба вложения являются плотными и непрерыв-
ными. Для t TŒ ,[ ]0 , где T < • , на u v V, Œ  
определено семейство симметричных полутора-
линейных форм a t u v( ), , . Предположим, что для 
всех u v V, Œ  функция t a t u vÆ , ,( )  абсолютно 
непрерывна на [ ]0,T  и для u v V, Œ  выполнены 
оценки: 

 a t u v M u v a t u u uV V V( ) ( ), , £ , , , ≥ ,1
2a  (1)

где a > 0 . Кроме того, почти всюду на [ ]0,T  

 ∂ , , /∂ £ .a t u v t M u vV V( ) 2  (2)

Форма a t u v( ), ,  порождает линейный огра-
ниченный оператор A t V V( ) : Æ ¢  такой, что 
a t u v A t u v( ) ( ( ) ), , = ,  и A t M

V V
( )

Æ ¢
£ 1 . Здесь под 

выражением ( )z v,  понимается значение функ-
ционала z VŒ ¢  на элементе v VŒ . Заметим, 
если z HŒ , то выражение ( )z v,  совпадает со 
скалярным произведением в H . 

Для заданной со значениями в ¢V  функции 
f t( )  и элемента u0  рассмотрим вариационную 
задачу: найти функцию u t( )  со значениями в 
V  такую, что почти всюду на [ ]0,T  для всех 
v VŒ  выполнено 

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )¢ , + , , = , , = Œ .u t v ia t u t v f t v u u V0 0  (3)

Производные функций здесь и далее пони-
маются в обобщенном смысле. 

Очевидно, что задача (3) равносильна зада-
че Коши в пространстве ¢V : 

 ¢ + = , = Œ .u t iA t u t f t u u V( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0  (4)

Вопрос о существовании и единственности 
решения задачи (4), при различных предполо-
жениях на u0  и f , рассматривался в [1] и [2]. 
Так, в [1] приводится следующее утверждение 
о слабой разрешимости задачи (4). 

Теорема 1. Пусть для задачи (4) выполнены 
условия, перечисленные выше. Дополнительно 
предположим, что f L T HŒ , ;2 0( )  и существует 

¢ Œ , ; ¢f L T V2 0( ) . Тогда задача (4) имеет един-
с т в е н н о е  р е ш е н и е  u t( )  т а к о е ,  ч т о 
u L T V C T HŒ , ; « , ,2 0 0( ) ([ ] ), ¢Œ , ; ¢u L T V2 0( ) , урав-
нение удовлетворяется почти всюду на [ ]0,T  и 
выполняется начальное условие. 

В [2] найдены условия более гладкой разре-
шимости задачи (4). 

Определим приближенную задачу. Пусть 
Vh  — конечномерное подпространство про-
странства V , где параметр h > 0 . Пусть Ph  — 
ортогональный проектор в пространстве H  на 
Vh . Определим пространство hV ¢ , задав на 
u Vh hŒ  двойственную норму 

 u u vh V v V v
h hh

h h h V
¢ Œ ,|| || =

= , .sup ( )
1

Оператор Ph  допускает расширение по не-
прерывности до оператора P V Vh h: ¢ Æ ¢  [3], для 
которого справедливы следующие оценка и 
соотношение:
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 для ,
hh VV

u u u VP ¢¢
£ Œ ¢  (5)

 ( ) ( ) ( )h hP u v u P v u V v H, = , Œ ¢, Œ .  (6)

Пусть 0 0 1= < < < =t t … t TN  разбиение 
отрезка [ ]0,T . Задаче (4) сопоставим разно-
стную задачу в Vh  
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где элемент u Vh
h0 Œ  считаем заданным, 

tk k kt t= - -1 , k N= ,1 . Заметим, что в (7) при-
меняется модифицированная схема Кранка—
Николсон. Впервые такая модификация была 
использована в [4]. 

Докажем однозначную разрешимость зада-
чи (7), то есть обратимость в Vh  оператора 
I i P A tk h k+ -t ( ) ( )2 1 . Действительно, пусть v Vh hŒ  
такой, что 

 ( ( ) ( ))I i P A t vk h k h+ = .-t 2 01

Отсюда получим 
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Таким образом, vh = 0  и задача (7) одно-
значно разрешима.

Далее определим для t TŒ ,[ ]0  гильбертовы 
пространства V t u v V u v a t u vV t( ) { |( ) ( )}.( )= , Œ , = , ,  
Рассмотрим Q th( )  — ортогональный проектор в 
пространстве V t( )  на Vh . Заметим, что для u VŒ  
и v Vh hŒ  выполнено a t u v a t Q t u vh h h( ) ( ( ) ), , = , , . 
Тогда для любого u VŒ  

 h h hP A t u P A t Q t u( ) ( ) ( )= .  (8)

В [5] показано, что оператор Q th( )  имеет по 
t TŒ ,[ ]0  сильную производную hQ t¢ ( )  и для 
любого u VŒ  справедливы оценки 

 [ ( )] ( )I Q t u r I Q uh V h V
- £ - ,1  (9)

 h V h VQ t u r I Q u¢ £ - ,( ) ( )2  (10)

где Qh  — ортогональный проектор в простран-
стве V  на Vh , а r1  и r2  не зависят от t TŒ ,[ ]0 , 
u VŒ  и h . 

Оценки погрешности в норме C T V([ ] )0, , .
Лемма 1. Пусть u t( )  — решение задачи (4) 

такое, что существует ¢¢Œ , ;u L T V1 0( ) . Пусть 
{ }Vh  — последовательность конечномерных 
подпространств такая, что Ph V VÆ

 равномер-

но по h  ограничены. Пусть uk
h  — решение при-

ближенной задачи (7), где u P uh
h0

0= . Тогда 
справедлива следующая оценка погрешности 
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Доказательство. К уравнению (4) применим 
оператор hP  и полученное равенство преобра-
зуем к следующему виду:

 i P A t w t P f t P u th k h k h k h k( ) ( ) ( ) ( )= - ¢ ,  (12)

где w t Q t u t k Nh h( ) ( ) ( )= , = ,1 . Обратим внимание, 
что последнее равенство имеет смысл, так как из 
предположений леммы 1 следует u C T VŒ , ,([ ] )0  
и ¢ Œ , ,u C T V([ ] )0 . 

Из (12) и уравнения (7) следует тождество 
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(13)

для z w t uk
h

h k k
h= -( )  (k N= ,1 ). Умножим (13) 

скалярно в H  на z zk
h

k
h- -1  и возьмем удвоенную 

мнимую часть. Учитывая, что Im Reia a= , где 
a Œ� , получим 
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(14)

Введем обозначение 

 F
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и запишем (14) в виде 

 
Re

Im

( ( ) ( ) )

( )

A t z A t z z z

F z z
k k

h
k k

h
k
h

k
h

k
h

k
h

k
h

+ , - =

= , - .
- - -

-

1 1 1

12
 

(15)
Преобразуем левую часть (15). 
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(16)
Таким образом, из (16) и (15) следует тож-

дество 
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(17)

Учитывая (2), оценим первое слагаемое в 
правой части (17). 
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(18)

Учитывая (5), оценим второе слагаемое в 
правой части (17). 
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(19)

Из уравнения (13) следует, что 
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Учитывая оценку (1), непрерывность вло-
жений V H VÃ Ã ¢  и равномерную ограничен-
ность Ph V VÆ

 по h , из последнего неравенства 
получим оценку 
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Таким образом, окончательная оценка сла-
гаемого I2  получается из (19) и (20). 
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Подставим (18), (21) в (17) и результат про-
суммируем по k  от 1  до m N£ . Тогда 
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Заметим, что 
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Из (22), (1) и (23) получим суммарное не-
равенство 
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из которого следует оценка 
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Далее рассмотрим и оценим 
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Преобразуем Fk
h  к следующему виду:
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Учитывая (25), получим 

k

N

k k
h

V
k

N

k t

t

h
V

k

F c w t u t dt

c

k

k

= =

-

=

Â Â Ú£ ¢ - ¢ +

+

-1

2

1
1

1
2

2
1

1

t t( ) [ ( ) ( )]

NN

k t

t
k k

V
k

k u t
u t u t

dtÂ Ú- -

-

¢ -
¢ + ¢È

ÎÍ
˘
˚̇

.( ) ( )
( ) ( )

t 1 1

2

1 2

 

(26)

Оценим первое слагаемое в правой части 
(26). Заметим, что при почти всех t TŒ ,[ ]0  
справедливо тождество 
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Таким образом, из (26) и (27) следует оценка 
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Подставим полученную оценку (28) в (24) 
и, учитывая (9), (10) и представление zh

0 , полу-
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(29)

О приближенном решении уравнения типа Шредингера проекционно-разностным методом...
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Далее заметим, что 
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тогда справедлива оценка 
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Следовательно, отсюда и из (29) получим 
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(30)

Окончательная оценка (11) получается те-
перь из (30), оценки 
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непрерывного вложения V HÃ , а также оценок 
(9) и (10). 

Теорема 2. Пусть выполнены условия лем-
мы 1. Пусть решение u t( )  задачи (4) такое, что 

¢¢ Œ , ;u L T Vp( )0 , где 1 2£ £p . Тогда оценка пог-
решности (11) будет следующей 
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Если решение u t( )  задачи (4) такое, что 
существует ¢¢¢Œ , ;u L T Vp( )0 , где 1 2£ £p , то 
справедлива следующая оценка погрешности 
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Доказательство. Для обоснования (31) 
оценку (11) дополним оценкой 
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(33)

так как t t t t t tk k k k k- -- + £ , Œ ,1 12 t [ ]  и t t= max .k  
Далее заметим, что 
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Для обоснования (32) следует иначе оценить 
первое слагаемое в правой части (11). 
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Учитывая, что ( )t t tk k k k- - + - £1
2 2 22 t t  для 

t t tk kŒ ,-[ ]1 , а также оценку (34), продолжим 
(35) 
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Для получения сходимости погрешности к 
нулю предположим, что последовательность 
конечномерных подпространств { }Vh  предель-
но плотна в V , то есть ( )I Q vh V

- Æ 0  при 
h Æ 0  для всех v VŒ . Тогда непосредственно 
из теоремы 2 при h Æ 0  и t Æ 0  получим 

 max ( )
1

0
£ £

- Æ .
k N k k

h

V
u t u

Далее покажем, как из оценок (11), (31) и 
(32) можно получить скорость сходимости по-
грешности к нулю. 

Для t TŒ ,[ ]0  определим множество 

 D A t v V A t v H[ ( )] { ( ) }= Œ | Œ .  (37)

Пусть существует сепарабельное гильберто-
во пространство E  такое, что D A t E V[ ( )] Ã Ã  
и пространство V  совпадает с интерполяцион-
ным пространством [ ]E H, /1 2  [1]. Потребуем от 
оператора A t( )  выполнение следующего есте-
ственного свойства: существует g > 0 , что для 
t TŒ ,[ ]0  

 u A t u u D A tE H
£ , Œ .g ( ) [ ( )]  (38)

В приложениях оператором A t( )  может 
быть, например, симметричный равномерно 
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эллиптический оператор второго порядка в 
ограниченной области W Ã Rn  с гладкой гра-
ницей, порожденный дифференциальным 
выражением второго порядка и краевым усло-
вием Дирихле. Тогда H L= 2( )W , V W=

� 1
2
( )W , 

¢ = -V W 1
2
( )W , E W W= 2

2
1
2

( ) ( )W W∩ �
. 

Предположим теперь, что семейство конеч-
номерных подпространств V Vh Ã  обладает 
следующим аппроксимационным свойством: 

 ( )I Q v ch vh V E- £ ,  (39)

где c > 0  не зависит от v EŒ  и h . Заметим, что 
условие (39) типично для подпространств Vh  
типа «конечных элементов» [6]. 

Следствие 1. Пусть выполнены условия те-
оремы 2 и решение задачи (4) такое, что 

¢¢Œ , ;u L TVp( )0 , где 1 2£ £p , и ¢ Œ , ;u L T E2 0( ) . 
Пусть также выполнено свойство (39). Тогда 
справедлива следующая оценка погрешности:
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Если же решение задачи (4) такое, что су-
ществует ¢¢¢ Œ , ;u L T Vp( )0 , где 1 2£ £p , и 

¢ Œ , ;u L T E2 0( ) , то справедлива следующая 
оценка погрешности:
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Доказательство. Оценки (40), (41) следуют 
из (31), (32) и (39).  

Автор выражает благодарность В. В. Смаги-
ну за постановку задачи и полезные обсужде-
ния. 
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