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УДК 517.958  

ГРАНИЧНОЕ ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
В НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ МОДЕЛИ ВЯЗКОУПРУГОЙ 

СРЕДЫ С ПОЛНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ*

А. В. Кузнецов

Воронежский государственный университет

В данной работе рассматривается неоднородная начально-краевая задача и задача гранично-
го оптимального управления, связанные с системой уравнений, описывающей движение 
вязкоупругой несжимаемой жидкости типа Джеффриса в ограниченной области в �n , n = ,2 3.  
Доказано глобальное существование слабого решения и слабого оптимального решения для 
произвольных достаточно гладких начальных данных. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: неоднородные начально-краевые задачи, граничное оптимальное 
управление, гидродинамика вязкоупругих жидкостей, модель Джеффриса.

1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе рассматривается задача 
граничного оптимального управления, связан-
ная с системой уравнений, описывающей мо-
дель вязкоупругой несжимаемой жидкости типа 
Джеффриса. 
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 div ,v = 0  (5)

 
WÚ =p t x dx( , ) .0  (6)

Здесь: 
W Ã �n  — ограниченная область с границей 
класса C 2 , n = ,2 3 ; ( ) [ ]t x T, Œ , ¥0 W , v t x( ), = 

v t x … v t xn( ( ) ( ))= , , , ,1  — поле скоростей, p t x( ),  
— давление среды; E( )v  — тензор скоростей 
деформации, Eij

v
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v
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j

j

i
( ) ( )= +∂
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1
2 , i j … n, = , ,1 ; 

s s=
= , ,

= , ,Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ j … n

i … n

ij 1

1
 — девиатор тензора напряжений; 

0 2 1< <l l  — времена ретардации и релаксации 
(некоторые физические константы); f  — вне-
шняя сила, действующая на жидкость; u  — 
управ ляющий параметр. 

Плотность жидкости предполагается посто-
янной и равной единице. 

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И НЕОБХОДИМЫЕ 
ФАКТЫ

2.1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
ОБОЗНАЧЕНИЯ

Обозначим через M n( )  пространство квадрат-
ных матриц порядка n , через M n M ns( ) ( )Ã  
пространство симметричных матриц порядка n . 

Пусть A ,  B M nŒ ( ) ,  A aij= ( ) ,  B bij= ( ) , 

D a b
i j

n
ij ij=

, =Â 1
. Введем обозначение D A B= : . 

П у с т ь  u  —  н е к о т о р а я  ф у н к ц и я , 
x x xn= º( , , ).1

Обозначим — = ∂ , , ∂u u … ux xn
( )

1
. Пусть X  

— банахово пространство. Сопряженное к нему 
пространство, т. е. пространство линейных ог-
раниченных функционалов на X  обозначим 
через X * . Действие некоторого v XŒ *  на j ŒX  
будем обозначать как v X X, * ,j . 

Пусть i Œ� . Символы Ki , Ci , const , consti , 
c , ci  зарезервированы для обозначения неот-
рицательных (или положительных, если это 
оговорено особо) констант. Символ I  всегда 
означает тождественный оператор с областью 
определения, явной из контекста. 

2.2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИСПОЛЬЗУЕМЫХ 
ПРОСТРАНСТВ

Пусть W Ã �n  —ограниченная область с 
границей ∂ =W G  класса C • . Введем определе-
ния некоторых пространств функций с обыч-
ными операциями сложения и умножения. 

Назовем пространством финитных функ-
ций 1 множество 
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 C f C M n fs0
• •= Œ , : Ã .{ ( ( )) supp }W W  (7)

Назовем пространством финитных функ-
ций 2 множество 

 D f C fn n( ) { ( ) supp }W W W= Œ , : Ã .• �  (8)

Назовем пространством соленоидальных 
функций множество 

 V f D fn= Œ ={ ( ) : div }.W 0  (9)

Обозначим f f x dxL

p p

p ( ) ( ( ) )W W
= Ú /1 .

Назовем пространством Lp( )W  множество фун-
кций 

 { }( )f fn
Lp

: Æ | < • ,W W�
снабженное обычными операциями сложения 
и умножения на число. 

Пусть s > 0 , p ≥ 1 , s Œ� , f n: ÆW � . Опре-
делим 

 f D f x dxW
s

p

p
s

p

( ) ( ( ) )W W
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| |£
ÂÚ
a

a 1

Пусть 0 1< <s , p ≥ 1 . Определим 

 f f
f x f y

x y
dxdyW L

p
p

n psp
s

p

p

( ) ( )

( ) ( )
W W W W

= +
-

-

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ .Ú Ú +

1

Пусть s > 1 , p ≥ 1 . Тогда s s= +[ ] s , где [ ]s  — 
целая часть s . Введем норму ◊

Wp
s ( )W

 пространс-

тва Соболева ( ( ))Wp
s nW  следующим образом: 

 f f D fW W
p

s
W

p p

p
s

p
s

p
( ) ( )

[ ]
( )

( )[ ]W W W
= + .

| |=

/Â
a

a
s

1  (10)

Пусть s > 0 , p ≥ 1 . Назовем пространством 
Соболева ( ( ))Wp

s nW  множество 

 { }( )f fn
Wp

s: Æ | < •W W� ,

снабженное обычными операциями сложения 
функций и умножения функции на число. 

Введем обозначение ( ( )) ( ( ))H Ws n s nW W= 2 . 
Будем обозначать как H s

0( )W  замыкание 
D( )W  по норме H s( )W . Введем обозначения: 

 Ha a= , ,H M ns( ( ))W  (11)

 Lp p sL M n= , .( ( ))W  (12)

Назовем пространствами H , V  множества: 

 H  — замыкание V  в ( ( ))L n
2 W ,  (13)

 V  — замыкание V  в ( ( ))H n1 W .  (14)

Назовем пространствами L a b Xp( ), ; , 0 < £ •p ,  
где X  — банахово пространство, множе ства 

1
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Обозначим проектор Лере как P : 

 P L Hn: Æ .( ( ))2 W  (15)

Пусть a , b Œ � , p1 , p2 1≥ , X1 , X2  — бана-
ховы пространства. Назовем пространством 
W a b p p X X( ), ; , ; ,1 2 1 2  множество 

 
W a b p p X X

u L a b X u L a b Xp p

( )
{ ( ) ( )}

, ; , ; , =
= Œ , ; , ¢ Œ , ; .

1 2 1 2

1 21 2

 
(16)

В в е д е м  о б о з н а ч е н и е  W X Xp p1 2 1 2, , =( )  
W T p p X X1 2 1 20= , ; , ; ,( ) .Будем далее обозначать 

скалярное произведение в ( ( ))L n
2 W  или в L2  

парой круглой скобок ( )◊, ◊ . 
Функционал J , заданный на выпуклом 

множестве X Xd Ã , называется выпуклым, 
если для него справедливо неравенство Иен-
сена 

     
" , Œ , Œ ,

+ - £ + - .
( [ ])

( ( ) ) ( ) ( ) ( )
x x X

J x x J x J x
1 2

1 2 1 2

0 1
1 1

d a
a a a a

 
(17)

Функционал J  называется полунепрерыв-
ным снизу в Xd , если для любого x XŒ d  и 
любой последовательности { }x Xn Ã d , x xn Æ  
верно, что 

 J x J x
n

n( ) lim inf ( )£ .
Æ•

 (18)

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ 

РЕЗУЛЬТАТОВ

Обозначим m h l l1 2 1= /( ) , m h m l2 1 1= - /( ) . 
Используя разложения тензора напряжений s  
на ньютоновскую и чисто упругую части 
s t m= + 2 1E v( ) , сделаем в (1)—(6) замену и 
перейдем к задаче 
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2 E( )  (20)

 v vt| = ,=0 0  (21)

 t t| = ,=t 0 0  (22)

 v u| = ,∂W  (23)

 divv = 0  (24)
Пусть l uW  — некоторое продолжение («подня-
тие») управления u  внутрь области W , причем 
div l uW = 0  (точное описание оператора продол-
жения будет дано в следующем разделе). Сде-

Граничное оптимальное управление в начально-краевой задаче для модели вязкоупругой среды...
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лаем в (19)—(23) замену w v l u= - W , тогда 
уравнение (19) перепишется в виде 
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уравнение (20) как 
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а условия (21), (23) как 

 w v u w wt t| = - | = , | = .= = ∂0 0 0 0 0W  (27)

Определение 3.1. Слабым решением задачи 
(25)—(27) называется пара функций ( )w,t , 
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для всех j ŒV  и F Œ •C0  и условию (27) в смыс-
ле распределений на ( )0,T . 

Далее будет доказано следующее утвержде-
ние (теорема 6.1).

Теорема. Пусть f L T VŒ , ; *
2 0( ) , w H0 Œ . 

Тогда существует слабое решение задачи (27), 
(28), (29) при 

 u L T C nŒ , ; ∂2
10( ( ) )W  

или 
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Определение 3.2. Слабым решением задачи 
(1)—(6) называется пара функций ( )v,s , 

      
v L T H C T L

dv
dt

L T V v

n
w

nŒ

Œ =

«
*

2
1

2

1

0 0

0 0

( , ; ( ) ) ([ , ]; ( ) ),

( , ; ), div ,

W W
 
(30)

 s Œ , ; , ; -L T C Tw2 2
10 0( ) ([ ] )L H∩ , (31)

удовлетворяющая условию (4) и тождествам 
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для всех j ŒV  и F Œ •C0  в смысле распределений 
на ( )0,T . 

Относительно исходной задачи (1)—(6) 
справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1.  Пусть v H0 0
1Œ , Œ -s H , 

f L T VŒ , ; *
2 0( ), s h l

l0
2

1
0 22- ŒE( )v L , u  — такое 

же, как и в предыдущей теореме. Тогда сущест-
вует слабое решение задачи (1)—(6) в классе 
(30)—(31). 

Этот результат для однородной задачи 
(u = 0 ) был получен в работе [8]. 

В данной работе будет искаться решение 
задачи (27), (28), (29), минимизирующее фун-
кционал 

J L T H L T Hn n: , ; ¥ , ; ∂ Æ ,/
2

1
2

1 20 0( ( ) ) ( ( ) )W W �  (34)

причем J  — выпуклый по совокупности пере-
менных полунепрерывный снизу и ограничен-
ный снизу функционал. Примером такого 
функционала (см. [14]) является функционал 

 J v u v t u t dt
T

( ) ( ( ) ( )), = , ◊ , , ◊ ,Ú0
Y  (35)
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где Y  — выпуклый по совокупности перемен-
ных функционал на H Hn n1 1 2( ) ( )W W¥ ∂/ , удов-
летворяющий условию 

 " > , < •.
+ £/ ∂

( ) sup ( )
( ) ( )

R v u
v u RH n H n

0
1 1 2W W

Y  (36)

Будет доказано следующее утверждение 
(теорема 7.1).

Теорема. Пусть 

 u ML T C n
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10 1( ( ) ), ; ∂ £W  
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Тогда существует слабое решение ( )v,t , u  
задачи (1)—(6), (34). 

4. О ПРОДОЛЖЕНИИ УПРАВЛЕНИЯ 
ВНУТРЬ ОБЛАСТИ

Определение 4.1. Будем говорить, что 
∂ Œ ,W C k e , k Œ� , e Œ ,[ ]0 1 , если для каждого 
x0 Œ ∂W  существует такое r r= ( )x0  и такой 
диффеоморфизм y e

rŒ ,,C B x Rk n( ( ) )0 ,  что 
y r( ( ) ) ( ( ) )B x u L T C n0 02

1« Ã , ; ∂W W  M x xn n
n1 0+ ∫ Œ , >{ },�  

y r( ( ) )B x n
0 « ∂ Ã ∂ +W � . 

Пусть x j Œ ∂W , j … N= , ,1  — такой набор 
точек, что шары B xjr( )  покрывают ∂W . Фикси-
руем такой набор функций, что j j x( ) Œ 

r jC B x( ( ))Œ •
0 ,что 

j

N
j x

=Â ∫
1

1j ( )  на ∂W . Любая 

функция u , определенная на ∂W , может быть 

пред ставлена в виде u u x
j

N
j=

=Â 1
( ) , u xj ( ) =  

u x xj( ) ( )= j . Пусть ∂ Œ ,W C k e  и y j  — введенные 
в определении 4.1 диффеоморфизмы шаров 
B xjr( ) . Пусть ŷ  — диффеоморфизм шара 
B xj¢r ( ) , ¢r r , на область j j RB x Bˆ ( ( )) ( )y r ¢ … 2 0 , 

j B x jj
ˆ ( )y y

r
| = . Пусть ¢ = , , -y y … yn( )1 1 , y y yn= ¢,( ) , 

K C nŒ • -
0

1( )� , supp ( )K BÃ d 0 , 
�n

K z dz
-Ú ¢ ¢ =
1

1( ) , 

h  — гладкая финитная функция, h( )yn = 0  при 
yn ≥ d , h( )yn = 1 , yn £ /d 2 . Построим опера-

тор 

 P0
1: Æ ,, - ,C Ck n

loc
k ne e( ) ( )� �  (37)

 
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

P P0 0

1

u y u y y

y u y z y K z dz
n

n R nn

= ¢, =

= ¢ + ¢ ¢ ¢.
-Úh

 
(38)

Определим операторы ( j … N= , ,1 ) 

 P Wj
k

loc
k nC C: ∂ Æ ,, ,e e( ) ( )�  (39)

 P Pj j j j ju u( ) ( [( ) ]) ˆj j y y= ,-
0

1� �  (40)

    P W P P: ∂ Æ , = ., ,

=
ÂC C u uk

loc
k n

j

N

j j
e e j( ) ( ) ( )�

1

 (41)

Если ∂ Œ ,W C k e  и k ≥ 2 , то в достаточно малой 
окрестности ∂W  однозначно определено ориен-
тированное расстояние d x( )  от x nŒ �  до ∂W , 

 
" œ =

" Œ = -
( ) ( ) dist( ),

( ) ( ) dist( ).
x d x x

x d x x
W

W
Известно ([3], с. 220), что d C kŒ ,e( )W  в доста-
точно узкой окрестности ∂W . В [2], с. 134, тео-
рема 2, показано, что оператор P  — линейный 
непрерывный оператор продолжения с ∂W  на 
W . 

Рассмотрим задачу 

 div , | ,v v u= =∂0 W  (42)

где u C k nŒ ∂,e( )W , 
∂Ú ◊ =
W

u dSn 0 , ∂ Œ + ,W C k 1 e , 

n eŒ ∂,C k n( )W  — поле внешних нормалей к ∂W . 
В работе [2], с. 15—16, доказано следующее 
утверждение.

Лемма 4.1. Пусть W Ã �n  — ограниченная 
область, ∂ Œ + ,W C k 1 e  с k NŒ  и e Œ ,[ ]0 1 . Тогда 
существует решение v C k nŒ ,e( )W  задачи (42), 
линейно зависящее от u  и для всех s … k= , ,1  и 
q Œ , •( )1  удовлетворяющее оценкам 

 v uC k Ck n k n, ,£ ,∂e e( ) ( )W WC  (43)

 v uW q Wq
n

q
q n1 1 1( ) ( )W W£ .- / ∂C  (44)

Решение задачи (42) из леммы (4.1) имеет 
вид 

 v
x

d u uj

i

n

i

i j j i= ∂
∂

- ,
=
Â

1

( ( )( ))a n nP P P P  (45)

где a Œ •C0
1( )� , a( )t = 0  при t ≥ d  и a( )t t=  

при t £ /d 2  с достаточно малым d , d  — ориен-
тированное расстояние от x nŒ �  до ∂W , P  — 
оператор (41). 

Из леммы 4.1 следует, что существует линей-
ный ограниченный оператор поднятия 

   W W W�l C v C vk n k n: ( ) { ( ) : div }., ,e e∂ Æ Œ = 0  (46)

Этот оператор в силу оценки (44) продолжается 
по непрерывности на H n1 2/ ∂( )W  с сохранением 
нормы до 

    l H v H vn n
W W W: ( ) { ( ) : div },/1 2 1 0∂ Æ Œ =  (47)

так как C Hn n1 1 2( ) ( )∂ Ã ∂/W W  плотно (см., напри-
мер, [6],  теорема 1,  с.  305) и так как 
div : ( ) ( )H Ln n1

2W WÆ  — линейный ограничен-
ный оператор, то для любого u HŒ ∂/1 2( )W  
div l uW = 0 . 

Граничное оптимальное управление в начально-краевой задаче для модели вязкоупругой среды...
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Из оценок (43), (44) следует, что для 
v L T C k nŒ , ; ,

2 0( ( ) )e W  справедливы оценки 

    
v v t dt

C u t

L T C

T

C

s

T

C

k n k n

k n

2 0

2

0

2

2

0

2

( ( ) ) ( )

( )

( )

(

, ;

∂

, ,

,

£ £

£

Ú
Ú

e e

e

W W

W )) ( ( ) )dt C us L T Ck n£ ,, ; ∂,
2

0

2

2
e W

 
(48)

v v t dt

C u

L T W

T

W

q

T

W

q
n

q
n

q
q n

2
1 1

1 1

0

2

0

2

2

0

2

( ( ) ) ( )

( )

( )

(

, ;

∂

£ £

£

Ú
Ú - /

W W

W tt dt C us L T Wq
q n) ( ( ) )£ ., ; ∂- /

2
0

2

2
1 1 W

 
(49)

Лемма 4.2. Существует линейный непре-
рывный оператор продолжения 

      W W Wˆ ( ( ) ) ( ( ) )l L T L L T Hn n: , ; ∂ Æ , ; ,-
2 2 2

10 0  (50)

 
" Œ ∂ , Œ

, = , ,

/

,*

( ( ) ( ) )

ˆ ( )

u H H

l u l u

n n

V V

1 2
0
1W W

W W

j

j j
 

(51)

 

" Œ , ; ∂ ,
∂
∂

Œ , ; ∂ " Œ

∂

/( ( ( ) )

( ( ) )) ( ( ) )

u L T H
u
t

L T L H

l

n

n n

2
1 2

2 2 0
1

0

0

W

W W

W

j

uu
t l

u
tV V V V∂

, = ∂
∂

, .
* *, ,

j jWˆ

 

(52)

Доказательство. Отметим, что в силу интег-
рального неравенства Минковского при d £ /1 2  
справедлива оценка 

 

P0

2 1 2

2 1
u y u y z y K z dz dy

L R R n R n

R

n n n

n

( )
( ) ( ) ( )= ¢ + ¢ ¢ ¢Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ £

£

Ú Ú -

-

/

h

11

1

2 1 2

2

Ú Ú
Ú Ú

¢ + ¢ ¢ ¢ =

=

/

-- -

( ( ) ( ) ( ) )

( ( )

R n n

R n R

n

n n

y u y z y K z dy dz

y

h

h
d

d

11

2
1 1

2 1 2

2

Ú
Ú

¢ + ¢ ¢ ¢ ¢ £

£ ¢ ¢

/

- -

u y z y dy dy K z dz

u K z dz

n n

L R
n n

( ) ) ( )

( )( )d
�

££ .- -u KL R L Rn n
2

1
1

1( ) ( )

  (53)

Обозначим Ru M nŒ ( ) , R u d uij i j= -a n( )(P P  
uj i- n )P P , i j … n, = , ,1 . Так как a e( ) ( )d C kŒ , W  

и P Wn eŒ ,C k n( ) , то 

 

Ru d u u dx

d

L
i j

n
i j j i

C

n
2

2

1

2
1 2

( )

(

( )( )

( )

W W
P P P P= -

Ê
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¯̃

£

£

Ú Â
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/

a n n

a
WW W

W W

P P P P

P

)

( )
( )

i j

n
i j j i

C
i j

n

u u dx

d

, =

/

, =

ÂÚ

ÂÚ

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£

£

1

2
1 2

1

n n

a n ii j

C
i j

n
j i

u dx

d u dx

P

P P
W W

2
1 2

1

2
1 2

2

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£

£

/

, =

/

ÂÚa n

a

( )
( )

(( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d u

K d u
C C L

C C L

n n

n n

W W W

W W W

P Pn

a n
2

1
2

2 8

£

£ .∂ ∂
  (54)

Очевидно, l u RuW = Div . Для всех j ŒH 0
1  

положим 

    W�l u Ru Ru
V V V V, Div , ( , )

, ,j j j* *= = - —  (55)

и в силу оценки (53) справедливо неравенство 

W

W

W

�
�

l u
l u

Ru
Ru

V
V

V V

V

V V
L

*

*

=
,

=

=
, —

£

Œ , π

,

Œ , π

sup

sup
( )

( )

j j

j j

j

j

j
j

0

0 2
nn nC u L
2

22£ .∂( )W

 

(56)

В силу оценки (56) W�l  продолжается по 
непрерывности на L n

2( )∂W  до 

 W W Wˆ ( ) ( )l L Hn n: ∂ Æ ,-
2

1  (57)

так как C Ln n1
2( ) ( )∂ Ã ∂W W  плотно. Заметим, что 

в условиях теоремы ∂ ,◊
∂

∂ ,◊
∂=l u t

t
u t

tlW
W

( ) ( ) , так как в 
силу леммы 1.1 главы III [7] 

      

∂
∂

, = , =

= ◊ = - ∂
∂

: — =

= -

* ,

Ú Ú

Ú

l u
t

d
dt

l u

d
dt

Ru dx
Ru
t

dx

V V

W
W

W W

W

j j

j j

( )

Div

RR
u
t

dx l
u
t V V

∂
∂

: — = ∂
∂

,
* ,

j jWˆ

 

(58)

в смысле распределений на ( )0,T .  �
В дальнейшем мы не будем различать lW , Wl̂  

и W�l . 

5. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННОГО СЛУЧАЯ

Прежде чем доказывать теорему 2.2.2, ис-
следуем две вспомогательные задачи. Введем 
обозначение 

   f f
d
dt

l u l u
V V1, = , - , - — , — ,* ,

j j j j( ) ( ) ( )W W  (59)

f
f l u l u

f

V
V \

d
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V \

1
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Œ
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{
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L
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(60)

Пусть h , g H nŒ 1( )W . Тогда справедливо 
неравенство 

А. В. Кузнецов
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Пусть h C nŒ 1( )W , g L nŒ 2( )W , тогда справедли-
во неравенство 
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Введем обозначение 

 f l u
l u
xV V

i

n
i

i V V
2

1

, = - ∂
∂

, .*

*
,

= ,
Âj j( )W

W  (63)

Если l u H n
W WŒ 1( ) , то в силу оценки (61) спра-

ведлива оценка 

 f C l u
V V L Hn n2

2 2

4
1* £ .

Æ ( ) ( )W W W
 (64)

Если l u C n
W WŒ 1( ) , то в силу оценки (62) спра-

ведлива оценка 

 f l u l u
V C Ln n2 1

2*
£ .W W W W( ) ( )

 (65)

Рассмотрим следующую вспомогательную за-
дачу:

d
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(67)

для всех j Œ , ŒV F H0
1  при п.в. t TŒ ,( )0 ; 

 w wt t| = , | = .= =0 0 0 0t t  (68)

Числа d x e> , £ £ , < £ /0 0 1 0 1 2  суть парамет-
ры. 

Введем следующие пространства:

 W w L T V
w
t

L T V= Œ , ; , ∂
∂

Œ , ; *{ ( ) ( )}2 20 0 ,

 W L T
t

L TM = Œ , ; , ∂
∂

Œ , ; -{ ( ) ( )}t t
2 0

1
2

10 0H H

с естественными нормами пересечения. 
Из теоремы 1.2 главы III [7] следует, что W  

и WM  вложены соответственно в C T H([ ] )0, ;  и 
C T([ ] )0 2, ; .L  При ограниченной W  (см. [7], тео-
ремы 2.1 главы III и 1.1 главы II) вложения W  
и WM  соответственно в L T H2 0( ), ;  и L T2 20( ), ;L  
компактны. 

Л е м м а  5 . 1 .  П у с т ь  w H0 0 2Œ , Œ ,t L  
f L T V2 0Œ , ; *( ) , пара ( )w W WMŒ , Œt  является 
решением задачи (66)—(68). 
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где K0  не зависит от W , e , d , x . 
Пусть u L T C nŒ , ; ∂2

10( ( ) )W , ∂
∂

-Œ , ;u
t

nL T H2
10( ( ) ).W  

Тогда имеет место оценка 
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где K9  не зависит от W , e , d , x . 
Доказательство. 
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Если l u C T H n
W WŒ , ;([ ] ( ) )0 1 , то из неравенс-

тва (71) следует, что 
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Если l u L T C n
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10( ( ) ) , то из неравенства 
(71) следует, что 
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Покажем, что при п.в. t TŒ ,( )0  имеют место 
следующие тождества: 
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(75)

Для доказательства тождества (75) преобра-
зуем его левую часть: 
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(76)

Из леммы 1.1 главы III [7] следуют равен-
ства 
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Поэтому 
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Аналогично

 
d
dt

d
dtt( ) ( )( )t t tt, | = , .=F F

1
2

 (79)

Положим в (66) F = ,t
m
( )t

2 2

 а в (67) j = w t( )   

при почти всех t TŒ ,[ ]0 , и сложим результаты. 
Получим с учетом (75) и (78), (79): 
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Проинтегрируем это равенство от 0 до t : 
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В силу того, что 
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Отметим неравенство 

 

max ( ) ( )
[ ]t T H

T

V H

T

V

w t w dt w

w dt

Œ ,
+ - ≥

≥ ,

Ú

Ú

0

2

0
1

2 2

0

2

1
4

m

g
 

(83)

где g m= ,Ê
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Для его доказательства достаточно сложить 
неравенства
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Имеем из (82) и (83): 
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Если l u C T H n
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Граничное оптимальное управление в начально-краевой задаче для модели вязкоупругой среды...
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Отсюда следует, что ( )
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(89)

Тогда из (83) и (88) следует: 
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что влечет утверждение леммы. 
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(91)

После приведения подобных слагаемых в пре-
дыдущем неравенстве получим, что 
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(92)

Из неравенства (92) в силу леммы Гронуолла 
следует, что 
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Из этого неравенства следует оценка леммы.  �
Теорема 5.1. Пусть W  ограничена и w0 , t 0 , 

f  удовлетворяют условиям леммы 5.1. Тогда 
задача (66)—(68) имеет решение w W WMŒ , Œ .t  

Доказательство. Введем вспомогательные 
операторы по следующим формулам (в этих 
формулах j ŒV  и F Œ H0

1 ):
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Тогда задача (66)—(68) эквивалентна опе-
раторному уравнению
�A w Q w f f l u w( ) ( ) ( ( ) ), + , = + , , , .t x t m t1 2 2 0 02 E W  (94)

Оператор �A  обратим по теореме 1.1. гла-
вы VI, [11]. Далее, так как вложения W  в 
L T H WM2 0( ), ; ,  в L T L n

2 20( ( ) ), ; W  компактны, 
операторы N N1 2,  вполне непрерывны. Так же 
как теорема 2.2 в [1] показывается, что Kd  и 

d�K  вполне непрерывны. Значит, оператор Q  
также вполне непрерывен. 

Перепишем уравнение (94) в виде
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(95)

По лемме 5.1 уравнение (95) не имеет реше-
ний на границе достаточно большого шара B  в 
W WM¥ ,  не зависящего от x d e, , .  Без ограни-
чения общности a A f f l u w0

1
1 2 2 0 02= + , , ,-� ( ( ) )m tE W  

лежит в этом шаре. Тогда определена 

 LS I A Q B adeg ( , , )- -x 1
0�

— степень Лере—Шаудера отображения 
I A Q- -x 1�  на шаре B  относительно точки a0 . 
По свойству гомотопической инвариантности 
степени 

 LS LSI A Q B a I B adeg ( , , ) deg ( , , )- = =-x 1
0 0 1� .

Следовательно, уравнение (95), а значит, и 
задача (66)—(68), имеет решение в B  при 
каждом x .  �

Нам понадобится следующая оценка на произ-
водные по времени решений задачи (66)—(68). 

Лемма 5.2. В условиях предыдущей теоремы 
имеют место оценки: 
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причем K K1 2,  не зависят от W, , ,d x  а K1  не 
зависит и от e.  

Доказательство. Имеем из (66) 
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Применяя неравенство Гельдера и учитывая 
вложение V L nÃ 4( )W  при n = ,2 3  и неравенство 
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Граничное оптимальное управление в начально-краевой задаче для модели вязкоупругой среды...
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Эти оценки с учетом леммы 5.1 дают оценку 
(97). Аналогично из (67) получаем оценку 
(97): 
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�
Рассмотрим теперь еще одну вспомогатель-

ную систему 

 

d
dt

w
x

l u
x

i

n
i

i

i

n
i

i

( , ) ( , ) ,

,

t
l

t t

t

F F F

F
W

+ - ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

- ∂
∂

Ê
Ë

=

=

Â

Â

1

1 1

1
ÁÁ

ˆ
¯̃

+ +

+ — — =

2

2

2

1
2

m

e
l

t m

( ,Div )

( , ) ( ( ), ),

w

l u

F

F FWE

 

(101)

      

d
dt

w w w w
x

w
l u
x

i

n
i

i

i

n
i

i

( ) ( ), + — , — - , ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

+ ∂
∂

,
Ê

=

=

Â

Â

j m j j

j

1
0

1

W

ËËÁ
ˆ
¯̃

- , ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

+ , — = , + ,
=

, ,

Â
* *

i

n
i

i

V V V V

l u w
x

f f
1

1 2

W
j

t j j j( )

 

(102)

для всех j Œ , ŒV F H0
1  при п.в.  t TŒ ,( )0 ; 

0 1 2< £ /e . 
Лемма 5.3.  Пусть u um ⇀ *  слабо  в 

L T H n
2

1 20( ( ) ), ; ∂/ W , ∂
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∂
∂

*u
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u
t
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w wm ⇀ *  слабо в L T V2 0( ), ; , ∂
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*w
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w
t

n ⇀  слабо в 

L T V1 0( ), ; * , t tm ⇀ *  слабо в L T• , ;( )0 2L , F Œ •C0 , 
j ŒV  — произвольные фиксированные функции. 
Тогда существуют подпоследовательно сти 
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•
=
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Доказательство. Так как u um ⇀ *  слабо в 
L T H n

2
1 20( ( ) ), ; ∂/ W ,  т о  l u l umW W⇀ *  с л а б о  в 

L T H n
2

10( ( ) ), ; W  ([6], с. 317, теорема 4) . Пока-
жем сходимость (103): 
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Так как ∂
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Покажем сходимость (107) (сходимости 
(105), (106) показываются тем же способом): 
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�
Теорема 5.2. Пусть W , w0 , t 0 , f , u  — та-

кие, как в лемме 5.1. Тогда задача (101), (102), 
(68) имеет решение в классе 
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где K0  не зависит от W , e . 
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где K9  не зависит от W , e . 
Доказательство. Рассмотрим задачи (66)—

(68)  с x = 1  и d = 1
m

, m = , , ...1 2 . По теореме 5.1 

существуют решения ( )wm m,t  этих задач. Учи-
тывая оценку леммы (5.1), без ограничения 
общности можно считать, что 

 w wm ⇀ *  слабо в L T V2 0( ), ;  (115)

 w wm ⇀ *  *- слабо в L T H• , ;( )0  (116)

 t tm ⇀ *  слабо в L T2 0
10( ), ; H  (117)

 t tm ⇀ *  *- слабо в L T• , ; .( )0 2L  (118)

По лемме 5.2 последовательность 
dw
dt
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ограничена в L T V1 0( ), ; ,*  а последовательность 
d
dt

mtÏ
Ì
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¸
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˛

 в L T1
10( ), ; .-H  Тогда по теореме о ком-

пактности ([7], теорема 2.3 главы III) 

 w wm Æ *  сильно в L T H2 0( ), ; ,  (119)

 t tm Æ *  сильно в L T2 20( ), ;L , (120)

и можно считать, что 

        w t x w t xm( )( ) ( )( )Æ *  п. в. на [ ]0, ¥ ,T W  (121)

 t tm t x t x( )( ) ( )( )Æ *  п. в. на [ ]0, ¥T W  (122)

Очевидно, что ( )w* *,t  удовлетворяет оценке 
леммы (5.1). 

Подставим ( )wm m,t  в равенства (67) и (66) 

c d = 1
m

, x = 1 , j ŒV , F Œ •C0 . Умножим эти 

равенства скалярно в L T2 0( ),  на гладкую ска-
лярную функцию y y( ) ( )t T, = 0  и проинтегри-
руем по частям первые слагаемые. 

Получим: 
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Так же, как в [1], с. 42, получаем, что 
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Переходя к пределу в (123), (124) при m Æ •,  
в силу сходимостей (125), (126) и леммы 5.3 
получаем
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Так как это выполнено, в частности, при 
любом y Œ , ,•C T0 0( )  то ( )w* *,t  удовлетворяет 
(101), (102) в смысле распределений на ( )0,T . 

Подставим ( )w* *,t  в равенства (101), (102). 
Так как все слагаемые в полученных равенствах 
суммируемы на ( )0,T , то эти равенства верны 
почти всюду на ( )0,T . Умножим эти равенства 
скалярно в L T2 0( ),  на гладкую скалярную фун-
кцию y y y( ) ( ) ( )t T, = , π .0 0 0  Сравнив результат 
с (127), (128), получим, что 

 ( ) ( ) ( ) ( )w wt* =| , = , ,0 00 0j y j y

 ( ) ( ) ( ) ( )t y t y* =| , = , .t 0 00 0F F
Так как F  и j  произвольны, то w*  и t*  удов-
летворяют (68). 

Так как (см., например, [6], с. 317, теоре-
ма 5) 
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то из леммы 5.2 с d x= , =0 1  получим, что ре-
шения задачи (101), (102), (68) удовлетворяют 
оценкам (96), (97). Таким образом, ( )w* *,t  есть 
искомое решение.  �

6. СУЩЕСТВОВАНИЕ СЛАБОГО 
РЕШЕНИЯ ДЛЯ МОДЕЛИ ДЖЕФФРИСА 

В ЭВОЛЮЦИОННОМ СЛУЧАЕ 
И ЕГО ОЦЕНКА

Вначале докажем утверждение, из которого 
немедленно следует теорема 2.2.2. 

Теорема 6.1. Пусть f L T VŒ , ; *
2 0( ), w H0 Œ , 

t 0 2ŒL , l uW  — такое же, как и в теореме 5.2. 
Тогда существует пара функций ( )w,t , 
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dw
dt
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1 0( )  (132)

 t Œ , ; , ; ,•L T C Tw( ) ([ ] )0 02 2L L∩  (133)

 
d
dt

L T
t Œ , ; ,-

2
20( )H  (134)

удовлетворяющая (28), (29) при п.в. t TŒ ,( )0 , 
начальному условию (68). 
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Тогда имеет место оценка 
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где K10  не зависит от W , e . 
П у с т ь  l u L T C n

W WŒ , ;2
10( ( ) ) ,  ∂

∂ Œl u
t

W  
-Œ , ; nL T H W2
10( ( ) ) . Тогда имеет место оценка 
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где K11  не зависит от W , e . 
Доказательство. Обозначим через Wm  пе-

ресечение W  с шаром Bm  с центром в нуле ра-
диуса m  в пространстве �n m, = , , ...1 2  Из опре-
деления пространства H  следует, что найдется 
последовательность a Cm

nŒ •
0 ( )W , divam = 0 , 

suppam mÃ W , сходящаяся к w0  в L2( )W .  Без 
ограничения общности a wm £ .0  Рассмотрим 
при каждом m  на Wm  задачу (101), (102) с 

e = 1
m

 и начальным условием:

 w at m t m
| = , | = |= =0 0 0t t W  (2.5.3)

По теореме 5.2 существует решение ( )wm m,t  
этой задачи. Обозначим через ( )m mw� �,t  продол-
жение (wm m,t ) нулем на все W.  

Как при доказательстве теоремы 5.2, в силу 
оценок теоремы 2 и (96) можно считать, что 

 mw w� ⇀ *  слабо в L T V2 0( ), ; ,  (137)

 mw w� ⇀ *  *-слабо в L T H• , ; ,( )0  (138)

 m�t t⇀ *  *-слабо в L T• , ; ,( )0 2L  (139)

      mw w
k k

� | Æ |*W W  сильно L T L k
n

2 20( ( ) ), ; W  (140)

при всяком k  (сильной сходимости m�t  теперь 
нет, так как оценка (97) зависит от e ). Очевид-
но, ( )w* *,t  удовлетворяет оценкам теоремы 2 с 
e = 0 . Кроме того, из неравенств (см. [7], лем-
мы III.3.3 и III.3.5) 
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Возьмем произвольные j ŒV , F Œ •C0 . При 
некотором k  носители j  и F  лежат в Wk .  

Подставим ( )wm m,t  в равенства (101), (102) 

с m k
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. Умножим эти равенства скаляр-

но в L T2 0( ),  на гладкую скалярную функцию 
y y( ) ( )t T, = 0  и проинтегрируем по частям пер-
вые слагаемые. Благодаря выбору k  функции 
wm  и tm  в этих равенствах можно заменить на 
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Заметим, что 
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Покажем теперь, что 
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Действительно, пользуясь неравенством Гель-
дера, видим: 

      

0 1

0 1

T

i

n

m
i

m
i

i

T

i

n

m

w w
x

dt

w

ÚÂ

ÚÂ

=
* *

=

- , ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£

£

( ) ( )

(( )

� � � �

�

t t y F

ii i
m

i

T

i

n
i

m

w
x

dt

w

- , ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

+ - , ∂
∂

*

=
* *ÚÂ

( ) )

( ) ( )

� �

� � �

t y

t t y

F

F

0 1 xx
dt

w w

x

i

m L T L

m L T
i L

k n

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£

£ - | ¥

¥ ∂
∂

* , ;

, ;

( )
( ( ) )

( )

W W

F
2 2

2 2

0

0
t y

L

•• •

*

, ;

*
=

*

, ; , , ;

+

+ - , ∂
∂Â

( )

( ) (

( )

0

1 0 01 2 1 2

T

m
i

n
i

i L T L T

w
x

L

L L

� � �t t y F

))

.

 

(148)

Последние скобки означают действие фун-
кционала m� �t t- *  из L T L T1 2 20 0( ) ( ), ; = , ;*

•L L  на 

элемент 
i

n
i

i
w

x=
*Â ∂

∂
.

0

( )� y F
 Оба слагаемых стремят-

ся к нулю, и и первая часть (2.5.7) доказана. 
Аналогично доказывается вторая часть. 

Устремляя теперь m  к бесконечности в 
(143) и (144), в силу (145), (146), (147) леммы 
5.3, получим 
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Как в доказательстве теоремы 5.2 отсюда 
следует, что пара ( )w* *,t   есть решение (28), 
(29), (68) и w*  удовлетворяет оценке (96). Для 
доказательства (135), (136) остается оценить 
пятое слагаемое в его левой части. 

Подставим  ( )w* *,t  в (28). Имеем, пользуясь 
неравенством Гельдера, вложением V L nÃ 4( )W  
и (2.4.19): 
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что с учетом (77) дает требуемую оценку. 
По лемме 1.1 главы III [7] w*  п.в. равна 

непрерывной на [ ]0,T  функции со значениями 
в V * . Без ограничения общности можно считать, 
что она непрерывна на [ ]0,T  со значениями в 
этом пространстве. И так как она принадлежит 
L T H• , ;( )0 , она слабонепрерывна на [ ]0,T  со 
значениями в H  (см. лемму 1.4. главы III [7]). 
Аналогично t Œ , ;C Tw([ ] )0 2L . �

А. В. Кузнецов
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Доказательство теоремы 3.1. Положим, 
t s m0 0 1 02= - .E( )v  По условию теоремы t 0 2Œ .L  
По теореме 6.1 существует решение ( )w,t  зада-
чи (28), (29), (68) в классе (131)—(134) и 
v w l u= + W , l u L T H n

W WŒ , ;2
10( ( ) ) , div l uW = 0 . 

Так как w v l u| = - | =∂ ∂W W W( )  v u= | - =∂W 0 , то 
v u| =∂W .  Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о 

E L H( ) ( ) ([ ] )v L T C TwŒ , ; , ; -
2 2

10 0∩ .  Положим, 
s t m= + 2 1E( )v . Приведем в равенствах (28)—
(29) подобные слагаемые. Тогда пара ( )v,s  
принадлежит классу (30)—(31) и удовлетворя-
ет (4),(32),(33), то есть является слабым реше-
нием задачи (1)—(6).  �  

7. СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
РЕШЕНИЯ

Назовем множество элементов 
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удовлетворяющих (28), (29), (68), таких, что 
для любого ( )w v l u u= - , , ŒW t A  определено 
значение J v u( ),  функционала (34) множеством 
допустимых элементов. В силу теоремы 6.1 
множество A  непусто. 
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2
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1 20 0( ( ) ) ( ( ) ) infW W  (153)

Теорема 7.1. Пусть 
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и, кроме того, 
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Тогда существует слабое решение ( )v* *,s , u*  
задачи (1)—(6), (34). 

Доказательство. Так как A π Δ , то сущес-
твует последовательность {( )}v um m m, Ã=

•
1 A , 

такая, что: 

 inf ( ) lim ( )
( )v u m m mJ v u J v u

, Œ Æ•
, = , .

A
 (157)

Пусть выполнено условие (156) и условие (154) 
или (155), тогда существует последовательность 
{ }um m=

•
1  и 
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u
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 u um ⇀ *  слабо в L T H n
2

1 20( ( ) ), ; ∂ ./ W  (159)

Из условий (154), (155), оценок теоремы 6.1 и 
неравенств (43), (44) следует, что существует 

последовательность { }wm m=
•

1  ( w v um m m= - ), 
{ }tm m=

•
1  решений задачи (28), (29), (68) с u um= , 

такая, что 
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 w wm ⇀ *  слабо в L T V2 0( ), ; ,  (161)

 w wm ⇀ *  слабо в L T H• , ; ,( )0  (162)

 t tm ⇀ *  слабо в L T• , ; .( )0 2L  (163)

Возьмем w w v l um m m= = - W , t t= m  в (28), 
(29), (68). Аналогично с доказательством тео-
ремы 6.1 и в силу леммы 5.3 показывается, что 
w v l u* * *= - W , t*  удовлетворяет (28), (29), (68). 
Заметим, что в силу теоремы 3.1 существует 
соответствующее ( )w* *,t  слабое решение задачи 
(1)—(6) ( )v* *,s . В силу того, что 
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то можно считать (переходя, если нужно, к 
подпоследовательности), что 

 v vm ⇀ *  слабо L T H n
2

10( ( ) ), ; .W
Так как выпуклый, полунепрерывный снизу 
функционал полунепрерывен снизу также и в 
слабой топологии H L T Hn n1

2
1 20( ) ( ( ) )W W¥ , ; ∂/  

(см., например, [15], с. 20), то из (157) следует, 
что 

 J v u J v u
m

m m( ) lim inf ( )* *
Æ•

, £ , .  (166)

Отсюда следует, что ( )v* *,s , u*  — слабое опти-
мальное решение задачи (1)—(6), (34).  �
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