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Изучены бифуркации решений гладких слабо SO(2)-эквивариантных фредгольмовых урав-
нений из особой точки с 4-мерным вырождением. При исследовании использован метод Ля-
пунова—Шмидта и теория инвариантов ортогонального действия окружности в �4 . Основной 
результат — описание алгебраической структуры главной части ключевого уравнения и по-
рожденного им амплитудного уравнения. Описаны приложения к проблеме вычисления амп-
литуд периодических решений, бифурцирующих из точек покоя при наличии резонансов. 
Среди рассмотренных примеров — уравнения колебаний упругой балки на упругом основании, 
автономные системы обыкновенных дифференциальных уравнений и обобщенные системы 
гидродинамического типа. Материал статьи развивает и дополняет более ранние результаты 
исследований Б. М. Даринского, Ю. И. Сапронова и В. А. Смольянова. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Предложенная здесь численно-аналитичес-
кая процедура анализа SO( )2 - эквивариантных 
фредгольмовых уравнений в банаховых про-
странствах основана на методе Ляпунова—
Шмидта [1]—[5] и теории алгебраических ин-
вариантов ортогонального действия окружнос-
ти в �4 . Основной результат — описание алгеб-
раической структуры главной части ключевого 
уравнения и порожденного им амплитудного 
уравнения (приведенного уравнения). Описаны 
приложения к проблеме вычисления амплитуд 
периодических решений, бифурцирующих из 
точек покоя при наличии резонансов. Среди 
рассмотренных примеров — уравнения колеба-
ний упругой балки на упругом основании, ав-
тономные системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений и обобщенные системы 
гидродинамического типа. Эдесь затронуты 
некоторые из перечисленных приложений лишь 
с целью краткой иллюстрации. Подробному 
изложению результатов апробации будут пос-
вящены отдельные статьи. Изложенная в статье 
процедура позволяет решать и задачу дискри-
минантного анализа ветвления решений. Мате-
риал статьи развивает и дополняет более ранние 
результаты исследований Б. М. Даринского, 
Ю. И. Сапронова и В. А. Смольянова [6], [7]. 

1. ФРЕДГОЛЬМОВЫ УРАВНЕНИЯ 
С КРУГОВОЙ СИММЕТРИЕЙ

Вопросам анализа дифференциальных 
уравнений с групповой симметрией посвящена 
обширная литература (см., например, моногра-
фии и статьи Л. В. Овсянникова, Н. Х. Ибраги-
мова, П. Олвера, А. М. Виноградова с соавтора-
ми, В. Ф. Зайцева, А. Т. Фоменко, В. А. Трено-
гина, Б. В. Логинова и др. [8]—[4]). Ряд аспек-
тов теории вариационных и общих операторных 
уравнений с групповой симметрией развивался 
при непосредственном воздействии эквивари-
антной теории Морса (А. Т. Фоменко, В. В. Шар-
ко и др.) и теории ветвления решений нелиней-
ных эквивариантных уравнений (J. E. Marsden, 
Н. А. Бобылев, Б. В. Логинов, В. А. Треногин, 
З. И. Баланов и др.). Уравнения с круговой, 
бикруговой и поликруговой симметриями изу-
чались в работах Б. В. Логинова, В. Г. Звягина, 
В. Кравцевича, Ю. И. Сапронова, В. А. Смоль-
янова, А. В. Гнездилова и др. 

Основной результат данной статьи допуска-
ет абстрактную формулировку в терминах 
фредгольмова уравнения со слабой круговой 
симметрией, рассмотренного вблизи порожда-
ющей особой точки с четырехмерным вырож-
дением и резонансом. 

Пусть заданы банаховы пространства E F,  
и гильбертово пространство H  такие, что E  
непрерывно вложено в F , F  непрерывно вло-
жено в H . И пусть задано семейство фредголь-© Карпова А. П., Сапронов Ю. И., 2008
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мовых отображений нулевого индекса 
f E Fm: ¥ Æ� , гладкое по совокупности пере-
менных, представленное в виде 

 A B C( ) ( ) ( ) ( )e e ex x x x x x o x E+ , , + , , , + ,3

где A( )e  — гладкое семейство линейных фред-
гольмовых операторов нулевого индекса, 
B C,  — квадратичный и кубический операто-
ры. 

Пусть, далее, зафиксирован слабо гладкий 
гомоморфизм T : æÆSO O H( ) ( )2  — из группы 
SO( )2  в группу ортогональных линейных пре-
образований некоторого гильбертова пространс-
тва H  (его непрерывность не предполагается)1. 
Гомоморфизм T  задает ортогональное действие 
на пространстве H : 

 G H H g x y x g x G Hg¥ Æ , , = " , Œ ¥ .( ) ( ) ( )� T

Предполагается, что E  и F  инвариантны, а f  
эквивариантно относительно данного дей-
ствия: 
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∂
f
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инвариантность подпространства N Ker:= A( ).0
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Предположим также, что в N  существует базис 
{ }e e e e1 2 3 4, , ,  (не зависящий от e ), в котором 
матрица A4( )e  оператора A4( ) ( )e e:= |A N  имеет 
следующий вид:

 

a e b e
b e a e

a e b e
b e a e

1 1

1 1

2 2

2 2

0 0
0 0

0 0
0 0

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

-

-

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜̃
˜

.

Очевидно, что собственные значения матрицы 
A4( )e  суть следующие комплексные числа: 

 l a e b e l a e b e1 1 1 2 2 2= ± ; = ± .( ) ( ) ( ) ( )ı ı

В приложениях требуется, как правило, 
выполнение условия регулярности в нуле отоб-
ражения 

 e a e b e a e b e� ( ( ) ( ) ( ) ( ))1 1 2 2, , , ,�

означающего, что ранг матрицы Якоби в нуле 
(этого отображения) равен четырем. 

Пусть P E N Q I P: Æ , = -  — ортопроек-
торы (в H ). Следуя методу Ляпунова—Шмид-

1 Слабая гладкость означает, что индуцированное 
действие SO( )2  на любом конечномерном инвариантном 
подпространстве N HÃ  является гладким.

та [4]—[5], запишем исходное операторное 
уравнение f x( ), =e 0  в виде системы двух урав-
нений 
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Из второго уравнения этой системы получа-
ем в силу теоремы о неявной функции выраже-
ние  v u= , = ,F F�( ) ( )e x e ,  x = u� 2. Отображение 
F  называется редуцирующим. 

Нетрудно проверить, что имеет место следу-
ю щ е е  а с и м п т о т и ч е с к о е  с о о т н о ш е н и е : 
F( ) ( )x e x, = o . Следовательно, 

 F F( ) ( ) ( )( )x e x e x, = , + ,2 2o  (1)

где 
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Легко заметить, что 

 

F( )
( )

( )

( ) ( )2 1

4

1

4

4

x e e

x

, = - , , ,

:= , := | , :=

-

•-

=
•-Â ^

A B

A A B Q
N

u u

u e
j

j j BB.
 

(2)

Перейдём к ключевому уравнению 
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В частности, 

 Q( )
( )( ) ( )1
4x e e, = .A u�

2 Символом � обозначается «снятие» координат с 
вектора u Œ N.

Резонансные бифуркации решений фредгольмовых уравнений с круговой симметрией и нелинейная...
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Так как 

 
A A

A

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
4 1 1 1 1 2 4 2 1 1 1 2

4 3 2 3 2

e a b e b a

e a b

e e e e e e

e e

= + , = - + ,

= + ee e e e4 4 4 2 3 2 4, = - + ,A( )( )e b a

то для линейной части ключевого уравнения 
получаем представление 
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1.1. АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
В �4  С КРУГОВОЙ СИММЕТРИЕЙ 

И РЕЗОНАНСНЫМ ВЫРОЖДЕНИЕМ 
ТИПА 1 : 2

Пусть задано алгебраическое отображение 
Q : Æ� �4 4 : 

 Q Q Q Q Q( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x= , , ,( ) ,�

1 2 3 4

где 

 Q j
k

k
j k( )x a x= ,Â

и пусть это отображение эквивариантно отно-
сительно стандартного действия окружности 
(группы SO( )2 ) на �4 , соответствующего ре-
зонансу третьего порядка: если отождествить 
вектор x Œ �4  с комплексным вектором 
z z z C= , Œ ,( )1 2

2�  z i z i1 1 2 2 3 4= + , = + ,x x x x  то 
действие задается соответствием 

 T : , , .{exp( ) } (exp( ) exp( ) )i z i z i zj j j� 1 22 �  (4)

Эквивариантность означает выполнение 
соотношения 

 Q Q( ( )) ( ( )) { }T Tj jx x x j= " , .  (5)

Множество ненулевых решений данного 
уравнения представляет собой набор одномер-
ных подмногообразий (орбит действия (4), см. 
[11]), диффеоморфных окружности. 

Пусть теперь 
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Положив ° Q( ) ( )z = x , мы сможем записать 
(5) в виде 
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Равенство (6) означает, что коэффициенты 
при одинаковых мономах совпадают: 
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Обратимся к тейлоровскому разложению 

 Q Q Q Q( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )x x x x= + + + ,1 2 3 …
где Q( )( )1 x , Q( )( )2 x  и Q( )( )3 x  — линейная, квад-
ратичная и кубическая части разложения. Сла-
гаемое Q( )( )k x  состоит из мономов xk  порядка k , 
т. е. k k k k k= , , , ,( )1 2 3 4   k k k k k:= + + + =1 2 3 4 k .

Используя «правило сравнения равных 
полиномов» (см. (6)), получим для Q( )( )1 x  пред-
ставление в виде (3), а для квадратичной и ку-
бической частей следующие представления: 
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(a bk j,  — вещественные числа),  и  

 

Q( )( )3

1 1 1 2 2 1 2 2

2 1 2 2 1 1 1 2

3 1

0 0
0 0

0 0

x =

=

+ - -
+ +

+

c d c d
c d c d

c d

I I I I

I I I I

I 33 2 4 1 4 2

4 1 4 2 3 1 3 2

1

0 0
I I I

I I I I

- -
+ +

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

c d
c d c d

x
xx
x
x

2

3

4

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

.

Здесь 
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Таким образом, имеет место следующее ут-
верждение.

Теорема 1. Для гладкого отображения Q , 
удовлетворяющего условию круговой симметрии 
(5), имеет место следующее представление: 
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Коэффициенты a bi i i i i ia b c d, , , , ,  в представ-
лении отображения Q , указанном в теореме, 
явно выражаются через «операторные коэффи-
циенты» f x( ), e . 

1.2. ПЕРЕХОД К ПРИВЕДЕННОМУ 
УРАВНЕНИЮ

Уравнение Q( )x = 0  можно заменить урав-
нением Q�( )x = ,0  

 Q Q Q Q Q� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x= , , ,( ) ,�

1 2 3 4

где компоненты jQ�  представляют собой следу-
ющие скалярные произведения: 
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Легко проверить, что функции kQ�  являются 
инвариантами. Более того, для них имеют мес-
то следующие представления: 
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Перейдя к комплексным переменным, по-
лучим соотношения 
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l a b2 2 2 2 2 2 2 3 4 2 3 4:= + , := + , := + , := + .i u a ib v c ic w d id  

Из системы двух уравнений (с комплексными 
коэффициентами) 

 1 2 3 4 0Q Q Q Q� � � �+ = + =i i
получим соотношения 
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Сгруппировав в последнем соотношении 
подобные слагаемые, получим приведенное 
уравнение 

m m x1 1 2 2 1
2

1 2 2
2 42 0I I I I I+ + + + + = ,A B I C o( )  (8)

 
m l m l1 2 1 2 1 2 2 1
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u u A u v

B u w C u w u v
Из уравнений (7)—(8) можно находить 

соотношения между амплитудными, угловыми 
(фазовыми) переменными и параметрами (на-
пример, в теории колебаний — зависимость 
между амплитудой и периодом колебания), 
определять количество бифурцирующих реше-
ний и вычислять асимптотические представле-
ния для амплитудных переменных. 

1.3. НОРМАЛИЗОВАННОЕ 
ПРИВЕДЕННОЕ УРАВНЕНИЕ

В случае общего положения уравнение (8) 
можно представить после овеществления и со-
ответствующих преобразований переменных в 
виде системы уравнений 
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Левая часть данной системы представляет 
собой нормальную форму миниверсальной де-
формации омбилической особенности (гипер-
болического или, соответственно, эллиптичес-
кого типа — в зависимости от знака перед y2

2  в 
первом уравнении) относительно контактных 
преобразований [18] векторных полей вида 

Резонансные бифуркации решений фредгольмовых уравнений с круговой симметрией и нелинейная...



188 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2008, № 1

 q q j j( ) ( ) ( ( )) ( ))y A y yÆ , =0 0
( A y( )  — гладкий пучок обратимых матриц, 
j  — локальный диффеоморфизм). Образцы 
дискриминантного анализа систем уравнений 
такого вида имеются в [18], [5]. 

В гиперболическом случае дискриминант-
ное множество S  допускает параметризацию 
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Дополнение W S= �4 \  является объедине-
нием четырех открытых попарно непересекаю-
щихся подмножеств 

 W W W W W= » » »- -
2
1

2
1

4
1

4
1

таких, что при d Œ -W2
1  имеется два (регуляр ных) 

решения (их топологические индексы противо-
положны по знаку) и при этом топологический 
индекс нулевого решения равен  -1 , при d Œ W2

1  
система приведенных уравнений имеет лишь 
одно ненулевое решение и топологический ин-
декс нуля равен  1 ,  при d Œ -W4

1  имеется четыре 
решения: два из них индекса  -1  (включая ну-
левое) и два — индекса  1 , а при d Œ W4

1  имеется 
четыре решения, из которых два индекса  1  
(включая нулевое) и два — индекса  -1 . 

Аналогичное разбиение пространства пара-
метров имеет место и в эллиптическом случае, 
с учетом, что сумма топологических индексов 
всех решений равна 2. 

1.4. СЛУЧАЙ РЕЗОНАНСОВ p q p q: , + ≥ 4
Случаю  p q+ = 4   соответствует (единс-

твенный) резонанс — 1:3. Пусть отображение 
Q  эквивариантно относительно действия SO( )2  
на �4  

 T : , ,{exp( ) } (exp( ) exp( ) )i z i z i zj j j� 1 23 �  (9)

(при соответствующем отождествлении вектора 
x Œ �4  с комплексным вектором z z z C= , Œ ,( )1 2

2�  

z i z i1 1 2 2 3 4= + , = +x x x x ). Рассуждения, анало-
гичные приведенным выше, приводят в данном 
случае к следующему утверждению.

Теорема 2. Для отображения  Q , эквивари-
антного относительно действия (9), имеет 
место следующее представление: 
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Коэффициенты a bi i i i i ia b c d, , , , ,  в представ-
лении отображения Q , указанном в теореме, 
явно выражаются через «операторные коэффи-
циенты» f x( ), e . 

Уравнение  Q( )x = 0   можно заменить урав-
нением  Q�( )x = ,0  

 Q Q Q Q Q� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x= , , ,( ) ,�

1 2 3 4

 

1 1 2 1

3 2 4

Q Q Q Q

Q Q Q

� �

� �

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x x x x

x x

:= , , := , ,

:= , ,

( ) ( )
( )

z iz

z (( ) ( )

( ) ( )

(

x x

x x x x

:= , ,

:= , , , , := - , , , ,

:=

( )Q iz

z iz

z

2

1 1 2 1 2 1

2

0 0 0 0� �

00 0 0 03 4 2 4 3, , , , := , , - , .x x x x) ( )� �iz

Функции kQ�  являются инвариантами отно-
сительно действия (9), и для них имеют место 
следующие представления: 
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Здесь I I3 4,  — «образующие» инварианты 
действия (9): 
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Перейдя к комплексным переменным, по-
лучим соотношения 
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3 4:= + .d id  Из системы двух уравнений (с ком-
плексными коэффициентами) 

 1 2 3 4 0Q Q Q Q� � � �+ = + =i i
получим соотношения 
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Сгруппировав в последнем соотношении 
подобные слагаемые, получим приведенное 
уравнение 
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из которых также можно находить соотношения 
между амплитудами, угловыми (фазовыми) 
переменными и параметрами, определять коли-
чество бифурцирующих решений и вычислять 
асимптотические представления для амплитуд-
ных переменных. 

В случае слабого резонанса  p q p q: + ≥( )5  
вычисления существенно упрощаются, так как 
вторая пара образующих инвариантов I I3 4,  
приобретает порядок выше четвертого и, следо-
вательно, не оказывает влияния на формирова-
ние главной части приведенного уравнения. 

1.5. РЕЗОНАНС 1:1 
Случай резонанса 1:1, строго говоря, не укла-

дывается в описанную выше схему и требует мо-
дификации. Опуская подробности, заметим, что 
потребовав, как и ранее, выполнение условия 
4-мерности вырождения, получим ключевое отоб-
ражение в следующей (комплексной) форме: 
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Отображение Q  эквивариантно относитель-
но действия (SO( )2  на �4 ) 

 T : , .{exp( ) } exp( )i z i zj j�  (10)

Здесь I I3 4,  — образующие инварианты дейс-
твия (10): 

 I I3 1 3 2 4 4 1 4 2 3= + , = - + .x x x x x x x x
Уравнение  Q( )x = 0   можно заменить урав-

нением  Q�( )x = ,0  
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Функции kQ�  инвариантны относительно 
действия (10), и для них имеют место представ-
ления вида (с вещественными коэффициента-
ми) 

 j
k l

j k l k lu oQ� ( ) ( )x x= +
, =

, ,Â
1

4
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I I

при условии u u u u1 2 2 2 2 2 3 1 1 4 1 1 0, , , , , , , ,= = = = .  
После введения в уравнение  Q�( )x = 0   по-

лярных координат  z r i z r i1 1 1 2 2 2= , =exp( ) exp( )j j   
и отбрасывания общих множителей получается 
система уравнений в форме, достаточно удобной 
для проведения дискриминантного анализа. 

Замечание. Некоторые бифуркационные 
эффекты в случае резонанса 1:1 изучены 
В. В. Стры гиным и его учениками методами те-
ории усреднений в задаче синхронизации пары 
динамических систем (см., например, [13]). 

2. ПРИМЕРЫ

2.1. РЕЗОНАНСНЫЕ БИФУРКАЦИИ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВОЛНОВЫХ 

РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ 4-ГО ПОРЯДКА 
Рассмотрим простейшее нелинейное скаляр-

ное уравнение из класса уравнений соболевс-
кого типа [12]: 
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Поиск периодических волновых решений в 
виде 

 u w kx t= -( )w  (12)

(v k= w  — скорость распространения волны) 
приводит, после подстановки (12) в (11) и под-
ходящих масштабирующих преобразований, к 
уравнению вида 
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(параметр e  будем считать малым). В итоге 
получаем задачу построения периодического 
решения уравнения (13). 

Если рассмотреть бифурцирующие волно-
вые решения, допускающие представление 

 w x t r py r qy o r r( ) sin( ) sin( ) ( ), = + + + + , ,1 1 2 2 1 2j j
y k x t p q= - , , Œ ,w Z  НОД ( )p q, = ,1  то получим 
совокупность решений, в пределах которого 
реализуется значительное разнообразие профи-
лей и «скоростных» свойств изучаемых волн. 

Заметим, что отображение f E F: Æ ,    где 

 f w
w
x

w
x

w
x

w w( ) := ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

+ + ,
4

4 2

2

2 1
3k e k

E T= P4  — пространство T - периодических 
функций класса C 4 ,   F  — пространство непре-
рывных T -периодических функций, является 
гладким фредгольмовым нулевого индекса 
отображением банаховых пространств. В даль-
нейшем полагаем T = 2p . 

Изучение решений (вблизи нуля) уравне-
ния f w( ) = 0 , при локализации параметров 

 k d k d2 1 1 25 4= + , = +
(см. [7]), можно осуществить через редукцию 
Ляпунова—Шмидта в пространство ключевых 
координат xk kw e= , ,  где { }ek  — набор мод 
бифуркации, k £ 4 , e x e x1 22 2= , = ,cos( ) sin( )  
e x e x3 42 2 2 2= , = .cos( ) sin( )  

Г о м о м о р ф и з м  T G O H: Æ ( )  г р у п п ы 
G SO= ( )2  в группу ортогональных линейных 
преобразований гильбертова пространства H , 
заданный соотношением 

 T w x w xg( )( ) ( )= + j
( j  — каноническая координата элемента 
g SO g gijŒ , = ,( ) ( )2  g g11 22= = ,cos( )j  g g21 12= - = sin( )j ), 
определяет слабо гладкое ортогональное дей-
ствие 

 G H H g w y T w g w G Hg¥ Æ , , = " , Œ ¥ .( ) ( ) ( )�
Очевидно, что пространства E F,  инвариан-

тны относительно данного действия. Очевидна 
также эквивариантность ключевого отображе-
ния относительно индуцированного полусво-
бодного действия SO( )2  в пространстве ключе-
вых параметров �4 . Следовательно, к нему 
применимы все утверждения и выводы первых 
двух параграфов. 

2.2. ЦИКЛЫ, БИФУРЦИРУЮЩИЕ ИЗ 
СЛОЖНОГО ФОКУСА С РЕЗОНАНСОМ 1:2

Обратимся к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 

   
�

� �

x A x B x x C x x x o x

x n

= + , , + , , , + ,

Œ , Œ ,

( ) ( ) ( ) ( )e e e

e

3

3
 
(14)

при условии, что две пары комплексно сопря-
женных точек спектра матрицы A( )e  при e = 0  
трансверсально пересекают мнимую ось с ре-
зонансом 1 2: , а остальная часть спектра на-
ходится (при всех e ) внутри левой комплек-
сной полуплоскости [15]. Здесь B x x( ), , e  и 
C x x x( ), , , e  — квадратичное и кубическое отоб-
ражения из �n  в �n , гладко зависящие от e  
(B x y( ), , e  и C x y z( ), , , e  — симметричные били-
нейная и 3-линейная формы с векторными 
коэффициентами, гладко зависящими от e ). 

Запишем уравнение (14) в виде оператор-
ного уравнения 

 f x( ), = ,e 0  (15)

в котором x  — функция x t( ) , принадлежащая 
банахову пространству PT

1  (T - периодических 
непрерывно дифференцируемых функций со 
значениями в �n ), а f  — фредгольмово отоб-
ражение с квадратичной нелинейностью, дейс-
твующее из пространства PT

1  в банахово про-
странство PT

0  (непрерывных T - периодичес-
ких функций со значениями в �n ), заданное 
соответствием 

 
f x t y t

x t A x B x x C x x x …
( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ) ( ))
◊, : Æ :=

:= - + , , + , , , + .
e

n e e e�

Параметр n e= +1 4  введен для «нормиров-
ки» периода. В дальнейшем будем считать  
T = 2p .

Применив к уравнению (15) схему Ляпуно-
ва—Шмидта, сведем исследование данного 
уравнения к исследованию уравнения (в �4 ) 

 
q x e x

q x e q x e q x e q x e q x e

( )

( ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) )

, = , Œ

, = , , , , , , , .

0 4

1 2 3 4

�
�

Итак, пусть задана динамическая система 
(14), где 

 B x x b x
k

k
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| |=
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,
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a1 0 0( ) = , a2 0 0( ) = , w w2 10 2 0( ) ( )= . 
Напоминаем, что задача о бифуркации цик-

лов рассматривается, как правило, при условии, 
что две пары комплексно сопряженных точек 

 { ( ) ( )} { ( ) ( )}l e l e l e l e1 1 2 2, , ,  (16)

матрицы A( )e  трансверсально пересекают мни-
мую ось с резонансом 1 2:  (остальная часть 
спектра находится при всех рассматриваемых 
значениях e  внутри левой комплексной полу-
плоскости) [15], [16]. 

«Способ пересечения» мнимой оси описы-
вается соотношениями 

 

Re ( ) ,
Re ( ) ,
Im ( ) ,
Im ( ) .

l
l
l w
l w

1

2

1 1

2 2

0 0
0 0
0
0

=
=
=
=

¸

˝
ÔÔ

˛
Ô
Ô

 (17)

Пусть 

 w w w k e l e l e= =Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= -1
2

1 22
2, ( ) Im ( ) Im ( ).

Условие регулярности (трансверсальности) 
означает, что для рассматриваемого резонанса 
выполняется соотношение: 

 det
(Re ,Re , )

( , , )
.

∂
∂

πl l k
e e e

1 2

1 2 3

0

Итак, исходное дифференциальное уравне-
ние представлено в операторном виде f x( ), = ,e 0  
где 

 

f x x A x B x x
C x x x …

f

( ) ( ( ) ( )
( ))

( )

, , = - + , , +
+ , , , + , = + ,

◊, :

e n n e e
e n e

e

�

1 4

PP P2
1

2
0

p pÆ
— эквивариантное относительно слабо гладко-
го действия Tg  окружности, заданного соотно-
шением 

 T x t x tg( )( ) ( )= + j
(j  — каноническая «угловая» координата эле-
мента g SOŒ ( )2 ). 

Как обычно, анализ данного уравнения на-
чинается с изучения линеаризованного уравне-
ния 

 
∂
∂

, = ,f
x

h( )0 0e

при локализациях параметров вблизи бифур-
кационного значения  e = 0 . При этом имеем 

 N Ker
f
x

Span e e e e: ( , ) { , , , },= ∂
∂

=0 0 1 2 3 4

где 

 

e t t …

e t t …
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2

0 0 0 0
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= , , , , , , ,

= - , , , , , ,

(cos( ) sin( ) )
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�

,

= , , , , , , ,

= , , - ,

e t t …

e t
3

4

0 0 2 2 0 0

0 0 2 2tt …) ), , , .0 0 �

Пространство P2
1

p  разлагается в прямую 
сумму подпространства N  и ортогонального к 
нему дополнения N ^  в метрике L n

2 0 2([ ] ), ,p � . 
Таким образом, 

 
x u v u N v N

u e e e e
= + , Œ , ^ ,

= ◊ + ◊ + ◊ + ◊ .x x x x1 1 2 2 3 3 4 4

В соответствии со схемой редукции, основ-
ное уравнение разбивается в систему 

 
f u v

f u v
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( )

( ) ,

( ) ,

4

4

0

0

+ , , =

+ , , =

¸
˝
Ô
Ǫ̂•-

e n

e n
 (18)

где 

 f u v f u v e e
i

i i
( )( ) ( )4

1

4

+ , , = + , , , ,
=
Âe n e n

 

f u v f u v f u v

x y x t

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ( )

•- + , , = + , , - + , , ,

, = ,Ú

4 4

0

21
2

e n e n e n

p

p

yy t dt x y x t y t
i

n

i i( )) ( ) ( ) ( ), , = .
=
Â

1

Переменная v  явно выражается в силу вто-
рого уравнения системы (18) через x x1 2, ,  x x3 4,  
(по теореме о неявной функции). 

Для левой части соответствующего ключе-
вого уравнения имеет место представление, 
указанное в теореме 1. 

2.3. СИСТЕМА ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО 
ТИПА С НЕЛИНЕЙНОЙ ВЯЗКОСТЬЮ 

И ТРЕНИЕМ
Рассмотрим пример динамической системы 

с квадратично-кубической нелинейностью из 
класса обобщенных «систем гидродинамичес-
кого типа» [19], [20]. 

Рассмотрим сначала обобщенное двумерное 
уравнение Навье—Стокса [20]—[21] 

      

�v
v
x

v

v v c P B
v
x

v
x

+ ∂
∂

=

= + + + ∂
∂

∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

n m lD( ) grad( ) ,
2

2

 
(19)

( D  — двумерный лапласиан) с условием не-
сжимаемости 

 div( )v = 0  (20)

на ограниченной области W Ã �2  с гладкой 
границей и «какими-нибудь» стандартными 
краевыми условиями. Мы предполагаем, что, 
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кроме традиционного вектора силы вязкости 
nD( )v , уравнение содержит вектор дополнитель-
ных сил торможения mv  и упругой вязкости 
lB v

x
v

x
( )∂

∂
∂
∂

, 2

2  [17], [20]. Положим, для определен-
ности (см. [17]), 

 B
v
x

v
x

dD D d d v
∂
∂

∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= = +, : div( ) grad( ) ( ),
2

2

1
2

D

где D v
x

v
x= +∂

∂
∂
∂

1
2 ( )�

 — тензор скоростей дефор-
мации, d D= det . 

Для простоты ограничимся рассмотрением 
решений, периодических по x x1 2,  (случай урав-
нения на плоском торе). Будем разыскивать 
решение в виде (см. условие (20)) 

 v s
x x

: grad( ) , ,= = - ∂
∂

∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

y y y
�

2 1

где y  — вихревая функция. Нетрудно прове-
рить, что вместо (19)—(20) получим после 
применения двумерного ротора скалярное 
уравнение 

 

D = D , + D +

+ D + ∂
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, ∂
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¯̃

,

( ) [ ( ) ] ( )
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�

y y y n y

m y y y y

2

2

2

3

3

4

4B
x x x

 
(21)

где [ ]y j,  — якобиан функций y j, . 
Посредством одной из процедур дискрети-

зации по пространственным переменным (на-
пример, разностной аппроксимацией или 
специальным галеркинским приближением 
[21], [19], [20]) можно получить обобщенную 
конечномерную систему гидродинамического 
типа 

 � �w A w Mw w B w w w w n= + , + , , , Œ ,( ) [ ] ( )
в которой M  — симметричная матрица, матри-
ца A , вообще говоря, не является симметричной 
(ее спектр может содержать комплексные числа 
с ненулевыми мнимыми частями), [ ]◊, ◊  — косо-
симметрическая билинейная операция, задаю-
щая структуру алгебры Ли на �n ,  B w w w( ), ,  — 
некоторое кубическое отображение. 

В случае галеркинской аппроксимации по 
базисной системе c s c s c s1 1 2 2 3 3, , , , , ,  

 c x c y c x y1 2 32 2 2= , = , = + ,cos( ) cos( ) cos( )

 s x s y s x y1 2 32 2 2= , = , = + ,sin( ) sin( ) sin( )

получим динамическую систему 

 � �w Aw B w w C w w w w= + , + , , , Œ ,( ) ( ) 6  (22)

в которой 
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d n m1 = - ,   d n m2 2= - .  
Коэффициенты C w w w( ), ,  допускают явное 

представление. Параметры e e1 2,  появляются за 
счет малых «шевелений» периодов по перемен-
ным x x1 2, . 

Запишем уравнение (22) в операторном 
виде 

 f w( ), , = ,d e 0  (23)

где 

 f w w A w B w w C w w w( ) ( ) ( ) ( ), , = - , - , - , , .d e d e�

Как обычно, анализ этого уравнения начи-
нается с рассмотрения линеаризованного урав-
нения 

 
∂
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, , =f
w

h( )0 0d e

(при значениях параметров d e, ,  близких к 
нулю). При этом 
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где 
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Пространство E := P2
1

p  разлагается в пря-
мую сумму подпространства N  и ортогональ-
ного к нему (в метрике L2 0 2[ ], p ) дополнения 
R N E*

^:= « . Таким образом, 

 
x u v u N v N

u g g g g
= + , Œ , ^ ,

= ◊ + ◊ + ◊ + ◊ .x x x x1 1 2 2 3 3 4 4

 (24)

В соответствии со схемой редукции по Ля-
пунову—Шмидту уравнение (23) разбивается 
в систему 
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где 
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Переменная v  явно выражается в силу вто-
рого уравнения системы (25) через x x x x1 2 3 4, , , . 

На основе полученных ранее соотношений 
нетрудно вычислить коэффициенты главной 
части ключевого уравнения (см. соотношения 
(1)—(2)) и, соответственно, приведенного урав-
нения. 

Исследовав по ранее описанной схеме клю-
чевое уравнение, получим асимптотическое 
представление его решения (в промасштабиро-
ванных координатах) вида 
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где r O r O1 2= , , = ,( ) ( )d e d e  — амплитудные пе-
ременные. 

Соответственно, для вихревой функции по-
лучим представление 

 y j( ) ( )x x t qx px x x t1 2 1 2 1 2, , = - + , , ,  (26)

где 
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— после замены 
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Зарождающиеся волновые движения жид-
кости определяются двумерной гамильтоновой 
системой 
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Замечание. Переход к системе (27) можно 
осуществить без промежуточного перехода к 
системе (22). Для этого достаточно рассмотреть 
решения уравнения (21) в форме бегущей вол-
ны (26), что дает возможность сведения задачи 
к стационарному уравнению Навье—Стокса, 
для которого допускается непосредственное 
применение схемы Ляпунова—Шмидта. 

Переход к системе (22) дает некоторые до-
полнительные возможности: можно исследовать 
зарождения условно периодических колебаний, 
устойчивость зарождающихся волновых дви-
жений и пр. [14]—[16]. 
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