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В настоящей статье изучается новый класс многозначных отображений c выпуклыми замкну-
тыми, но некомпактными образами. Для отображений из этого класса удается доказать новые 
теоремы о неподвижных точках, которые в конце статьи применяются к изучению разреши-
мости операторных уравнений с сюръективными операторами.
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ВВЕДЕНИЕ

Существенное место в теории многозначных 
отображений занимает проблема изучения не-
подвижных точек многозначных отображений, 
которые в различных задачах могут интерпре-
тироваться как оптимальные стратегии, равно-
весные цены, оптимальные траектории и т.д. В 
настоящий момент теория неподвижных точек 
многозначных вполне непрерывных отображе-
ний с выпуклыми компактными образами раз-
вита достаточно хорошо (см., например, [1]). 

В настоящей статье изучается новый класс 
многозначных отображений. Эти отображения 
имеют выпуклые замкнутые, но некомпактные 
образы. Для отображений из этого класса уда-
ется доказать новые теоремы о неподвижных 
точках, которые в конце статьи применяются к 
изучению разрешимости операторных уравне-
ний с сюръективными операторами вида 
a x f x( ) ( )= . Доказанная в этом разделе теорема 
уточняет некоторые результаты работы [2]. 

1. МЕТРИКА ХАУСДОРФА. 
ПРОСТРАНСТВО C( )Y  

Пусть Y  — метрическое пространство, обоз-
начим P Y( )  совокупность всех непустых под-
множеств Y . 

Расстояние от точки x YŒ  до множества 
A P YŒ ( )  есть 

 r r( ) inf { ( ) }x A x y y A, = , | Œ .
Пусть A B P Y, Œ ( ) . 
Величину (конечную или бесконечную) 

r r*
Œ

, = ,( ) sup ( )A B a B
a A

 называют полуотклоне-

нием множества A  от множества B . 
Пусть C X( )  — множество непустых замкну-

тых подмножеств в X . Рассмотрим функцию  

h C X C X: ¥ Æ » •( ) ( ) R , h A B A B( ) max{ ( ), = , ;*r  
B A( )}, .*r
Эта метрика является квазиметрикой на 

множестве C(X). Действительно, для любых 
A B C X, ( )Œ  выполнено: 

1) h A B( ), ≥ 0 ; 
2) если h A B( ), = 0 , то A B= ; 
3) h A B h B A( ) ( ), = , ; 
4) h A B h A C h C B( ) ( ) ( ), £ , + ,  для любых 

A B C, ,  из C X( ) ; 
5) если A x= { }0 , B y= { }0 , то h A B( ), =  
x y( )= ,r 0 0 . 

Доказательство этих свойств содержится, 
например, в [1]. 

Пусть M M1 2,  — аффинные подпространс-
тва в нормированном пространстве E , т.е. мно-
жества, полученные сдвигом замкнутого под-
пространства на некоторый фиксированный 
вектор. 

Лемма 1. (1) Для того чтобы h M M( )1 2, < • , 
необходимо и достаточно, чтобы M1  и M2  
были сдвигами одного и того же подпростран-
ства L EÃ . 

(2) Если h M M( )1 2, < • , то 

 
h M M M M M M

x x x M x M
( ) ( ) ( )

inf{ }
1 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 2

, = , = , =
= - Œ , Œ .

* *r r

Доказательство. Необходимость. Пусть 
h M M( )1 2, < • . Выберем произвольно точки 
x M0 1Œ , y M0 2Œ , тогда L M x1 1 0= - , L M y2 2 0= -  
являются замкнутыми подпространствами в E . 
Нетрудно показать, что в этом случае h L L( )1 2, < • . 
Действительно, если x LŒ 1 , то 

 

r( ) inf

inf( )

inf

x L x y

x x y y y x

x y y

y L

y L

y M

, = - =

= + - - + - =

= - +

Œ

Œ

Œ

2

0 0 0 0

2

2

2
00 0 2 0 0- = , + - ,x x M y xr( )
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где x x x M= + Œ0 1 , y y y M= + Œ0 2 . Тогда 

 r r* *, £ , + - < •.( ) ( )L L M M y x1 2 1 2 0 0

В силу равноправности подпространств L1  
и L2  имеем аналогичное неравенство 

 r r* *, £ , + - < •.( ) ( )L L M M y x2 1 2 1 0 0

Следовательно, h L L h M M y x( ) ( )1 2 1 2 0 0, £ , + - . 
Предположим теперь противное, т.е. что 

L L1 2π . Без ограничения общности будем пред-
полагать, что существует точка x LŒ 1  такая, что 
x L/Œ 2 . Тогда r( )x L, >2 0 . Так как 

r l l l l lr( ) inf inf ( )x L x y x y x L
y L y L

, = - = - = , ,
Œ Œ2 2

2 2

то r r*
Œ

, = , = •( ) sup ( )L L x L
x L

1 2 2
1�

� , а это противоре-

чит предположению. 
Достаточность. Пусть M1  и M2  являются 

сдвигами одного и того же подпространства 
L EÃ . Для доказательства утверждения доста-
точно проверить, что 

 r r( ) ( )x M x M1 2 2 1, = ,
для любых x M1 1Œ , x M2 2Œ . Пусть x M1 1Œ , 
x M2 2Œ , положим a r1 1 2= ,( )x M , a r2 2 1= ,( )x M . 
Если ¢x2  — произвольный вектор из M2  и 

¢ = + - ¢x x x x1 2 1 2( ) , то ¢ Œx M1 1 . Тогда имеем сле-
дующее неравенство: 

 a2 2 1 1 2£ - ¢ = - ¢ .x x x x
Это неравенство справедливо для любого 

¢ Œx M2 2 . Поэтому a a2 1£ . Аналогично доказы-
вается обратное неравенство, следовательно, 
a a2 1= . Тогда 

 
h M M M M M M

x x x M x M
( ) ( ) ( )
inf{ }

1 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 2

, = , = , =
= || - || | Œ , Œ < •

* *r r
..

Одновременно мы доказали вторую часть лем-
мы. Лемма доказана. 

Эта лемма является развитием одного из 
утверждений книги [3]. 

В квазиметрическом пространстве ( ( ) )C Y h,  
естественно определяется структура топологи-
ческого пространства. Пусть A C YŒ ( ) , обозна-
чим 

 V A r B C Y h B A r( ) { ( ) ( ) }, = Œ | , < .
Лемма 2. Семейство { ( ) ( ) }V A r A C Y r, | Œ , > 0  

является базой некоторой топологии. 
Доказательство. Воспользуемся критерием 

базы (см., например, [4]). Пусть множество 

 B V A r V A rŒ , , ,( ) ( )1 1 2 2∩
т.е. l r h A B1 1 1 0= - , >( )  и l r h A B2 2 2 0= - , >( ) . 
Пусть 0 3 1 2< < ,r l lmin{ } , тогда, в силу неравен-
ства треугольника для квазиметрики h , имеем: 

 B V B r V A r V A rŒ , Ã , , ,( ) ( ) ( )3 1 1 2 2∩
что и доказывает лемму. 

Будем обозначать C( )Y  множество C Y( ) , 
снабженное этой топологией. 

2. h-ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ 
МНОГОЗНАЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ. 

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА

Пусть Y  — подмножество нормированного 
пространства E, обозначим тогда Cv Y( )  — мно-
жество всех непустых замкнутых выпуклых под-
множеств в Y ; Kv Y( )  — множество всех непустых 
компактных выпуклых подмножеств в Y . 

Многозначное отображение метрического 
пространства X  в Y  — это соответствие, сопос-
тавляющее каждой точке x XŒ  непустое под-
множество F x Y( ) Ã , называемое образом 
точки x . В дальнейшем, если образы много-
значного отображения F  являются замкнуты-
ми, то будем записывать это следующим обра-
зом, F X C Y: � ( ) . Аналогично, обозначение 
F X Cv Y: � ( )  (F X Kv Y: � ( )) означает, что 
образы F x( )  являются выпуклыми замкнутыми 
(компактными) множествами. 

Очевидно, что любое многозначное отображе-
ние F X C Y: � ( )  порождает однозначное отоб-
ражение F C: ÆX Y( ) , где F C( ) ( ) ( )x F x Y= Œ . 

Пусть F X Cv E: � ( )  — некоторое много-
значное отображение. 

Определение 1. Будем говорить что много-
значное отображение F  является h -непрерыв-
ным, если: 

(1) отображение F , порожденное отобра-
жением F , является непрерывным. Если кроме 
условия (1) отображение F  удовлетворяет 
следующиму условию: 

(2) для любого ограниченного множества 
D XÃ  множество F( )D  является компакт-
ным множеством в C( )E , то будем говорить 
что многозначное отображение F  является 
h -вполне непрерывным. 

Рассмотрим пример h -вполне непрерывно-
го отображения. 

Пример 1. Пусть X Z,  — метрические про-
странства, f X Z: Æ  — вполне непрерывное 
однозначное отображение, G Z Cv E: � ( )  — 
h -непрерывное многозначное отображение. 
Легко проверить, что многозначное отображе-
ние F G f X Cv E= :� � ( )  является h -вполне 
непрерывным. 

Очевидны следующие свойства h -вполне 
непрерывных отображений. 

Об одном классе многозначных отображений с некомпактными образами
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Предложение 1. (i) Пусть F X Cv E: � ( )  
— произвольное h -вполне непрерывное много-
значное отображение, l  — фиксированное 
число, тогда многозначное отображение 
lF X Cv E: � ( )  также является h -вполне 
непрерывным отображением. 

(ii) Пусть F X Cv E: � ( )  — произвольное 
h -вполне непрерывное многозначное отображе-
ние, G X Kv E: � ( )  также h -вполне непрерыв-
ное отображение. Тогда многозначное отобра-
жение F G+  также является h -вполне непре-
рывным отображением. 

Предложение 2. Если многозначное отоб-
ражение F X Cv E: � ( )  является h -непрерыв-
ным многозначным отображением, то оно по-
лунепрерывно снизу. 

Доказательство. Пусть V  — произвольное 
открытое множество в E , множество 

 U F V x X F x V= = Œ | « π Δ-
-1( ) { ( ) }

является полным прообразом множества V . 
Покажем, что множество U  открыто в X . Пусть 
точка  x U0 Œ ,  тогд а  с уще с твуе т  то ч ка 
y F x V0 0Œ «( ( ) ) . Так как V  — открытое мно-
жество, то существует такое число e0 0> , что 
U y Ve0 0( ) Ã . Так как F  является h -непрерыв-
ным многозначным отображением, то сущест-
вует d > 0  такое, что как только h x x( )0 , < d , то 
h F x F x( ( ) ( ))0 , < e . Следовательно, y F x0 0Œ Ã( )  

U F xÃ ( ( ))e  для любого x U xŒ d ( )0 . Тогда 

 ( ( )) ( ( ) ( ))V F x U y F x« … « π Δe0 0

для любой точки x U xŒ d ( )0 . Таким образом, 
U x Ud ( )0 Ã , что и доказывает открытость мно-
жества U . Утверждение доказано. 

3. ОДНОЗНАЧНЫЕ КОМПАКТНЫЕ 
АППРОКСИМАЦИИ h-ВПОЛНЕ 

НЕПРЕРЫВНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ
Пусть E  — банахово пространство, X  — 

метрическое пространство, F X Cv E: � ( )  — 
h -вполне непрерывное многозначное отобра-
жение. Пусть A  — ограниченное подмножество 
пространства X . 

Теорема 1. Для любого e > 0  существует 
непрерывное отображение f A Ee : Æ  такое, 
что: 

(a) множество f Ae( )  является компакт-
ным; 

(b) r ee( ( ) ( ))f x F x, <  для любой точки x AŒ . 
Для доказательства этой теоремы нам пона-

добится следующая лемма. 
Лемма 3. Пусть K  — компактное подмно-

жество в C( )E , тогда для любого e > 0  сущест-

вует непрерывное отображение p K Ee : Æ  
такое, что r ee( ( ) ))p B B, <  для любого B KŒ . 

Доказательство. Пусть e  — произвольное 
положительное число. Выберем в K  конечную 
e -сеть t = , , ...,{ }A A An1 2 . Определим функции 
ai K: Æ � , i n= , , ...,1 2 , условием: 

 
если
если

( ) ( )
( )

0 ( )
i i

i
i

h B B h B B
B

h B B
e e

a
e

- , , , < ,Ï
= Ì , , ≥ .Ó

Очевидно, что эти функции непрерывны и 
ai B( ) > 0 ,  тогда  и  только  тогда,  когда 
h B Bi( ), < .e  

Пусть m a( ) ( )B B
i

n

i=
=
Â

1

, а b a
mi

B
BB i( ) ( )

( )= . Тогда 

функции bi K E: Æ  обладают следующими 
свойствами: 

1) для любого i n= , , ...,1 2  функции bi  не-
прерывны и принимают значения между нулем 
и единицей; 

2) для любого множества B KŒ  справедли-

во равенство 
i

n

i B
=
Â =

1

1b ( ) ; 

3) для любого i n= , , ...,1 2  функции bi B( ) > 0  
тогда и только тогда, когда h B Bi( ), < .e  

Выберем в каждом множестве Bi  произволь-
ную точку yi  и определим отображение 
p K Ee : Æ  по следующему правилу: 

 p B B y
i

n

i ie b( ) ( )= .
=
Â

1

Очевидно, что отображение pe  является 
непрерывным компактным отображением. Про-
верим, что r ee( ( ) ))p B B, <  для любого множест-
ва B KŒ . Для этого выбросим из суммы 

p B B y
i

n

i ie b( ) ( )=
=
Â

1

 нулевые слагаемые, тогда 

p B B y
j

m

i ij je b( ) ( )= ,
=

Â
1

 где bij
B( ) > 0  для любого 

j m= , , ...,1 2 . Так как bij
B( ) > 0 , то h B Bij

( ), < .e  
Следовательно, существует точка ij

y BŒ  такая, 

что i ij j
y y- < e . Рассмотрим точку �y B y

j

m

i ij j
= .

=
Â

1

b ( )  

В силу свойств 1 и 2 функций bi  и выпуклости 
множества B  точка �y BŒ . Тогда 

 

r

b e

e e( ( ) )) ( )

( )

p B B p B y

B y y
j

m

i i ij j j

, £ - £

£ - < .
=

Â

�

1

Лемма доказана. 
Доказательство теоремы 1. Пусть A  — про-

извольное ограниченное множество, принадле-

А. Б. Гельман 
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жащее X . Обозначим K A E= ÃF C( ) ( ) . Так как 
отображение F  является h -вполне непрерыв-
ным, то множество K  является компактом в 
C( )E . Пусть e  — произвольное положительное 
число. Рассмотрим отображение p K Ee : Æ , 
удовлетворяющее условиям леммы 3. Пусть 
отображение f p A Ee e= : Æ� F . Очевидно, что 
это отображение является компактным непре-
рывным отображением и 

 r r ee e( ( ) ( )) ( ( ( )) ( ))f x F x p F x F x, = , < .
Теорема доказана. 
Следствие 1. Пусть T  — выпуклое под-

множество пространства E  такое, что 

F x T( )∩ π Δ  для любого x AŒ . Тогда для любо-
го e > 0  существует непрерывное отображение 
f A Ee : Æ  такое, что: 

(a) множество f Ae( )  является компакт-
ным; 

(b) r ee( ( ) ( ))f x F x, <  для любой точки x AŒ ; 
(c) f x Te( ) Œ  для любого x AŒ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м 

K A E= ÃF C( ) ( ) . Так как отображение F  яв-
ляется h -вполне непрерывным, то множество 
K  является компактом в C( )E . Пусть e  – про-
извольное положительное число. Рассмотрим 
отображение p K Ee : Æ , удовлетворяющее 

условиям леммы 3, т.е. p B B y
i

n

i ie b( ) ( )= ,
=
Â

1

 толь-

ко точки yi  будем выбирать из B Ti ∩ . Тогда 
отображение pe  будет действовать в множество 
T , т.к. это множество выпукло. Теперь отобра-
жение fe  определим равенством f pe e= � F . Это 
и доказывает следствие. 

4. НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ h-ВПОЛНЕ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Пусть T  — ограниченное выпуклое замкну-
тое подмножество банахова пространства E , 
F T Cv E: � ( )  — многозначное h -вполне не-
прерывное отображение. 

Теорема 2. Если для любой точки x TŒ  

пересечение F x T( )∩ π Δ , то для любого e > 0  
существует точка x Te Œ  такая,  что 
r ee e( ( ))x F x, < .  

Доказательство. Пусть e  — произвольное 
положительное число. Рассмотрим отображение 
f T Ee : Æ , удовлетворяющее условиям следс-
твия 1. Так как отображение fe  вполне непре-
рывно, то по теореме Шаудера оно имеет непод-
в и ж н у ю  т о ч к у  xe .  То г д а  r e e( ( ))x F x, = 

r ee e( ( ) ( ))f x F x= , < .  Теорема доказана. 

В общем случае, при выполнении условий 
теоремы 2 многозначное h -вполне непрерывное 
отображение может не иметь неподвижных то-
чек. Однако в некоторых специальных случаях 
существование неподвижных точек можно ус-
тановить. Нам понадобится следующая лемма. 

Пусть Y  — метрическое пространство, 
E  — банахово пространство, F :Y Cv E� ( )  
— h -непрерывное многозначное отображение. 
Пусть многозначное отображение G Y P E: � ( )  
имеет выпуклые образы и график G( )G  являет-
ся открытым множеством в Y E¥ . Пусть для 
любого y YŒ  пересечение F( ) ( )y G y« π Δ . 
Обозначим F «G  многозначное отображение, 
определенное условием ( )( ) ( ) ( )F F« = «G y y G y . 

Лемма 4. Существует непрерывное отобра-
жение g Y E: Æ  такое, что g y G y( ) ( )( )Œ «F  
для любого y YŒ . 

Доказательство. Пусть точка y YŒ , выбе-
рем произвольно точку z y G yy Œ «( ( ) ( ))F . Так 
как отображение F  является h -непрерывным 
многозначным отображением, то оно полу-
непрерывно снизу (см. предложение 2). Следо-
вательно, в силу теоремы Майкла существует 
непрерывное сечение fy  многозначного отобра-
жения F  такое, что f y zy y( ) = . В силу открытос-
ти графика отображения G  существует откры-
тая окрестность U y( )  точки y  такая, что 
f y G yy( ) ( )¢ Œ ¢  для любой точки ¢ Œy U y( ) . Оче-
видно, что такое отображение fy  может быть 
построено для любой точки y YŒ . Тогда семейс-
тво { ( )}U y y YŒ  образует открытое покрытие про-
странства Y . Выберем из этого покрытия ло-
кально конечное подпокрытие { ( )}U y Ja a Œ . 
Пусть функции { }ja a ŒJ  образуют разбиение 
единицы, подчиненное этому покрытию. Рас-
смотрим отображение g Y E: Æ , определенное 
по правилу

 g y y f y
J

y( ) ( ) ( )= .
Œ

Â
a

aj
a

Нетрудно доказать, что в силу выпуклости 
образов многозначных отображений F  и G  
построенное отображение g  будет искомым 
сечением. Лемма доказана. 

Пусть Y  — метрическое пространство, 
E  — банахово пространство, U  — ограничен-
ное открытое выпуклое подмножество E , 
f U Y: Æ  — вполне непрерывное отображение, 
F :Y Cv E� ( )  — h -непрерывное многозначное 
отображение. Тогда F f U Cv E= :F � � ( )  
является h -вполне непрерывным отображе-
нием. 

Об одном классе многозначных отображений с некомпактными образами
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Теорема 3. Если существует такое открытое 
множество V V UÃ Ã , что для любого x UŒ ∂  
пересечение F x V( )∩ π Δ , то многозначное 
отображение F  имеет неподвижную точку. 

Доказательство. Пусть B f U= ∂( ) , тогда для 
любой точки y f UŒ ∂( )  существует точка 
x UŒ ∂  такая, что y f x= .( )  Следовательно, 
F( )y V∩ π Δ . Тогда 

 ( ( ) ) ( ( ) )F Fy U y V« … « π Δ
для любой точки y BŒ . 

Рассмотрим многозначное отображение 
G Y P E: � ( ) , определенное условием 

 
если
если

( )
U y B

G y
E y E

, Œ ,Ï
= Ì , Œ ./Ó

Очевидно, что это многозначное отображе-
ние имеет выпуклые образы и его график открыт 

в Y E¥ . Очевидно также, что F( ) ( )y G y∩ π Δ  
для любого y YŒ . 

Следовательно, в силу леммы 4 существует 
непрерывное отображение g Y E: Æ  такое, что 

g y y G y( ) ( ( ) ( ))Œ F ∩ . Рассмотрим отображение 
j : ÆU E ,  о п р е д е л е н н о е  п о  п р а в и л у 
j( ) ( ( ))x g f x= .  Так как f  является компактным 
отображением, то отображение j  также ком-
пактно и j( )∂ ÃU U . Тогда по обобщенной тео-
реме Шаудера отображение j  имеет неподвиж-
ную точку x* , т.е. x g f x f x F x* * * *= Œ =( ( )) ( ( )) ( )F . 
Теорема доказана. 

5. ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ СТЕПЕНЬ 
И НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ

Пусть E  — банахово пространство, U EÃ  
— ограниченное открытое множество, 
F U Cv E: � ( )  — h -вполне непрерывное отоб-
ражение. Обозначим F( ) ( )x x F x= -  много-
значное векторное поле, порожденное отобра-
жением F . 

Пусть существует такое e > 0 , что для любой 
точки x UŒ ∂  справедливо неравенство 
r e( ( ))x F x, ≥ .  В силу теоремы 1 существует 
компактное отображение f U Ee : Æ  такое, что 
r ee( ( ) ( ))f x F x, < , тогда x f x- >e( ) 0  для любо-
го x UŒ ∂ . Рассмотрим вполне непрерывное 
векторное поле je : ÆU E , je e( ) ( )x x f x= - . 
Очевидно, что je( )x π 0  для любого x UŒ ∂ . 
Следовательно, определена топологическая 
степень (вращение) deg U( )je ,  (см. [5]). 

Определение 2. Топологической степенью 
deg U( )F,  векторного поля F  будем называть 
deg U( )je , . 

Лемма 5. Топологическая степень deg U( )F,  
определена корректно. 

Доказательство. Пусть f fe e
1 2,  – произволь-

ные компактные отображения, удовлетворяю-
щ и е  т е о р е м е  1 ,  т . е .  r ee( ( ) ( ))f x F x1 , <  и 
r ee( ( ) ( ))f x F x2 , <  для любого x UŒ ∂ . Тогда 
определены два невырожденных векторных 
поля j e1

1( ) ( )x x f x= -  и j e2
2( ) ( )x x f x= - . В силу 

выпуклости множеств F x( )  эти поля могут быть 
соединены невырожденной гомотопией 

 Y( ) ( ) ( ) ( )l l le e, = - - - .x x f x f x1 1 2

Следовательно, deg U deg U( ) ( )j j1 2, = , . Лемма 
доказана. 

Из свойств топологической степени вполне 
непрерывных векторных полей вытекает следу-
ющее утверждение. 

Теорема 4. Пусть существует такое e > 0 , 
что для любой точки x UŒ ∂  справедливо нера-
венство r e( ( ))x F x, ≥  и deg U( )F, π 0 . Тогда для 
любого d > 0  существует точка x Ud Œ  такая, 
что r dd d( ( ))x F x, < .   

Доказательство. Без ограничения общности 
можно считать, что 0 < <d e . Рассмотрим ком-
пактное отображение f U Ed : Æ , удовлетворя-
ющее условиям теоремы 1. Тогда deg U( )F, =  

deg U( )= , πj 0 ,  где j d( ) ( )x x f x= - .  В силу 
свойств топологической степени существует 
точка x Ud Œ  такая, что x f xd d d= .( )  Очевидно, 
что эта точка и является искомой. 

Для изучения вопроса существования не-
подвижных точек h -вполне непрерывных 
отображений может быть применена следующая 
теорема. 

Пусть U EÃ  – ограниченное открытое мно-
жество, F U Cv E: ∂ � ( )  — h -вполне непре-
рывное отображение. 

Теорема 5. Пусть существуют такие впол-
не непрерывные отображения f f U E1 2, : ∂ Æ , 
что выполняются следующие условия: 

(1) f1  и f2  являются непрерывными сечени-
ями F ; 

(2) x f xπ 1( ) , x f xπ 2( )  для любой точки 
x UŒ ∂ . 

Если g g( ) ( )i f U i f U- , ∂ π - , ∂1 2 , то отобра-
жение F  имеет неподвижную точку на ∂U . 

Доказательство. Рассмотрим отображение 
g U E: , ¥ ∂ Æ[ ]0 1 , 

 g t x t f x tf x( ) ( ) ( ) ( ), = - + .1 1 2

Очевидно, что это отображение вполне не-
прерывно. Если бы g t x x( ), π  для любой точки 
x UŒ ∂  и t Œ ,[ ]0 1 , тогда отображение y( )t x, = 

А. Б. Гельман 
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( )x g t x= - ,  являлось бы невырожденной гомо-
топией, соединяющей поля f1 1= -i f  и f2 2= -i f .  
C л е д о в а т е л ь н о ,  т о г д а  б ы  g ( )i f U- , ∂ =1  

g ( )i f U= - , ∂2 . Так как по условию теоремы это 
не выполнено, то g t x x( )0 0 0, =  для некоторой 
точки x U0 Œ ∂  и t0 0 1Œ ,[ ]. По условию теоремы 
f x F x1 0 0( ) ( )Œ  и f x F x2 0 0( ) ( )Œ . Тогда, в силу вы-
пуклости множества F x( )0 , имеем следующее 
включение: 

 x g t x t f x t f x F x0 0 0 0 1 0 0 2 0 01= , = - + Œ ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )
т.е. точка x0  является неподвижной точкой 
отображения F . Теорема доказана. 

6. ОБ ОДНОМ КЛАССЕ 
h-НЕПРЕРЫВНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

Пусть X  — линейно связное метрическое 
пространство, E  — банахово пространство. 
Обозначим Aff E( )  множество всех аффинных 
подпространств пространства E .  Пусть 
F X Cv E: � ( )  h -непрерывное многозначное 
отображение такое, что для любой точки x XŒ  
образ F x( )  является аффинным подпро-
странством в E .  Будем это записывать 
F X Aff E: � ( ) . 

Лемма 6. Пусть F X Aff E: � ( )  — h -непре-
рывное многозначное отображение. Тогда сущес-
твует такое замкнутое попространство L EÃ , 
что для любого x XŒ  образ F x f x L( ) ( )= + , где 
f  — произвольное непрерывное сечение отобра-
жения F . 

Доказательство. Проверим, что для любых 
точек x x X0 1, Œ  расстояние h F x F x( ( ) ( ))0 1, < • . 
В силу того что X  является линейно связным 
множеством, то существует путь a : , Æ[ ]0 1 X  
такой, что a( )0 0= x , a( )1 1= x . Рассмотрим мно-
гозначное отображение ˆ [ ] ( )F Cv E: ,0 1 � , 
ˆ( ) ( ( ))F t F t= a . Нетрудно видеть, что это отобра-

жение является h -непрерывным и его образы 
являются аффинными подпространствами в E . 
В силу h -непрерывности отображения F̂  для 
любой точки t Œ ,[ ]0 1  существует d( )t > 0  такое, 

что если t U t t t t tŒ = - , + ,( ) ( ( ) ( )) [ ]d d ∩ 0 1 , то 
h F t F t( ˆ( ) ˆ( ), < 1 .  Очевидно, что семейство 
{ ( )} [ ]U t tŒ ,0 1  является открытым покрытием отрез-
ка [ ]0 1, . Пусть h > 0  — лебегово число этого 
покрытия, т.е. такое число, что для любых точек 
t t1 2 0 1, Œ ,[ ] , t t1 2- < h , всегда найдется множес-
тво U t( )0  из этого покрытия, которое содержит 
эти точки. Очевидно, что такое число всегда 
существует. Пусть n  — целое число такое, что 
0 1< <n h . Разобьем отрезок [ ]0 1,  на n  равных 
частей, тогда 

 

h F x F x h F F

h F
i
n

F
i
ni

n

( ( ) ( )) ( ˆ( ) ˆ( ))

ˆ ˆ

0 1

0

1

0 1

1

, = , £

£ Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

, +Ê
Ë=

-

Â ÁÁ
ˆ
¯̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

< ,n

т.е. h F x F x( ( ) ( ))0 1, < • . 
Тогда, в силу леммы 1, существует такое 

замкнутое попространство L EÃ , что для лю-
бого x XŒ  образ F x L y( ) = + , где точка y F xŒ ( ) . 
Если f X E: Æ  — непрерывное сечение F , то 
F x f x L( ) ( )= + . Лемма доказана. 

Лемма 7. Пусть Y  — метрическое про-
странство, F Y Aff E: � ( )  — h -вполне непре-
рывное отображение. Тогда существует мет-
рическое пространство X , вполне непрерывное 
отображение g Y X: Æ  и h -непрерывное мно-
гозначное отображение F : X Aff E� ( )  такие, 
что F g Y Aff E= :F � � ( ). 

Доказательство. Так как F  является h -не-
прерывным отображением, то в силу доказанной 
леммы существует такое замкнутое попро-
странство L EÃ , что для любого x XŒ  образ 
F x f x L( ) ( )= + , где f  — произвольное непре-
рывное сечение отображения F . Обозначим 
через X  подпространство в C( )Y , точками кото-
рого являются все аффинные подпространства в 
E , полученные сдвигами подпространства L . 

Рассмотрим теперь фактор-пространство 
E L/ . Точками этого пространства также явля-
ются все аффинные подпространства в E , по-
лученные сдвигами подпространства L . Заме-
тим также, что пространства X  и E L/  можно 
отождествить, т.к. если M M X1 2, Œ , то в силу 
л е м м ы  1  с п р а в е д л и в о  р а в е н с т в о 
h M M M M( )1 2 1 2, = - , где норма рассматрива-
ется в пространстве E L/ . 

Пусть p : Æ / =E E L X  — проекция на 
фактор-пространство. Рассмотрим обратное 
отображение F : X Aff E� ( ) , F( ) ( )x x= -p 1 . В 
силу определения нормы в фактор-пространстве 
это многозначное отображение является h -не-
прерывным. 

Определим теперь отображение g Y X: Æ  
по следующему правилу: g y F y X( ) ( )= Œ . В 
силу условий леммы это отображение является 
вполне непрерывным. Тогда F y g y( ) ( ( ))= F  для 
любой точки y YŒ . Лемма доказана. 

Пусть U  – ограниченное открытое выпуклое 
множество в пространстве E , F U Aff E: ∂ � ( )  
— h -вполне непрерывное многозначное отоб-
ражение. 

Теорема 6. Пусть размерность dimF x( ) ≥ 1  
для любой точки x UŒ ∂ . Если существует 

Об одном классе многозначных отображений с некомпактными образами
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такое открытое множество V V UÃ Ã , что 
для любого x UŒ ∂  пересечение F x V( )∩ π Δ , 
то многозначное отображение F  имеет непод-
вижную точку x U* Œ ∂ . 

Доказательство. Воспользуемся теоремой 5, 
т.е. построим два вполне непрерывных отобра-
жения f f U E1 2, : ∂ Æ  таких, чтобы выполня-
лись следующие условия: 

(1) f1  и f2  являются непрерывными сечени-
ями F ; 

(2) x f xπ 1( ) , x f xπ 2( )  для любой точки 
x UŒ ∂ ; 

(3) g g( ) ( )i f U i f U- , ∂ π - , ∂1 2 . 
В силу леммы 7 существует метрическое 

пространство X , вполне непрерывное отобра-
жение g U X: ∂ Æ  и h -непрерывное много-
значное отображение F : X Aff E� ( )  такие, 
что F g U Aff E= : ∂F � � ( ) . 

Пусть B g U= ∂( ) , тогда для любой точки 
y g UŒ ∂( )  существует точка x UŒ ∂  такая, что 

y g x= .( )  Следовательно, F( )y V∩ π Δ . Тогда 

 ( ( ) ) ( ( ) )F Fy U y V« … « π Δ

для любой точки y BŒ . 
Рассмотрим многозначное отображение 

G B P E: � ( ) , G y U( ) =  для любого y BŒ . Оче-
видно, что это многозначное отображение име-
ет выпуклые образы и его график открыт в 

B E¥ . Очевидно также, что F( ) ( )y G y∩ π Δ  
для любого y BŒ . Следовательно, в силу лем-
мы 4 существует непрерывное отображение 

s B E: Æ  такое, что s y y G y( ) ( ( ) ( ))Œ F ∩ . Рас-
смотрим отображение f U E1 : ∂ Æ , определен-
ное по правилу f x s g x1( ) ( ( ))= .  Так как g  явля-
ется компактным отображением, то отображе-
ние f1  также компактно и f U U1( )∂ Ã . Тогда 
x f xπ 1( )  д л я  л ю б о й  т о ч к и  x UŒ ∂  и 
g ( )i f U- , ∂ =1 1 . 

Так как отображение f1  является непрерыв-
ным сечением многозначного отображения F , 
то F x f x L( ) ( )= +1  для любой точки x UŒ ∂ . 
Пусть число R  таково, что для любой точки 
x UŒ ∂  справедливо неравенство x f x R+ <1( ) . 
Выберем точку u LŒ  так, чтобы u R≥ 2 . Рас-
смотрим отображение f U E2 : ∂ Æ , определен-
ное по правилу f x f x u2 1( ) ( )= + . Очевидно, что 
это отображение является непрерывным сечени-
ем многозначного отображения F , оно вполне 
непрерывно, и векторное поле j2 2= -i f  выпус-
кает направление -u , т.е. j l2( )x uπ -  для любой 
точки x UŒ ∂  и любого l ≥ 0 . Действительно, 

 j l l2 11( ) ( ) ( )x u u x f x R+ ≥ + - - > .
Тогда в силу свойств топологической степе-

ни g ( )i f U- , ∂ = .2 0  
Таким образом все условия теоремы 5 вы-

полнены, что и доказывает теорему. 

7. УРАВНЕНИЯ С СЮРЪЕКТИВНЫМИ 
ОПЕРАТОРАМИ НА СФЕРЕ

Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 
a D a E E: Ã Æ( ) 1 2  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор. Изучим многозначное 
отображение a E C E- : Æ1

2 1( ) . Следуя [2], дадим 
следующее определение. 

Определение 3. Число 

 a
x x E a x y

yy E

-

Œ
=

Œ , =Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

1 1

2

sup
inf{ ( ) }

называется нормой многозначного отображе-
ния a-1 . 

Лемма 8. Пусть y E0 2Œ , x a y0
1

0Œ - ( ) , тогда 
для любого числа k , a k- <1 , существует не-
прерывное отображение q E E: Æ2 1  такое, 
что: 

1) a q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2 ; 
2) x q y k y y0 0- £ -( )  для любого y EŒ 2 .  
Доказательство этой леммы содержится в 

[2]. 
Пусть E E1 2,  — два банаховых пространства, 

a D a E E: Ã Æ( ) 1 2  — линейный замкнутый 
сюръективный оператор, f X E E: Ã Æ1 2  — не-
линейное отображение. Рассмотрим следующее 
уравнение: 

 a x f x( ) ( )= .  (1)

Обозначим N a f( ),  множество решений это-
го уравнения. 

Уравнения такого вида изучались в работах 
[6] и [2]. 

Пусть x E0 1Œ  — некоторая точка, B xR[ ]0  
— замкнутый шар радиуса R  с центром в x0 , 
f B x ER: Æ[ ]0 2  — вполне непрерывное отобра-
жение. 

Теорема 7. Пусть Ker a( ) { }π 0 . Если сущес-
твует такое число k a> -1 , что для любой 
точки x B xRŒ [ ]0  справедливо неравенство 

 a x f x
R
k

( ) ( )0 - < ,

то уравнение ( )1  имеет решение на границе 
щара B xR[ ]0 . 

Доказательство. Пусть F B x Cv ER: Æ[ ] ( )0 1  
— многозначное отображение, определенное 
условием F x a f x( ) ( ( ))= .-1  Очевидно, что это 
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отображение является h -вполне непрерывным 
и его образы лежат в Aff E( )1 . Воспользуемся 
теоремой 6, для этого покажем, что существует 
такое открытое множество V V B xRÃ Ã [ ]0 , что 

для любого x B xRŒ [ ]0  пересечение F x V( )∩ π Δ . 
Рассмотрим число k1  такое, что k k a> > -

1
1 . 

Пусть q E E: Æ2 1  — непрерывное отображение, 
удовлетворяющее условиям: 

1) a q y y( ( ) =  для любого y EŒ 2 ; 
2) x q y k a x y0 1 0- £ -( ) ( )  для любого y EŒ 2 . 
Такое отображение всегда существует в силу 

леммы 8. 
Рассмотрим однозначное отображение 

g B x ER: Æ[ ]0 1 , g x q f x( ) ( ( ))= . Очевидно, что 
g x F x( ) ( )Œ  для любого x B xRŒ [ ]0 . Оценим 
x g x0 - ( ) . Имеем: 

 
x g x x q f x

k a x f x
k R
k

R

0 0

1 0
1

- = - £

£ - < < .

( ) ( ( ))

( ) ( )

П у с т ь  V x E x x k R
k= Œ - <{ }1 0
1 ,  т о г д а 

F x V g x( ) ( )∩ ' , что и доказывает теорему. 

Эта теорема уточняет теорему о разрешимос-
ти уравнения (1), доказанную в [2]. 
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