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УДК 517.9

О МАРКОВСКИХ ОПЕРАТОРАХ      

Е. М. Мелькумова 

Воронежский государственный университет

Рассматривается задача описания класса дифференциальных операторов, которые являются 
генераторами марковских полугрупп операторов. В данной работе доказано, что таким опера-
тором является дифференциальный оператор второго порядка, определенный периодическими 
краевыми условиями.

В статье доказано, что дифференциальный 
оператор второго порядка, определенный пе-
риодическими краевыми условиями, является 
генератором марковской полугруппы операто-
ров в пространстве непрерывных функций на 
отрезке.

Пусть  K — компактное топологическое 
пространство. Через С = С(K) обозначим  ба-
нахово пространство непрерывных действи-
тельнозначных функций на K с «supremum» 
нормой;C R2p ( )  — банахово пространство 
непрерывных на [ , ]0 2p , комплексных и пе-
риодических с периодом 2p функций. Пусть 
С* = С*(K) — сопряженное к С(K) банахово 
пространство функционалов, изометрически 
изоморфное и отождествляемое с банаховым 
пространством регулярных мер Радона на 
s -алгебре борелевских подмножеств из K; 
S K p C K p p* ( ) { * ( ) , }= Œ ≥ =0 1  — набор ве-
роятностных мер. Отметим, что S K* ( )  является  
слабым* выпуклым компактным множеством 
в C*. Всюду через L(X) обозначается  банахова 
алгебра линейных ограниченных операторов, 
определенных в банаховом простран стве X [1].

Определение 1. Оператор M L CŒ ( )  назы-
вается марковским оператором, если выполня-
ются свойства: 

1) M1 1= ; 
2) M ≥ 0  (т.е. Mj ≥ 0  для любой неотрица-

тельной функции j ŒC ). 
Обозначим  через M M= ( )C  множество 

марковских операторов M M= = Œ( ) {C M  
Œ ≥ =( ) : ( , )}L C M M0 1 1 . Отметим следующие 
свойства марковских операторов:

1) Множество M M= ( )C  является выпук-
лым;

2) M M* , * ( )= ≥1 0m  для любой m ŒS K*( ) ;
3) Множество M M* * ( ) { * ( *) := = ŒC M L C  

M: ( )}ŒM  выпукло.

Определение 2.  Двусторонняя последова-
тельность комплексных чисел { }, , , , ...a nn = ± ±0 1 2  
называется положительно определенной, если 

а) a a n Zn n- = Œ, ;

б) a z zk j k j
j

m

k

m

-
==

≥ÂÂ 0
11

 для любого натурально-

го числа m и любого набора ( , .., )z zm1 комплек-
сных чисел.     

Определение 3 [2]. Функция j : R CÆ  назы-
вается положительно определенной, если она:

1) непрерывна при каждом конечном аргу-
менте и ограничена  на  ( , )-• +• ;

2) «эрмитова», т.е. j j( ) ( )- =x x ;
 3) для любых точек { , ..., }t tm1  и любых чисел

{ , ..., }a a1 m  (m = 1 2, , ... ) выполнено неравенство 

j a a( )t ti j i j
j

m

i

m

- ≥
==

ÂÂ 0
11

.

Замечание 1. Непосредственно из опреде-
лений 2 и 3 следует, что если j : R CÆ  явля-
ется положительно определенной функцией, то 
ее сужение j j j: , ( ) ( ),Z C n n n ZÆ = Œ   также 
является положительно определенной. 

Замечание 2. Пусть x C R0 2Œ p ( ). Тогда после-

довательность x x e dn
in= -Ú

1
2 0

0

2

p
t tt

p

( )  является по-

ложительно определенной тогда и только тогда, 
когда функция x0  неотрицательна, т.е. x0 0≥ .

Замечание 3. Произведение двух положи-
тельно определенных функций есть положи-
тельно определенная функция.

В статье используется
Лемма 1 [3, теорема 7.2]. Для любых функ-

ций x y C R, ( )Œ 2p  с  рядами Фурье  вида 

x t x en
n

( ) ,intª
=-•

+•

Â  y t y en
n

( ) intª
=-•

+•

Â ,  их свертка 

( * )( ) ( ) ( ) ,x y t x t y d t R= - ŒÚ
1
2 0

2

p
t t t

p
 имеет ряд 

Фурье вида x y e tn n
n

int, [ , ]Œ
=-•

+•

Â 0 2p .
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В данной работе рассматривается дифферен-
циальный оператор A D A C R C R: ( ) ( ) ( )Ã Æ2 2p p  
вида

Ay y y D A

y C R y y y y

= ¢¢ Œ =

= Œ = ¢ = ¢

, ( )

{ ( ) : ( ) ( ), ( ) ( )},( )
2
2 0 2 0 2p p p

 (1)

где C R2
2
p

( )( )  — подпространство из C R2p ( )  дважды 
непрерывно дифференцируемых функций. Его 
спектр s( )A  имеет вид s( ) { , }A n n= - ≥2 0 , все 
числа - ≥n n2 0,  являются собственными значе-
ниями, а соответствующие собственные функ-
ции имеют вид e s e sn

ins( ) ,= Œ Œ [0,2 ],n .p Z  
Данный оператор является генератором 

полугруппы операторов T R: [ , ]+ = +• Æ0  
L C R( ( ))Æ 2p вида                
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где ( , ) ( )x e x e dn
in= -Ú

1
2 0

2

p
t ttp

 — скалярное про-

изведение функций x и en .
При этом используются следующие поня-

тия:   
Определение 4. Операторная функция 

T R L X: ( )+ Æ , где X — банахово  пространство, 
называется полугруппой класса C0 , если выпол-
няются  следующие условия:      

1)T I( ) ;0 =
2)T t s T t T s t s( ) ( ) ( ), , ;+ = ≥ 0
3) функция t T t x R X� ( ) : + Æ  непрерывна 

при любом x XŒ .
Для h > 0 определим линейный оператор Ah  

р а в е н с т в о м  A
T h x x

h
x Xh = - Œ( )

, .  П у с т ь 

D(A) — множество всех х из Х, для которых 
существует предел lim( )

h hA x
Æ0

. Определим на D(A) 

оператор А равенствомAx A x
h h=

Æ
lim( )

0
, x D AŒ ( ).

Определение 5. Оператор A с областью опре-
деления D(A) называется генератором или ин-
финитезимальным оператором полугруппы Т.

Определение 6.  Генератор полугруппы 
марковских операторов в С назовем оператором 
Колмогорова.

Основным результатом статьи является
Теорема. Полугруппа операторов T, опреде-

ленная равенством (2) для краевой задачи (1), 
является марковской полугруппой.

Доказательство.  Из определения полугруп-
пы Т следует, что
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  t ≥ 0 ,

где 1 — тождественная на  [0,2 ]p  функция. 
Так как 1 — функция, ортогональная всем  

функциям e nin- πt , 0 ,  то 

 ( , ) ( , ) ,x e e nn n= = π1 0 0 , т.е. 

 T t d( ) ( ) .1
1
2

1
2

1
2

2 0 1
0
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p p

p
p p

t
Теперь задача состоит в том, чтобы показать 

выполнение свойства: если x C R0 2Œ p ( )  и 
1
2

100

2

p
t t

p
x dÚ =( ) ,  то функция y T t x0 0= ( )  неот-

рицательна и
1
2

100

2

p
t t

p
y dÚ =( ) .

Вначале докажем неотрицательность функ-
ции y0 .
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Обозначим x x e dn
in= -Ú

1
2 00
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p
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( ) . Тогда (3) 

примет вид ( ( ) )( )T t x s e x en t

n
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Â 2

, xn{ } -

положительно определенная последователь-
ность (в силу замечания 2). Имеют место ра-
венства:  
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т.е. y0   есть свертка двух функций jt  и x0 , где 

j tt
n t

n

ins
n
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n

n t

n
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Рассмотрим функцию g e g R Ct
t

t( ) , : .l l= Æ- 2

 
О н а  п р е д с т а в и м а  в  в и д е  g et

t( )l l= =- 2

 

g e dt
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p
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Функция gt( )m  является неотрицательной, 
и, значит, в силу замечания 2 функция gt  при 
любом t > 0  положительно определена. Исполь-
зуя замечание 1, получаем, что ее сужение 
g n e n Zt

n t( ) , ,= Œ- 2

 есть положительно опреде-
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ленная последовательность. Таким образом, из 
формулы 4 следует, что функция y0  есть сверт-
ка положительных функций  jt  (см замеча-
ние 2) и x0 . Следовательно, y0 0≥ .

Далее имеют место равенства:
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Вывод: все необходимые свойства показаны 
и, значит,T(t) , t ≥ 0 , — марковская полугруп-
па операторов.

Отметим, что не всякий  дифференциаль-
ный оператор второго порядка, действую-
щий в банаховом пространстве С[0,1], яв-
ляется марковским. В качестве примера 
рассмотрим дифференциальный оператор 
A D A C R C R: ( ) ( ) ( )Ã Æ1 1  вида

 
Ay y y D A

y C y y
= ¢¢ Œ =

= Œ = =
, ( )

{ [ , ] : ( ) ( ) }.0 1 0 1 0
 (5)

Его спектр s( )A  имеет вид s p( ) { , },A n n= - ≥2 2 0  
все числа - ≥p 2 2 0n n,  являются собственными 
значениями, а соответствующие собственные 
функции имеют вид e s ns sn( ) sin( ), [ , ],= Œ2 0 1p  
n Z .Œ

Данный оператор является генератором 
полугруппы операторов T R: [ , ]+ = +• Æ0  

L C( [ , ]))Æ 0 1  вида  
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где ( , ) ( )sin( )x e x n dn = Ú2
0

1
t p t t  — скалярное 

произведение функций x и en .

Рассмотрим оператор Т(0): ( ( ) )( )T x s0 0 =  

( sin( ) )sin( )n d ns
n

2
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1
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=

+•

Â Ú p t t p .

Если бы полугруппа операторов Т была 
марковской, то T I( )0 =  и sup ( )

t
T t

≥
£

0
1 . 

Докажем, что при  t = 0  и x0 1=  определя-
ющий функцию T x( )0 0  ряд является расходя-
щимся в C[ , ]0 1 . Действительно, если бы полу-
группа Т была сильно непрерывной, то 
T x x( )0 10 0= ∫ . С другой стороны, при любой 
последовательности tn Æ +0 ,  мы получаем, что 
соответствующая последовательность функций 
T t xn( ) 0  обладает свойством ( ( ) )( )T t xn 0 0 =  

( ( ) )( )T t xn 0 1 0= = . Однако, функция  x0  не может 
быть пределом такой последовательности  
( ( ) )T t xn 0 .

Следовательно, ряд, определяющий функ-
цию T x( )0 0  при t = 0  и x0 1= , расходится в 
C[ , ]0 1 . Значит, полугруппа операторов T(t), 
определенная равенством (6) для краевой зада-
чи (5), не является марковской полугруппой.
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