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УДК 517.958  

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ 
В НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ МОДЕЛИ ВЯЗКОУПРУГОЙ 

СРЕДЫ С ПОЛНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ*

А. В. Кузнецов

Воронежский государственный университет

В данной работе рассматривается задача оптимального управления правыми частями, связан-
ная с системой уравнений, описывающей движение вязкоупругой несжимаемой жидкости 
типа Джеффриса в ограниченной области в 
3 . Доказано глобальное существование сильно-
го оптимального решения для произвольных достаточно гладких начальных данных.

1. ВВЕДЕНИЕ

данной работе рассматривается задача оп-
тимального управления правыми частями, 
связанная с системой уравнений, описывающей 
модель вязкоупругой несжимаемой жидкости 
типа Джеффриса. 
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Здесь W Ã 
n  — ограниченная область с грани-
цей класса C • , n = 3 ; ( ) [ ]t x T QT, Œ , ¥ =0 W , 
v t x v t x … v t xn( ) ( ( ) ( )), = , , , ,1  — поле скоростей; 
p t x( ),  — давление среды; E( )v  — тензор скоро-
стей деформации; Eij
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1
 — девиатор тензора напряжений; 

0 2 1< <l l  — времена ретардации и релаксации 
(некоторые физические константы), u  — вне-
шняя сила, действующая на жидкость, которая 
и будет являться управляющим параметром. 

Плотность жидкости предполагается посто-
янной и равной единице. 

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И НЕОБХОДИМЫЕ 
ФАКТЫ

2.1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
ОБОЗНАЧЕНИЯ

Обозначим через M n( )  пространство квад-
ратных матриц порядка n , через M n M ns( ) ( )Ã  
пространство симметричных матриц порядка 
n . 

Пусть A ,  B M nŒ ( ) ,  A aij= ( ) ,  B bij= ( ) , 

D a b
i j

n
ij ij=

, =Â 1
. Введем обозначение  

 D A B= : . 

Пусть u  — некоторая функция, x x … xn= , ,( ).1

Обозначим — = ∂ , , ∂x x xu u … u
n

( )
1

. Пусть X  
— банахово пространство. Сопряженное к нему 
пространство, т.е. пространство линейных огра-
ниченных функционалов на X  обозначим через 
X * . Действие некоторого v XŒ *  на j ŒX  будем 
обозначать как v X X, * ,j . 

Пусть i Œ 
 . Символы Ki , Ci , const , consti ,  
c , ci  зарезервированы для обозначения неот-
рицательных (или положительных, если это 
оговорено особо) констант. Константы c , const,  
consti  имеют разное значение в разных теоремах 
и леммах или определениях, остальные конс-
танты имеют одно и тоже значение во всей ра-
боте. 

Символ I  всегда означает тождественный 
оператор с областью определения, явной из 
контекста. 

2.2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИСПОЛЬЗУЕМЫХ 
ПРОСТРАНСТВ

Пусть W Ã 
n  — ограниченная область с 
границей ∂ =W G  класса C • . Введем определе-
ния некоторых пространств функций с обыч-
ными операциями сложения и умножения. 

Назовем пространством финитных функ-
ций 1 множество 
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 C0
• •= Œ Ã{ ( , ( )) : supp }.f C M n fsW W  (7)

Назовем пространством финитных функ-
ций 2 множество 

 D f C fn n( ) { ( ) supp }W W W= Œ , : Ã .• 
  (8)

Назовем пространством соленоидальных 
функций множество 

 D f D fs
n n( ) { ( ) : div }.W W= Œ = 0  (9)

Обозначим f f x dxL

p p

p ( ) ( ( ) )W W
= Ú /1 . 

Назовем пространством Lp( )W  множество 
функций 

 { }( )f fn
Lp

: Æ | < • ,W W

снабженное обычными операциями сложения 
и умножения на число. 

Пусть s ≥ 0 , p ≥ 1 , s NŒ , f n: ÆW 
 . Опре-
делим 
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Пусть 0 1< <s , p ≥ 1 . Определим 
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Пусть s > 1 , p ≥ 1 . Тогда s s= +[ ] s , где 
[ ]s  — целая часть s . Введем норму ◊

Wp
s ( )W

 про-
странства Соболева ( ( ))Wp

s nW  следующим обра-
зом: 
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Пусть s > 0 , p ≥ 1 . Назовем пространством 
Соболева ( ( ))Wp

s nW  множество 

 { }( )f fn
Wp

s: Æ | < •W W

снабженное обычными операциями сложения 
функций и умножения функции на число. 

Введем обозначение ( ( )) ( ( ))H Ws n s nW W= 2 . 
Будем обозначать как H s

0( )W  те функции из 
H s( )W , след которых на ∂W  равен нулю и чьи 
производные до порядка s  включительно име-
ют след на границе ∂W  равный нулю. 

Введем обозначения: 

 Ha a= , ,H M ns( ( ))W  (11)

 L2 2= , .L M ns( ( ))W  (12)

Назовем пространствами H , V , V 2  множес-
тва: 

 H  — замыкание Ds
n( )W  в ( ( ))L n

2 W ,  (13)

 V  — замыкание Ds
n( )W  в ( ( ))H n1 W ,  (14)

 V H Vn2
0
2= «( ( ))W  с нормой ( ( ))H n2 W .  (15)

Н а з о в е м  п р о с т р а н с т в а м и  L a b Xp( ), ; , 
0 < £ •p , где X  — банахово пространство, 
множества 

 

p L a b X

f a b X f

f t dt

p

L a b X

a

b

X

p p

p

< •, , ; =

= : , Æ | ={
= < •},

, ;

/Ú

( )

[ ]

( ( ) )

( )

1

 

L a b X

f a b X f f tL a b X
t a b

X

•

, ;
Œ ,

, ; =

= : , Æ = < •Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

.
•

( )

[ ] ess sup ( )( )
[ ]

Обозначим проектор Лере как P : 

 P L Hn: Æ .( ( ))2 W  (16)

Пусть a , b Œ 
 , p1 , p2 1≥ , X1 , X2  — бана-
ховы пространства. Назовем пространством 
W a b p p X X( ), ; , ; ,1 2 1 2  множество 

 
W a b p p X X

u L a b X u L a b Xp p

( )
{ ( ) ( )}

, ; , ; , =
= Œ , ; , ¢ Œ , ; .

1 2 1 2

1 21 2

 (17)

Введем обозначение W W T V H= , ; , ; ,( ).0 2 2 2  
Будем далее обозначать скалярное произведе-
ние в ( ( ))L n

2 W  или в L2  парой круглой скобок 
( )◊, ◊ . 

Пусть X  — линейное нормированное про-
странство. Множество X Xd Ã  называется 
выпуклым, если 

 " , Œ , Œ , + - Œ( [ ]) ( )x x X x x X1 2 1 20 1 1d da a a  (18)

Функционал J x( ) , заданный на выпуклом мно-
жестве X Xd Ã , называется выпуклым, если 
для него справедливо неравенство Иенсена 

     
" , Œ , Œ ,

+ - £ + - .
( [ ])

( ( ) ) ( ) ( ) ( )
x x X

J x x J x J x
1 2

1 2 1 2

0 1
1 1

d a
a a a a

 (19)

Функционал J x( )  называется полунепрерыв-
ным снизу в Xd  если для любого x XŒ d  и любой 
последовательности { }x Xn Ã d , x xn Æ  верно 
что 

 J x J x
n

n( ) lim inf ( )£ .
Æ•

 (20)

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 

РЕЗУЛЬТАТА

Обозначим m h l l1 2 1= /( ) , m h m l2 1 1= - /( ) . 
Используя разложения тензора напряжений s  
на ньютоновскую и чисто упругую части 
s t m= + 2 1E v( ) , сделаем в (1)—(6) замену и 
перейдем к задаче 
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 v vt| = ,=0 0  (23)

 t t| = .=t 0 0  (24)

Будем предполагать, что v WŒ , u L T HŒ , ;2 0( )
, v V H n

0
2 3Œ « ( ( ))W , t 0

2Œ H . Дополнительно 
будем предполагать, что t 0 0

1Œ H . Известно ([1], 
с. 854, лемма 2.3), что для любого v WŒ «  

L T H n« , ;2
30( ( ( )) )W  существует единственное 

решение задачи (22), (24) t ts v L T= Œ , ;•( ) ( ),0 1H  
и, следовательно, Div ( , ;( ( )) )ts

nL T LŒ • 0 2 W . 
Далее будет показано (лемма 4.0.5), что для 
любого v WŒ  существует слабое решение 
t t= Œ , ;•( ) ( )v L T0 2L , т. е. для любого F WŒH 0

2( ),  
y Œ ,H T1 0( ) , y( )T = 0  (значение y  определено 
в точке, так как H T C T1 0 0( ) ( ), Ã ,  вполне непре-
рывно по теореме о компактном вложении 
Реллиха—Кондрашова, [2], с. 130) выполнено 
равенство 

- - -

- ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ú

ÂÚ
=

0 0

1
0

0
T

i

n T i

i

t
d
dt

t dt

v
x

( , )( ) ( ) ( , ) ( )

, (

t y t y

t

F F

F
tt t dt

t t dt E v t dt
T T

) ( )

( , )( ) ( ) ( ( ), ) ( ) .

y

l
t y m y

+

+ =Ú Ú
1

2
1

0 2 0
F F

 (25)

Единственность такового t , вообще говоря, 
неизвестна, количество получаемых слабых 
решений задачи (22), (24) зависит от количес-
тва сходящихся подпоследовательностей неко-
торой ограниченной последовательности, но для 
v W L T H nŒ « , ;2

30( ( ( )) )W  такое слабое решение 
t( )v  единственно и t ts v= ( )  (лемма 6). Для 
любого недостаточно гладкого t( )v  оператор 
Div vt( )  понимается в смысле распределений: 
Div ( ), ( ( ), )t j t jv v

V V* ¥
= - — ,  j ŒV ,  т .  е . 

Div ( ) ( , ; )t v L T VŒ *
2 0 . Введем многозначный 

оператор 

 N WL T V: , ; ,*
2 0( )  (26)

" Œ « =

= Œ Ã

( ( , ;( ( )) )) ( )

Div ( ) ( , ;( ( )) )

v W L T H N v

v L T L L
s

n

s
n

2
3

2 2 2

0

0

W

Wt (( , ; ),0 T V *
 (27)

" Œ , ;
" Œ " Œ , = - , — .* ¥

( \ ( ( ( )) ))

( ( )) ( ) ( )

v W L T H

N v V

n

V V

2
30 W

d j d j t jt t

 (28)

Пусть F( )z v u, ,  — выпуклый по совокупности 
переменных функционал на H V H¥ ¥2 , удов-
летворяющий условиям: 

 " > , , < •,
+ + £

( ) sup ( )
( ( ))

R z v u
z v u RH H n H

0
2 W

F  (29)

$ > " Œ ¥ ¥ ≥

≥ + +

( , ) (( , , ) ) ( , , )

( )( ( ))

C C z v u H V H z v u

C z v uH H Hn

1
2

1
2 2 2

0

2

F

W --C .
 (30)

Поставим следующую задачу минимизации: 

 J v v u v t v t u t dt
T

( ) ( ( ) ( ) ( )) inf� �, , = , ◊ , , ◊ , , ◊ Æ ,Ú0
F  (31)
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 v vt t| = , | = .= =0 0 0 0t t  (33)

Здесь включение (элементов L T V2 0( ), ; * ) (32) 
было получено из уравнения (21), понимаемо-
го как равенство элементов L T V2 0( ), ; * , то есть 
для любого j ŒV : 
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Далее будет показано, что включение (32) можно 
понимать как включение элементов L T H2 0( ),, ;  
то есть, что N v L T H( ) ( )Ã , ;2 0 , и справедлива 
следующая теорема 

Теорема 3.0.1. Задача (31)—33) имеет ре-
шение 

 ( ) ( )v u W L T H, Œ ¥ , ; .2 0

4. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ 
ЗАДАЧИ (22)—(24)

Покажем с помощью теории степени Лере—
Шаудера существование решения задачи (22)-
(24) в смысле равенства (25). Метод, который 
будет для этого использоваться, был раннее 
применен для задачи сходного типа В. Г. Звя-
гиным, Д. А. Воротниковым в работе [3]. Рас-
смотрим вспомогательную задачу 
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 t t( )0 0, ◊ = ,  (36)

где F WŒ ,H M ns0
1( ( )), v WŒ , t 0

2Œ H  и 0 1£ £x ,  
0 1< £e  — параметры. Введем пространство, в 
котором будем искать решение задачи (35)—
(36): 

 
W L T H M n

L T H M n
M s

t s

= Œ , ; , ,

∂ Œ , ; , .-

{ ( ( ( )))

( ( ( )))}

t

t
2 0

1

2
1

0

0

W

W
 (37)

Заметим, что W C TM Ã , ;([ ] )0 2L  непрерывно в 
силу теорем 1.1, гл. II, 1.2, 2.1, гл. III из [2] и 
t( )t, ◊ ŒL2  определено в каждой точке t TŒ ,[ ]0 . 

А. В. Кузнецов
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Установим еще один факт, касающийся непре-
рывности вложений пространств W , WM . Для 
этого потребуется одно утверждение, доказан-
ное в [4], с. 85—86: 

Теорема 4.0.2. (Симон) 
Пусть X , X0 , X1  — банаховы пространс-

тва, такие, что вложения X X0 Ã , X XÃ 1  
— непрерывны, причем вложение X X0 Ã  — 
компактно. Пусть также существуют конс-
танты q , 0 1< <q  и c , такие, что: 

 v c v v v XX X X£ , " Œ .-

0 1

1
0

q q( )
 (38)

Пусть M  — ограниченное подмножество 
пространства W T p p X X( )0 0 1 0 1, ; , ; , , где 1 0£ £p  
£ • , 1 1£ £ •p . Тогда если ( )( )1 1 1

1 0
- - £q q

p p , 
то M  относительно компактно в L T Xp( )0, ;  
для любого p p< q , где 1 1

0 1
1 1p p pq

q q= - - -( )( ) ; 
если ( )( )1 1 1

1 0
- - >q q

p p , то M  относительно 
компактно в C T X([ ] ).0, ;

Лемма 4.0.1.  Пусть W Ã 
n  — ограничен-
ная область с границей класса C • , 0 1< <d , 
n = 3 . Тогда имеют место следующие вполне 
непрерывные вложения 

 " <
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ã , ; ,p W L T Cp
n4

1
0

d
( ( ( )) )W  (39)

 " < • Ã , ; .( ) ( )p W L TM p 0 2L  (40)

Доказательство. Воспользуемся интерпо-
ляционным неравенством (приведено, напри-
мер, в [5], с. 142.) 

   " Œ ; < < £ .
-
-

-
-( )u H u c u uH H H

g a b g b a

g b
g a

g

b a
g a  (41)

Покажем вложение (39). Неравенство (41) с 
b d= + /( )3 2 , a = 0 , g = 2  и теорема вложения 
Реллиха—Кондрашова дадут неравенство: 

 
" Œ £ £

£ ,

+ /

- / + /

( ) ( )

( ) ( )

( )u H u c u

c u u

C H

L H

2
1

2
1 4 3 4

3 2

2
2

W d

d d

из которого следует, что 

 " Œ £ .- / + /( ) ( ( ))

( )

( ( ))

( )v V v C v vC H Hn n
2 1 4 3 4

2W W
d d

Используя вышеприведенное неравенство, 
применим теорему 4.0.2 с X V0

2= , X C n= ( ( )) ,W  
X H1 = , q d= + /( )3 4 , p p0 1 2= = . Получим, 
что 
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вполне непрерывно с любым 
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Покажем вложение (40). Заметим, что: 
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откуда следует, что 
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Используя вышеприведенное неравенство, 
применим теорему 4.0.2 с X0

1= H , X = L2 , 
X1

1= -H , q = /1 2 , p p0 1 2= = . Получим, что 
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в п о л н е  н е п р е р ы в н о  с  л ю б ы м  p p< =1 2/  
= - = •1 1 4 1 4/( / / ) .   �

Лемма 4.0.2.  Пусть t ŒWM  — решение (35)-
(36). Тогда справедливы априорные оценки: 
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Доказательство. Возьмем в (35) F = t , 
t TŒ ,[ ]0 . Принимая во внимание, что 
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а также, что в силу леммы 1.1, гл. III из книги 
[2] 
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и, таким образом, 
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получим, что 
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После приведения подобных слагаемых, замены 
z = t  и умножения левой и правой частей пре-
дыдущего неравенства на 2 получим: 
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Проинтегрируем правую и левую части (49) по 
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Возьмем в предыдущем неравенстве t T= , 
тогда 
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Также из оценки (50) следует, что 
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Складывая неравенства (51) и (52), получим 
что: 
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Пусть t  — решение (35)—(36) при 0 1< £e , 
тогда 
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Из предыдущего утверждения следует, что 
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В силу оценок (53), (55) верно, что существуют 
не зависящие от e  и x  константы K1 0≥ , 
K2 0≥ , такие что 
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Введем операторы (предполагается, что 
F WŒ ,H M ns0

1( ( )) , t ŒWM , v WŒ ) 
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Оператор Ae  обратим и Ae
-1  непрерывен в силу 

теоремы 1.1, гл. VI, [6]. 
Л е м м а  4 . 0 . 3 .  О п е р а т о р  K Wv M: Æ  
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Отсюда следует: 
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Из этого и из компактности вложения 
W L TM Ã , ;6 20( )L  (в силу леммы 4.0.1) следует 
утверждение доказываемой леммы: 
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Лемма 4.0.4. Пусть 0 1< £e , 0 1£ £x . 

Тогда аппроксимационная задача (35)-(36) 
имеет единственное решение te ŒWM . 

Доказательство. Перепишем (35)—(36) в 
эквивалентном операторном виде, используя 
(57)—(60): 
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Уравнение (61) не имеет решений на границе 
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в силу оценок леммы 4.0.2. Тогда для всех 
x Œ ,[ ]0 1 : 
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что доказывает существование решения (35)—
(36) в силу гомотопической инвариантности 
степени. Покажем единственность решения. 
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Из (64) следует, что 
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Возьмем F = - , ◊( )( )t t1 2 t , обозначим z = t , 
проинтегрируем по z Œ ,[ ]0 t  получившееся ра-
венство (аналогично доказательству леммы 
4.0.2): 

 

t t
l

t t z z

e
l

t t z z

1 2
2

1
0 1 2

2

1
0 1 2

2

2 2

2

1

2
0

- + - +

+ — - =

Ú

Ú

L L

L

( ) ( )

( ) ( )

t d

d

t

t
..

 (65)

При t T=  получим, что 
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и, так как все члены в правой части предыду-
щего равенства неотрицательны, то 
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Если взять в (65) t t= 0  такое, что 
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из которого также следует, что 
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Лемма 4.0.5. Пусть v WŒ . Тогда задача 

(25), (36) имеет решение t Œ , ;•L T( )0 2L  и спра-
ведлива оценки: 
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Доказательство. Возьмем e = /1 m , m Œ� . 
В силу оценки леммы 4.0.2 и того, что ограни-

ченное в L T L T1 2 20 0( ) ( ), ; = , ;*
•L L  множество 

относительно компактно в *-слабой топологии 
L T• , ;( )0 2L  (см., например, [11], гл. IV, § 4, тео-
рема 3, с. 191), существует последовательность 
решений (35)—(36) 
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рывно). Оценка (67) следует из оценки (44) 
леммы 4.0.2. Оценка (68) является оценкой (45) 
леммы 4.0.2 при e = 0  и получается так же, как 
и неравенство (55). Умножим (35)—(36) ска-
лярно в L T2 0( ),  на y  и проинтегрируем по 
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В результате получим: 
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Для того, чтобы перейти в (71) к пределу по 
m Æ •  при фиксированном F WŒH 0

2( ) , пока-
жем следующие сходимости: 
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Учитывая, что W L T CÃ , ;2 0( ( ))W  вполне непре-
рывно, что t tm L T L L T- Œ , ; = , ;•

*( ) ( )0 02 1 2L  и 

что y
i

n i
xv L T

i=
∂
∂Â Œ , ;

1 1 20F ( )L  так как 

 

y y
i

n
i

i L T

T

i

n
i

i

v
x

v
x

dx dt
= , ; =

/

Â Ú Ú Â∂
∂

= ∂
∂

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ £

£

1 0
0

1

2 1 2

1 2

F F
W

( )L

00

2 2 1 2

0

2 2 1 2

0

1

2

T

T

C

L T

v dx dt

v dtn

Ú Ú
Ú

—( ) £

£ £

£

/

/

,

y

y

y

W

W

F

F

F

( )( ( ))

( )

H

HH1
1 0v L T C n( ( ( )) ), ; ,W

получим следующую сходимость: 
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Очевидно, что в силу (69) и того,  что 
yF Œ , ;L T1 20( )L  
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В силу (72)—(74) получим, что t  удовлетворя-
ет (25) в смысле распределений на ( )0,T : 
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Покажем, что t  удовлетворяет начальному 
условию (36). Так как 
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то после приведения подобных слагаемых в 
предыдущем равенстве получим, что 
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Лемма 4.0.6. Если v W H nŒ « ( ( ))3 W , то 
существует единственное решение задачи (25), 
(36) ts L TŒ , ;•( )0 2H , причем для любой после-
довательности решений аппроксимационной 
задачи (35)—(36) с x = 1  { }te e >0  верно, что 
t te Æ s  в L T• , ;( )0 2L  при e Æ 0 . 

Доказательство. Известно ([1]), лемма 2.3, 
что при v W H nŒ « ( ( ))3 W , t 0

2Œ H  существует 
и единственно решение ts C TŒ , ,([ ] )0 2H  задачи 
(22), (36), причем ∂

∂ Œ , ,t
t C T([ ] )0 1H . Заметим, 

что для x Œ ∂W  уравнение (22) можно перепи-
сать как 
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из чего следует, что t t l
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1 0 , так как 
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1Œ H . Для любого F Œ H0
1  выполнено равен-
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В силу леммы 4.0.4 для каждого e > 0  сущест-
вует единственное te , такое, что 
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Вычтем почленно (79) из (78): 
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Возьмем в (80) F = - Œ , ;•t tes L T( )0 0
1H : 
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Из этого получается, что 
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Оптимальное управление правыми частями в начально-краевой задаче для модели вязкоупругой среды...



124 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2007, № 2

Пусть t t t te es L T s t- = -
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интегрируем предыдущее равенство по t tŒ ,[ ]0 0  
аналогично тому, как это делалось в лемме 4.0.2. 
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Теорема 4.0.3. Если v vl ⇀ *  слабо в W  к 

v W* Œ  при l Æ •  , t l L TŒ , ;•( )0 2L  — решение 
задачи (25), (36) с v vl= , то существует t*  
— одно из решений задачи (25), (36) с v v= * , и 
такая подпоследовательность { } { }t tl k l lk =

•
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что t tlk

⇀ *  *-слабо в L T• , ;( )0 2L  при k Æ • . 
Доказательство. В силу оценки (67) и ог-

раниченности (вследствие слабой сходимости 
vm  в W ) последовательности vl W
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простоты обозначать l mk = . Поэтому необхо-
димо только показать, что t +  удовлетворяет 
(25), (36) с v v= *  и можно взять t t* += . Дока-
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Учитывая, что W L T CÃ , ;2 0( ( ))W  вполне непре-
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  (84)

В силу (83)—(84) получим, что t +  удовлет-
воряет (25): 
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То что t +  удовлетворяет (36) доказывается так-
же, как и в предыдущей лемме, с учетом того, 
что из оценки (68) и слабой сходимости в W  
d
dt L T( ) ( )t + , Œ ,F 2 0 . �

Определим многозначный оператор 

 M WL T0 20: , ;•( )L

с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  П о л о ж и м ,  ч т о 
M v L T0 20( ) ( )Ã , ;• L  — это множество таких ре-
шений задачи (25), (36) t , что существует 
последовательность решений аппроксимацион-
ной задачи (35), (36) t te ⇀  слабо в L T• , ;( )0 2L  
при e Æ 0 . Заметим, что сужение M0  на 
W H n« ( ( ))3 W  в силу леммы 4.0.6 является од-
нозначным оператором и для v W H nŒ « ( ( ))3 W  
верно, что M v C Ts0

20( ) ([ ] )= Œ , ,t H . В силу те-
оремы 4.0.3 так введенный оператор M0  обла-
дает следующим свойством: если v vl ⇀ *  слабо 
в W , то 

 $ Œ Œ Œ* * *( , ( ), ( ))k M v M vl l lk k k
� ⇀t t t t0 0  

 *-слабоL T•( , ; ).0 2L

Очевидно, что для оператора N , упомянутого в 
начале работы, справедливо: 
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5. СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
РЕШЕНИЯ

Н а з о в е м  м н о ж е с т в о  п а р  ( )v u W, Œ ¥ 
( )L T H¥ , ;2 0 , удовлетворяющих задаче 

   J v v u v t v t u t dt
T

( , , ) ( ( , ), ( , ), ( , )) inf,� �= ◊ ◊ ◊ ÆÚ0
F  (85)
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 v vt t= == , = ,0 0 0 0t t  (87)

где v V H n
0

2 3Œ « ( ( ))W ,  t 0
2

0
1Œ «H H ,  j ŒV  

множеством допустимых элементов A . Очевид-
но, что A Ã ¥ , ;W L T H2 0( ) . 

Лемма 5.0.7. A  не пусто. 
Доказательство. Возьмем v W H n

a
Œ « ( ( ))3 W , 

v v
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=
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Теорема 5.0.4.  Существует решение 

( ) ( )v u W L T H* *, Œ ¥ , ;2 0  задачи (31)—(32). 
Доказательство. Так как A π Δ , то сущес-

твует последовательность {( )}v um m m, Ã=
•

1 A , 
такая, что: 

 inf ( ) lim ( )
( )v u m

m m mJ v v u J v v u
, Œ Æ•

, , = , , ,
A

� �  (88)

причем J v v u Rm m m( )� , , £ < •  равномерно по m . 
Поэтому, в силу (30) 

 

C v dt v dt

u dt

T

m H

T

m H

T

m L T H

T

n1 0

2

0

2

0 0

2

0

2

2

Ú Ú
Ú

Ú

+ +(
+ ) £

£

, ;

� ( ( )) )

( )

(

W

F mm m m

m m m

v v u dt CT

J v v u CT R CT
�

�

, , + =
= , , + £ + .

)

( )

 (89)

В силу (89) существует c1 0> , такая, что 
v cm W

£ 1 , u cm L T H2 0 1( ), ;
£  равномерно по m > 0

. Вследствие этого, переходя, если нужно, к 
подпоследовательности, получим, что 

 v vm ⇀ *  слабо в W u um, *⇀  
 слабо в L T H2 0( ), ; ,  (90)
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t

v
t

m ⇀  слабо в L T H2 0( ), ; .  (91)

В силу (90) и вложения W L T VÃ , ;2 0( ) , следу-
ющего, например, из теоремы 4.0.2, можно 
считать, что v vm Æ *  сильно в L T V2 0( ), ; . Пусть 
tm mM vŒ 0( ) , t* *ŒM v0( )  выбраны такими, что 
из { }tm  можно выбрать сходящуюся к t*  *-сла-
бо в L T• , ;( )0 2L  подпоследовательность. Такой 
выбор возможен в силу теоремы 4.0.3. Необхо-
димо показать, что ( )v u* *,  — решение задачи 
(85)—(87). Пусть j Œ , ;L T V2 0( ) . В силу того, 
что — Œ , ;j L T2 20( )L , из теоремы 4.0.3 (возмож-
но, после перехода к подпоследовательности 
{ } { }v vm k m mk =

•
=

•Ã1 1 ) следует: 

 
0 0

0
T T

mdt dtÚ Ú*, — - , — Æ .( ) ( )t j t j  (92)
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Покажем, что W L T HÃ , ;•( )0  компактно. Из-
вестно  (например в  [7] ,  с .  172) ,  что 
W C T VÃ , ;([ ] )0  непрерывно и, таким образом 
всякое ограниченное в W  множество M  будет 
ограниченно и в W T V H( )0 2, ; •, ; ; . Заметим, что 
V HÃ  компактно. В [4] показано, что в этом 
случае M  относительно компактно в C T H([ ] )0, ;  
(см. также [8], теорема 4.14, с. 71). В силу ком-
пактности вложения W L T HÃ , ;•( )0 , а также 
компактности вложения W L T C nÃ , ;2 0( ( ( )) )W , 
показанной в лемме 4.0.1, и ограниченности 
последовательности { }vm m=

•
1  в W : 
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В силу (92)—(94): 
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Заметим, что в силу (90) 
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В силу непрерывности вложений W L T VÃ , ;•( )0  
(например в [7], с. 172), и W L T C nÃ , ;2 0( ( ( )) )W  
(лемма 4.0.1), имеем: 
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Аналогично (76) показывается, что v*  удов-
летворяет начальному условию (87). Отсюда 
следует, что ( )v u* *,  — обобщенное решение 
задачи (85)—(87). Покажем теперь, что ( )v u* *,  
— сильное решение задачи (31)—(32). Рассмот-
рим функционал 

А. В. Кузнецов
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По теореме Хана—Банаха функционал �N v( )*  
продолжается с сохранением нормы на все 
L T H2 0( ), ;  (такое продолжение единственно), а 
так как ( ( ))L T H2 0, ; *  отождествляется с L T H2 0( ),, ;  
то можно считать, что �N v L T H( ) ( )* Œ , ;2 0 . Извест-
но (см. [9]), что функционал вида (85) являет-
ся выпуклым и полунепрерывным снизу. Так 
как выпуклый полунепрерывный снизу функ-
ционал полунепрерывен снизу также и в слабой 
топологии W L T H¥ , ;2 0( )  (см., например, [10], 
с. 20), то из (88) следует, что 
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Таким образом, из (96)—(98) следует, что 
( )v u* *,  — сильное решение задачи (31)—(32), 
так как для любого j Œ , ;L T V2 0( )  справедливо 
равенство 
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