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ИЗ ПОДПРОСТРАНСТВА
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Воронежский государственный университет

В данной статье рассматриваются спектральные свойства дифференциального оператора, по-
рожденного задачей Коши в весовом функциональном пространстве L Xp

w( , ) +  с начальным 
условием из заданного подпространства E  банахова пространства X .

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство и w : {0} + +Æ \  — весовая фун-
кция обладающая свойством сбалансированнос-

ти: W
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Через L L Xp
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p
w= ( , ) + , где p Œ •[1, ) , обозна-

чим банахово пространство измеримых (по 
Бохнеру) и суммируемых со степенью p Œ •[1, )  
нормы (классов) функций, определённых на 
 +  со значениями в X  и имеющих конечную 
норму, определенную равенством 

  x w t x t dt x LLp
w

p
p

p
w= ( ) ( ) , .

0

1/•

Ú
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
Œ

Символом L L Xw w
• • += ( , )  обозначим банахово 

пространство существенно ограниченных изме-
римых на  +  функций, принимающих значе-
ния в X  и имеющих конечную норму, опреде-
ленную равенством 

  x w t x t x LLw
t

w
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Через C C Xb
w

b
w= +( , )  обозначим подпро-

странство из Lw
•  непрерывных функций. В 

дальнейшем оно выступает в качестве «самосто-
ятельного» банахова пространства.

Далее, символом F Fw w X= +( , )  обозна-
чим одно из рассматриваемых функциональных 
пространств (используется обозначение 
F w

p
w

b
wL CŒ Œ •{ , [1, ], } ).

В случае w ∫ 1  пространства F w
p
w

b
wL C, ,  бу-

дем обозначать через F , ,L Cp b  соответственно.
В работе изучается дифференциальное урав-

нение 

  � x t A t x t f t f tw( ) ( ) ( ) ( ), , ,= + Œ ≥ 0     (1)

рассматриваемое в функциональном пространс-
тве F w , где отображение A LO X: ( ) + Æ  тако-
во, что любое решение x wŒ F  уравнения 

  
�x t A t x t
x x
( ) ( ) ( )
( )

=
=

Ï
Ì
Ó 0 0

удовлетворяет условию x t U t s x s( ) ( , ) ( )=  для 
сильно непрерывного семейства эволюционных 
операторов { ( , ), }U t s s t End X0 £ £ < • Ã , об-
ладающего свойством M U t sU

t s
= < •

£ - £0 1
sup ( , )  

(и, значит, для некоторых C ≥ 0  и a Œ   допус-
кающего оценку вида U t s Ce t s( , ) ( )£ -a ).

Пусть E  — замкнутое подпространство из 
X . Рассматривается задача существования 
слабых решений x  уравнения (1), принадле-
жащих банахову пространству F w  и для кото-
рых выполнено условие

 x E(0) .Œ     (2)

При этом функция x wŒ F  называется слабым 
решением (mild solution [3]) дифференциаль-
ного уравнения (1), если существуют функция 
f wŒ F  и вектор x X0 Œ  такие, что для всех t ≥ 0  
верно равенство 

  x t U t x U t f d
t

( ) ( ) ( ) ( ) .= - -Ú0
0

t t t     (3)

Исследуя такую задачу, удобно ввести в рас-
смотрение линейный оператор 

 L L F F FE E
w w wD: ( ) ,Ã Æ =

область определения которого состоит из непре-
рывных функций x wŒ F , удовлетворяющих 
условию (2), причем существует f wŒ F  такая, 
что функции x  и f  удовлетворяют равенству 
(3). Тогда полагается LEx f= .

Следует отметить, что определение операто-
ра LE  корректно, то есть функция f , для кото-
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рой верно равенство (3) единственна (что озна-
чает принадлежность LE  множеству LO w( )F ).

Определение 0.1. Будем говорить, что 
с е м е й  с т в о  э в о л ю ц и о н н ы х  о п е р а т о р о в 
{ ( , ), }U t s s t End X0 £ £ < • Ã  для a Œ   допус-
кает (экспоненциальную) a -дихотомию, если 
существует проекторозначная функция 
P End X:  + Æ  такая,  что для любых 
t s t s, ,Œ ≥W  и некоторых C , > 0e  выполнены 
свойства

1. U t s ImP s ImP t U t s KerP s KerP t( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( );Õ =
2 .  U t s x Ce xt s( , ) ( )( )£ - -a e  д л я  л ю б ы х 

x ImP sŒ ( );
3 .  U t s x C e xt s( , ) 1 ( )( )≥ - + -a e  д л я  л ю б ы х 

x KerP sŒ ( ).
В этом случае будем использовать обозна-
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В случае P ∫ 0 , будем полагать c a- = -•( )U , 
в случае P I∫  — положим c a+ = •( )U .  

Замечание 1. Отметим, что a -дихотомия 
семейства U  эквивалентна дихотомии (в тра-
диционном смысле) эволюционного семейства 
{ ( , ), }, ( , ) ( , )U t s s t U t s U t ss t

1 10 £ £ < • = -a , а ве-
личины a c a

-
-

1 ( )U  и ac a+
-( ) 1U  совпадают с 

верхним генеральным показателем ([2]), соот-
ветственно, сужения семейства U1  на образы 
значений функции P  и обратного семейства к 
сужению U1  на ядра значений функции P . 

Теорема 1. Резольвентное множество 
оператора L FE

wLOŒ ( )  не пусто тогда и 
только тогда, когда существует a Œ   такое, 
что семей ство U  допускает a -дихотомию, а 
проекторозначная функция P , осуществля-
ющая дихотомию семейства U , обладает 
с в о й с т в о м  Ker P E( )0 = .  В  э т о м  с л у ч а е 
r l c l ca a( ) { : Re }LE = Œ < <- +� . 

�  Доказательство непосредственно вытека-
ет из [1]. �

Теорема 2.  Резольвентное множество опе-
ратора L FE

wLOŒ ( )  не пусто тогда и только 
тогда, когда существует a Œ   такое, что семей-
ство U  обладает свойством a -дихотомии, а 
проекторозначная функция P , осуществляю-
щая дихотомию семейства U , обладает свой ст-
вом Ker P E( )0 = , причем w w+ - + -- < -c ca a , 

где w
w t s w s
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.  В этом случае 

r l c l ca a( ) { : Re }LE w w= Œ + < < +- + + -� . 
�  Рассмотрим эволюционное семейство 

{ ( , ), } ,V t s s t0 £ £ < • Ã F  ( , ) ( ) ( ) ( , )t s w t w s U t s= -1  
и оператор B LO Bx t w t x twŒ ( , ), ( )( ) = ( ) ( )F F . 
Поскольку LE EB B= -1

L , где LE x y= Œ ¥{( , ) F  
t

x t V t x V t y¥ = - Ú: ( ) ( , ) ( , ) ( )F 0 0
0

t t  для некоторо-

го  x E0 Œ } , то спектры операторов LE  и LE  
совпадают. В силу сбалансированности функ-
ции w  величины w+  и w-  конечны, кроме того 
верно неравенство 

0 1
( , )

£ - £
< •

t s
V t ssup , что позво-

ляет применить к оператору LE  теорему 1, по-
лучив справедливость утверждения данной 
теоремы. �
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