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СИНТЕЗ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ МОДАЛЬНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ 
ДЛЯ ОБЪЕКТОВ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

А. В. Дылевский

Воронежский государственный университет

Решается задача построения бесконечномерного модального регулятора для объекта с распре-
деленными параметрами. Передаточные функции объекта, регулятора и замкнутой системы 
рассматриваются в классе мероморфных функций. Модальный регулятор синтезируется не-
посредственно по желаемой передаточной функции замкнутой системы. Метод синтеза регу-
лятора сводится к поиску интерполяционного ряда. Приводится пример.

ВВЕДЕНИЕ  

Проблема управления объектами с распре-
деленными параметрами представляет собой 
одну из актуальных проблем теории автомати-
ческого управления [1, 2, 3 ]. Об этом свиде-
тельствует появление в отечественных и зару-
бежных изданиях многочисленных публикаций 
как теоретического, так и прикладного харак-
тера, проведение различных конференций и 
симпозиумов, посвященных этой проблеме. 
Трудно указать какую-нибудь естественно-на-
учную, техническую или промышленную об-
ласть, где бы не возникали задачи, связанные 
с использованием объектов с распределенными 
параметрами. Кроме того, интерес исследова-
телей к данной проблеме объясняется тем, что 
объекты с распределенными параметрами, яв-
ляясь бесконечномерными, описываются 
трансцендентными передаточными функция-
ми. Это обстоятельство не позволяет непосредс-
твенно применять к объектам с распределен-
ными параметрами методы теории автомати-
ческого управления объектами с сосредоточен-
ными параметрами. Однако на основе струк-
турной теории распределенных систем для 
достаточно широкого класса распределенных 
объектов могут быть получены эффективные 
методы синтеза линейных систем автоматичес-
кого управления [4, 5].

В данной работе решается задача синтеза 
модальной системы управления для объекта с 
распределенными параметрами, описываемого 
мероморфной передаточной функцией. Пере-
даточные функции регулятора и замкнутой 
системы также рассматриваются в классе меро-

морфных функций. Иными словами, для бес-
конечномерного объекта управления решается 
задача построения бесконечномерного регуля-
тора, обеспечивающего заданное желаемое 
распределение полюсов и части нулей переда-
точной функции замкнутой системы. Метод 
синтеза регулятора сводится к поиску интерпо-
ляционного ряда, решающего задачу интерпо-
лирования мероморфной функции в счетном 
числе узлов (не обязательно различных), явля-
ющихся нулями некоторой целой функции. В 
качестве иллюстрации метода в статье рассмат-
ривается пример построения модального регу-
лятора для однородного механического элемен-
та, испытывающего продольные колебания.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть передаточная функция W p( )  объекта 
управления является мероморфной функцией 
в конечной комплексной плоскости (исключая 
p = • ). Известно [6], что каждую функцию, 
мероморфную в комплексной плоскости, можно 
представить в виде отношения двух целых фун-
кций, не имеющих общих нулей, т. е. в следую-
щем виде: 

  W p
B p
A p

( ) =
( )
( )

.     (1)

Здесь A p( )  и B p( )  — целые функции, не имею-
щие общих нулей.

Обозначим через C < , >r s  множество целых 
функций порядка r  и типа s . Относительно 
целых функций A p( )  и B p( )  будем дополни-
тельно предполагать, что A p( )  и B p( )  функции 
конечного порядка, для которых выполнено 
одно из следующих условий: 
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 либо 0 < = £r r s sB A B A, .  (3)

Так как величины r  и s  являются харак-
теристиками роста (скорости роста) модуля 
целой функции, то неравенства (2) и (3) озна-
чают, что числитель B p( )  мероморфной функ-
ции W p( )  должен расти не быстрее знаменате-
ля A p( ) . Поэтому каждое из соотношений (2) 
или (3) можно рассматривать как условие фи-
зической реализуемости передаточной функции 
(1).

Следует отметить, что функции конечного 
порядка являются простейшими после много-
членов целыми функциями (порядок многочле-
нов равен нулю).

Итак, для заданной мероморфной переда-
точной функции W p( )  объекта (1) рассмотрим 
задачу построения мероморфной передаточной 
функции регулятора 

 V p
S p
R p

( ) =
( )
( )

,     (4)

обеспечивающего заданное распределение по-
люсов и части нулей передаточной функции 
F( )p  замкнутой системы управления, структур-
ная схема которой изображена на рис. 1. 

Рис. 1 

В формуле (4) предполагается, что искомые 
функции S p C S S( ) < , >Œ r s

 и R p C R R( ) ,< >Œ r s
 яв-

ляются целыми функциями конечного порядка, 
для которых выполнено одно из условий физи-
ческой реализуемости передаточной функции 
регулятора 

 или 0 £ <r rS R,  (5)

 или 0 < = £r r s sS R S R, .  (6)

2. СИНТЕЗ МОДАЛЬНОГО РЕГУЛЯТОРА

По структурной схеме, представленной на 
рис. 1, находим передаточную функцию замкну-
той системы 

  F( ) =
( ) ( )

1 ( ) ( )
p

W p V p
W p V p+

.  (7)

Далее, принимая во внимание формулы (1) и 
(4), представим передаточную функцию F( )p  
следующим образом: 

  F( ) =
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.p

B p S p
B p S p A p R p+

    (8)

Зададимся желаемым распределением нулей 
и полюсов передаточной функции F( )p . С этой 
целью введем в рассмотрение целую функцию 
Q p C Q Q( )

< , >
Œ

r s
, определяющую распределение 

части нулей функции F( )p , и целую функцию 
D p C D D( ) < , >Œ r s

, определяющую распределение 
полюсов передаточной функции F( )p . Тогда 
желаемая передаточная функция F( )p  замкну-
той системы управления может быть представ-
лена в виде 

  F( ) =
( )
( )

.p
Q p
D p

    (9)

Из равенств (8) и (9), приравнивая соответс-
твенно числители и знаменатели дробей, полу-
чаем систему уравнений относительно функций 
S p( )  и R p( )  

  
B p S p Q p
B p S p A p R p D p

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

=
+ =

Ï
Ì
Ó

    (10)

Очевидно, что при известной целой функции 
S p( )  функция Q p( )  полностью определена. 
Таким образом, для решения поставленной 
задачи требуется решить следующее уравне-
ние: 

  B p S p A p R p D p( ) ( ) ( ) ( ) ( ).+ =     (11)

Для того чтобы обеспечить заданное располо-
жение части нулей передаточной функции 
F( )p , решение уравнения (11) будем искать в 
виде 

  
S p S p p A p
R p R p p B p

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),

= -
= +

0

0

g
g

    (12)

где g
rg sg( )

< , >
p CŒ  — произвольная целая фун-

кция, а функции S p0( )  и R p0( )  являются реше-
нием уравнения 

  B p S p A p R p D p( ) ( ) ( ) ( ) = ( ).0 0+     (13)

Имеет место следующая теорема.  
Т е о р е м а 1.  Если целые функции 

A p C A A( ) < , >Œ r s
 и B p C B B( ) < , >Œ r s

 не имеют об-
щих нулей и удовлетворяют условию (2) или 
(3), то для любой целой функции D p C A D( ) < , >Œ r s

, 
s sD A≥ , существует единственная пара целых 
функций S p C S S

0

<
0

,
0

>
( ) Œ

r s
, где либо rS0

0= , 
sS0

0= ,  либо r rS A0
= ,  s sS A0

= ,  и R p0( ) Œ 
C A D A< , >Œ -r s s

, являющаяся решением уравнения 
(13).  

Доказательство. Обозначим через ai , i Œ� , 
нуль кратности ni  целой функции A p( ) . Так как 
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A p( )  имеет счетное число нулей, то перенуме-
руем нули ai  в порядке неубывания их моду-
лей 

  0 .1 2£ £ £ £ £a a a… …i

Тогда, дифференцируя mi  раз ( m ni i= 0, 1- ) 
уравнение (13) и учитывая, что по условию 
теоремы функции A p( )  и B p( )  не имеют общих 
нулей, т. е. 

  B ii( ) 0 ,a π " Œ�
получаем интерполяционную задачу 

 
[ ( ) ( )] = ( ),

= 0, 1, .

0 =
( ) ( )B p S p D

i

p i
i i

i

i i

a
m m a

m n - Œ�
    (14)

Условие (14) после элементарных преобра-
зований представим следующим образом: 

S
D p
B p

ii
i

p i

i

i i
( )

( )

( )
( )
( )

, , , .m

a

m

a m n=
È

Î
Í

˘

˚
˙ = - Œ

=

0 1 �  (15)

Следует отметить, что если 

D p
B p

q const i
p i

i

i i
( )
( )

, , ,
( )

È

Î
Í

˘

˚
˙ = = " Œ = -

=a

m

m n� 0 1  (16)

то полагаем 

 S p q S S0 0 0
( ) = , = 0, = 0.r s     (17)

Таким образом, решением интерполяцион-
ной задачи (15) является целая рациональная 
функция.

Пусть теперь условие (16) не выполняется. 
Введем в рассмотрение правильную систему 
контуров { }Cn  (см. [7]). Кроме того, обозначим 
через bi , i Œ� , нули целой функции B p( ) , 
упорядоченные в порядке неубывания их мо-
дулей 

  0 .1 2£ £ £ £ £b b b… …i

Тогда, как показано в [8], многочлен Эрмита 

S p
j

A s A p
A s s p

D s
B s

ds p EN

CN

N( )
( ) ( )
( )( )

( )
( )

, ,'= -
-

Œ
¢
Ú

1
2p

 (18)

 интерполирует функцию 
D s
B s

( )
( )

 в точках a1 , a2 , 

… , aN . Здесь EN
'  — M -связная область ана-

литичности функции 
D s
B s

( )
( )

, содержащая нули 

a1 , a2 , … , aN  функции A p( )  и не содержащая 
нули b1 , b2 , … , bM , b aM N£ , функции B p( ) ; 

¢CN  — граница области ¢EN , контур из правиль-
ной системы контуров { }Cn . Применяя к фун-
кции (18) теорему Коши о вычетах, после эле-
ментарных преобразований получаем следую-

щее представление интерполяционного поли-
нома: 

S p
A p

p
s

A si

N

r

i

i
r

l r

i
i

i

0
1 0

1

11
( )

( )
( )

( )
( )

=
-

-
-È

Î
Í
Í

˘

˚= =
+

=

-

Â Â Â
n n n

a
a

˙̇
˙

¥

¥
È

Î
Í

˘

˚
˙ - - -

=

- -

=

-

s i

i l

s i

l r

i

D s
B s l l r

a

n

a
n

( )

( )
( )
( ) ( )!( )!

.

1

1
1

 (19)

Устремляя в формуле (18) N Æ • , находим 
интерполяционный ряд, являющийся единс-
твенным решением [1, 8] интерполяционной 
задачи (15) 

 

S p S p
A p

p

s

N
N

i r

i

i
r

l r

i

0
1 0

1

1

1

( ) lim ( )
( )

( )

(

= =
-

¥

¥
-

Æ• =

•

=

-

+

=

-

ÂÂ

Â

n

n

a

aii
i

s i

i l

s i

l r

i

A s
D s
B s

)
( )

( )
( )

(

( ) ( )n

a

n

a

n

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ ¥

¥

=

- -

=

-1

1
-- - -1 l l r)!( )!

.

 (20)

Так как ai  являются нулями функции A p( ) , 
то интерполяционный ряд (20) имеет своими 
членами целые функции и по построению схо-
дится во всех точках конечной комплексной 
плоскости. Поэтому в силу утверждения [9] о 
том, что сумма равномерно сходящегося ряда 
голоморфных функций является голоморфной 
функцией во всех внутренних точках того мно-
жества, на котором этот ряд равномерно сходит-
ся, функция S p0( ) , определяемая интерполяци-
онным рядом (20), является целой. Кроме того, 
порядок и тип функции S p0( )  совпадают с по-
рядком и типом целой функции A p( ) . Это сле-
дует из того, что интегрирование и дифферен-
цирование не меняет порядок и тип целой 
функции [6]. Таким образом, S p0( )  — целая 
трансцендентная функция и 

  r r s sS A S A0 0
= , = .     (21)

Так как функция S p0( )  удовлетворяет усло-
вию (14), то все нули функции A p( )  являются 
нулями функции D p B p S p( ) ( ) ( )0- . Поэтому 
функцию D p B p S p( ) ( ) ( )0-  можно представить 
в следующем виде [6]: 

  D p B p S p P p P p eA
T p( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ,0

( )-     (22)

где T p( )  — многочлен конечной степени, P p( )  
и P pA( )  — некоторые канонические произведе-
ния. При этом 

 A p P p eA
TA p( ) = ( ) ,( )

    (23)
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T pA( )  — многочлен степени, не превосходящей 
rA ; P pA( )  — как и ранее, бесконечное произве-
дение, построенное по нулям функции A p( ) . 
Тогда из формул (22), (23) и (24) находим фун-
кцию 

  
R p

D p B p S p
A p

P p e P p eT p TA p
R

TR p

0
0( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) .( ) ( ) ( )

=
-

=

= =-

    (24)

Определим теперь порядок и тип целой фун-
кции R p0( ) . Из определения порядка целой 
функции, неравенств (2), (3), а также соотно-
шений (17), (21) и условия теоремы r rD A=  
вытекает, что разность D p B p S p( ) ( ) ( )0-  имеет 
порядок rA . Поэтому в силу формулы (24) по-
рядок целой функции R p0( )  будет равен 

 r rR A0
= .     (25)

Далее определим sR0
. Так как r r rD BS A= =

0
 и 

по условию теоремы s sD A≥ , то тип функции 
D p B p S p( ) ( ) ( )0-  равен sD . Тогда, принимая во 
внимание формулу (24), находим 

  s s sR D A0
= - .     (26)

Теорема доказана. 
Следует особо отметить конструктивный 

характер доказательства теоремы 1. Действи-
тельно, формулы (20) и (24) не только позво-
ляют доказать утверждения теоремы, но и дают 
возможность практического определения пере-
даточной функции регулятора.

З а м е ч а н и е 1.  Если все нули функции 
A p( )  являются простыми, то формула (20) 
может быть представлена следующим обра-
зом: 

 S p
A p
p

D
B Ai i

i

i
'

i
0

=1

( ) =
( ) ( )

( ) ( )
.

•

Â - a
a

a a
    (27)

Итак, если выполнены все условия теоремы 
1, то искомые функции S p0( )  и R p0( )  могут быть 
всегда найдены (например, по формулам (20) 
и (24)), причем единственным образом, а зна-
чит, передаточная функция регулятора полно-
стью определена и представляет собой меромор-
фную функцию 

  V p
S p
R p

S p p A p
R p p B p

( ) =
( )
( )

=
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,0

0

-
+

g
g

    (28)

где, как и ранее, g
rg sg( )

< , >
p CŒ  — произвольная 

целая функция. При этом передаточная функ-
ция замкнутой системы имеет вид 

 F( ) =
( )
( )

=
( )[ ( ) ( ) ( )]

( )
.0p

Q p
D p

B p S p p A p
D p

- g
 (29)

З а м е ч а н и е  2. В том случае, если в ка-
честве функции g ( )p  выступает целая рацио-
нальная функция, можно воспользоваться 
следующим фактом, вытекающим из определе-
ния порядка и типа целой функции. Целые 
т р а н с ц е н д е н т н ы е  ф у н к ц и и  Y( )p  и 
P p p P p1 2( ) ( ) ( )Y + , где P p1( )  и P p2( )  — произволь-
ные многочлены, одного порядка и одного 
типа.  

Нетрудно заметить, что задача распределе-
ния нулей передаточной функции замкнутой 
системы F( )p  сводится к решению следующего 
уравнения: 

 B p S p p A p Q p( )( ( ) ( ) ( )) ( )0 - =g  (30)

относительно неизвестной функции g ( )p . Оче-
видно, что в силу (30) функция Q p( )  всегда 
будет содержать нули функции B p( ) . Тем са-
мым, задача распределения нулей передаточной 
функции замкнутой системы может быть реше-
на лишь частично, т. е. можно говорить о рас-
пределении только части нулей мероморфной 
функции F( )p .

Исследуем теперь вопрос о физической ре-
ализуемости передаточных функций модально-
го регулятора V p( )  и замкнутой системы F( )p . 
С этой целью рассмотрим следующую теорему.  

Т е о р е м а 2. Передаточные функции регу-
лятора (28) и замкнутой системы (29) всегда 
реализуемы, если выполняются неравенства 

  r rg £ A,  (31)

 s s s cgD A≥ +2 ,  (32)

где 

 c
r r
r r

g

g
=

=
<

Ï
Ì
Ó

1
0
, ,
, .

A

A
    (33)

Доказательство. Одним из условий физичес-
кой реализуемости передаточной функции регу-
лятора (28) является выполнение неравенства 

 r rR S≥ .     (34)

Так как по условию (31) порядок функции 
g ( )p  не превосходит rA , то согласно определе-
ния порядка целой функции, теоремы 1 и фор-
мул (12), (25) имеем 

 r r r rS A R A= =, .     (35)

Таким образом, неравенство (34) выполняется.
Покажем, что справедливо неравенство 

  s sS R£ .     (36)

В самом деле, принимая во внимание фор-
мулы (12) и условия (2), (3), а также соотноше-
ния (21), (26), (32), (33), получаем 
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  s s c s s s sgS A R D A= + = -, .     (37)

Очевидно, что из равенств (37) и условия (32) 
сразу вытекает справедливость неравенства 
(36). Таким образом, условие (32) теоремы га-
рантирует выполнение соотношений (35), (36), 
обеспечивающих физическую реализуемость 
передаточной функции регулятора V p( ) , опи-
сываемой формулой (28).

Для передаточной функции замкнутой сис-
темы (29) в силу условий (10), (12), неравенств 
(2), (3), а также условия (32) теоремы получа-
ем 

  
r r r
s s s c s s c s sg g

Q A D

Q B A A D

= =
£ + + £ + £

,

.2
Отсюда сразу следует физическая реализуе-
мость передаточной функции F( )p  замкнутой 
системы, определяемой формулой (29). Теорема 
доказана. 

3. ПРИМЕР

Рассмотрим задачу построения модального 
регулятора для однородного механического 
элемента с распределенными параметрами, 
испытывающего продольные колебания, пере-
даточная функция которого определяется сле-
дующей формулой [10]: 

 W p
k

p p
( ) = .

sh t
    (38)

Здесь k  и t  — некоторые положительные по-
стоянные. Из формулы (38) сразу следует, что 

  B p k A p p p( ) = , ( ) = .sh t  (39)

Поэтому B p C( ) <0,0>Œ , A p C( ) <1, >Œ t . Очевидно, 
что условие (2) выполняется.

Из условий физической реализуемости (31), 
(32) следует, при g

sg( )
,

p CŒ
< >0

 и r rD A= = 1  
должно выполняться следующее неравенство: 

  s s tD A≥ =2 2 .     (40)

Пусть распределение полюсов передаточной 
функции F( )p  замкнутой системы задается 
целой функцией 

D p p p D p C( ) ( )sh ( ), ( ) ,,= + + Œ < >t b t l t2 1 2  (41)

где b > 0  и l > 0  — некоторые произвольные 
действительные числа. Очевидно, что условия 
(40) для заданной целой функции (41) выпол-
нены.

Нетрудно проверить, что целая функция 
A p( )  имеет своими нулями 

  a n a p
t

n0 00 2 1 0= = = = Œ, , , , \ { }.n nj
n

n �

Поэтому формула (16) в данном случае прини-
мает вид 

  S p J p J p0 1 2( ) ( ) ( ),= +  (42)

где 

  J p
A p

p
D

B An
n

n

n

n n
1

0

( )
( ) ( )

( ) ( )
,=

- ¢=-•
π

•

Â a
a

a a
 (43)

 

J p
A p
p

s
A s

D s
B s

r
r

l r s

l

2
0

1

1

1 2

0

1

( )
( )

( )
( )
( )

( )

= ¥

¥
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘
=

+

= =

-

Â

Â
˚̊
˙ - -

=

-

s

l r

l l r
0

1
1

( )

( )!( )!
.
 (44)

Рассмотрим интерполяционный ряд (42) под-
робнее. С этой целью при n Œ�  находим 

  D j n A j nn n
n( ) ( )sh , ( ) ( ) .a b p l a p= + ¢ = -2 1

Отсюда, учитывая очевидное равенство 
B kn( ) =a , получаем 

      J p
k

p p
j n

j n p j nn
n

n

1

2

=
0

( ) =
( 1) ( )

.
sh

sh
l t b p

p p
t

-•
π

•

Â - +

-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 (45)

Объединяя в формуле (45) слагаемые с индек-
сами n  и -n , находим 

n
n

n

n

nj n

j n p j n
p

=-•
π

•

=

•

Â Â- +

-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

0
1

1
2

1( ) ( ) ( )b p

p p
t

b
t pp n2

2 2

2+ p
t

.  (46)

Принимая во внимание равенство [6] 

  
1 1

1
2

1
2 2 2sh

( ) ,
p p

p
p nn

n= + -
+=

•

Â p
 (47)

из формул (45), (46) после элементарных пре-
образований окончательно получаем следующее 
выражение: 

      J p
k

p p
p

p1

2

( )
sh

sh
sh

.= - + -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

l t t b b
t

t
 (48)

Далее рассмотрим сумму J p2( ) . Так как 

 
p

p p

p
A p

p
A p

p p p
p

Æ

Æ Æ

=

È

Î
Í

˘

˚
˙
¢

= -

0

2

0

2

0
2

1
lim

( )
,

lim
( )

lim
sh ch

sh

t

t t t
t

== 0

 (49)

и 

 
p

p

D p
B p k

D p
B p k

Æ

Æ

=

È

Î
Í

˘

˚
˙
¢

= +

0

2

0

2 2

lim
( )
( )

sh ,

lim
( )
( )

(sh sh )

b l

t l b l ,,
 (50)

то из формулы (44) и соотношений (39), (49), 
(50) сразу получаем 
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J p

k
p

k
p

k
p

p

2

2 22

( )

sh
sh

sh
sh

sh sh
.

=

= + +l t b l t b l
t

t  (51)

Таким образом, учитывая равенства (48) и 
(51), а также обозначения (43), (44), формула 
(42) принимает окончательный вид 

  S p
k

p p0
2 21

2( ) ( )sh sh sh .= + +ÈÎ ˘̊t b l b l t

Из условия (13) найдем функцию R p0( ) . В 
самом деле, 

  
D p B p S p

p p p p
( ) ( ) ( )

( )sh sh( ) sh sh .
- =

= + + -
0

2 2t b t t l b l t
Тогда 

  
R p

D p B p S p
A p

p p

0
0

2 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( ) .

=
-

=

= + + -t b t l b l
В результате передаточная функция регулятора 
для объекта управления с передаточной функ-
цией (38) и произвольной целой рациональной 
функции g ( )p  имеет вид 

V p
S p
R p

k
p p p p p

p

( )
( )
( )

( )sh sh sh ( ) sh

(

= =

=
+ +ÈÎ ˘̊ -

+

0

0

2 21
2t b l b l t g t

t bb t l b l g)sh( ) sh ( )
.

p k p+ - +2 2
Передаточная функция замкнутой системы 
управления задается формулой 

  

F( )

( ) 2 ( )
( ) ( )

.
2 2

2

p

p p k p p p
p p

=

= + + -
+ +

t b l b l t g t
t b t l

sh sh sh sh
sh

Нетрудно проверить, что при выполнении 
условия g ( )0 0=  (например, для g ( )p p= ) сис-
тема управления имеет астатизм 1-го порядка.
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