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УДК 517.88

О ЧИСЛЕ ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ* 

М. С. Денисов

Воронежский государственный университет 

Основной результат работы состоит в следующем: если A  и B  — линейные, непрерывные, 
самосопряженные операторы, причем s( ) ( , 0)A « -•  и s( ) ( , 0)B « -•  состоят из m  и n  соот-
ветственно, отрицательных собственных значений, с учетом их кратности, при этом 
ker ker( ) = ( ) = {0}A B  и n m> ≥ 0 , то операторы AB  и BA  имеют не менее n m-  отрицатель-
ных собственных значений, с учетом их кратности.

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Приведем некоторые определения и факты, 
необходимые для дальнейшего изложения.

Пусть { ,( , )}H ◊ ◊  — гильбертово пространство, 
а G : H HÆ  — линейный, самосопряженный, 
непрерывный оператор, причем l = 0  не явля-
ется его собственным значением.

Рассмотрим полуторалинейную форму 
[ , ] := ( , )◊ ◊ ◊ ◊G . Гильбертово пространство { ,[ , ]}H ◊ ◊  
называется сингулярным G -пространством, 
если 0  — точка непрерывного спектра операто-
ра G , и регулярным G -пространством, если 
0  — регулярная точка оператора G .

В частности, если ker( ) { }G = q  и s( ) ( , 0)G « -•  
состоит из k , с учетом кратностей, собственных 
значений, то гильбертово пространство { ,[ , ]}H ◊ ◊  
называется G ( )k -пространством, а если при этом 
G G G= =* 1-  то гильбертово пространство 
{ ,[ , ]}H ◊ ◊  называется пространством Понтрягина 
и обозначается Pk .

Определение 1. Линейный непрерывный 
оператор A : H HÆ  называется G -самосо-
пряженным, если [ , ] = [ , ]Ax y x Ay  для любого 
x y, Œ H .  

Определение 2. Линейный непрерывный 
оператор A : H HÆ  называется G -диссипа-
тивным, если Im Ax x[ , ] 0≥  для любого x Œ H .  

Определение 3. Вектор x  называется по-
ложительным или неотрицательным, если 
[ , ] > 0x x  или [ , ] 0x x ≥ , отрицательным (непо-
ложительным), если выполнено [ , ] < 0x x  
([ , ] 0)x x £ , или нейтральным, если [ , ] = 0.x x  
Аналогичным образом, подпространство L HÃ  
назовем положительным (неотрицательным), 
отрицательным (неположительным) или нейт-
ральным, если для любого x ŒL  будет верно 

одно из следующих соотношений: [ , ] > 0x x  
([ , ] 0)x x ≥ , [ , ] < 0x x  ([ , ] 0)x x £  или [ , ] = 0.x x   

Напомним хорошо известный факт (см. [1]), 
который понадобится нам для доказательства 
вспомогательной теоремы 1.

Лемма 1. Пусть { ,( , )}H ◊ ◊  — гильбертово про-
странство, а G : H HÆ  — линейный непрерыв-
ный самосопряженный неотрицательный опера-
тор и ker { }G = q . Введем скалярное произведение 
( , ) : ( , )◊ ◊ = ◊ ◊1 G  и пополним по нему H  до �H.

Тогда G  допускает расширение до ограни-
ченного оператора � �G : H HÆ  и область зна-
чения оператора �G  совпадает с областью 
значения оператора G

1
2 .  

Докажем вспомогательную теорему 1, кото-
рая понадобится для доказательства основной 
теоремы 3.

Теорема 1.  Пусть B : H HÆ  — линейный 
непрерывный и диссипативный оператор, а 
G : H HÆ  — линейный непрерывный самосо-
пряженный оператор.

Если l = 0  не является собственным зна-
чением операторов B  и G , а отрицательный 
спектр оператора G  состоит из k , 0 < < •k  
собственных значений (с учетом кратностей), 
то у оператора BG  существует k -мерное G -
неположительное инвариантное подпростран-
ство L , такое, что Im BG( ( )) 0s � L ≥ .  

Доказательство проведем аналогично дока-
зательству теоремы 2, следующей ниже.  

Теорема 2. Пусть B : H HÆ  и G : H HÆ  
линейные непрерывные самосопряженные опе-
раторы. Если l = 0  не является собственным 
значением операторов B  и G , а отрицатель-
ный спектр оператора G  состоит из k , 
0 < < •k  собственных значений (с учетом 
кратностей), то у оператора BG  существует 
G -неположительное, k -мерное, инвариантное 
подпространство L , причем Im BG( ( )) 0s � L ≥ .
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Последний результат (теорема 2) был сооб-
щен Т. Я. Азизовым в докладе [2] .

Доказательство 1. Пусть G J G G G G= = -1
 

— полярное разложение оператора G . Введем 
скалярное произведение ( , ) := (| | , )1◊ ◊ ◊ ◊G  и по-
полним H  по нему до гильбертова пространства 
{ ,( , ) }1

�H ◊ ◊ .
Так как оператор G  непрерывен и самосопря-

жен, то J G G=| | 1-  — непрерывен, самосопря-
жен и является изометрическим, как относитель-
но исходного скалярного произведения ( , )◊ ◊ , так 
и относительно скалярного произведения ( , )1◊ ◊ .

Действительно, в первом случае имеем: 

  
( , ) (| | ,| | )

(| | | | , ) ( , ),

Jx Jy G Gx G Gy

G G x y x y

= =

= =

- -

-

1 1

2 2

причем это равенство выполняется для x y, Œ H.
Во втором случае имеем: 

  

( , ) (| || | , ) ( , )

(| | ,| | ) ( , ) ,

( ,

Jx y G G Gx y x Gy

G x G Gy x Jy

Jx

1
1

1
1

= = =

= =

-

-

JJy G G Gx G Gy

G G x y x y

) (| || | ,| | )

(| | | | , ) ( , ) ,
1

1 1

1 2
1

= =

= =

- -

-

причем эти равенства выполняются для x y, Œ H.
Поскольку из последнего равенства следует 

ограниченность оператора J  в �H , то он допус-
кает расширение по непрерывности до опера-
тора �J , являющегося в �H  унитарным и само-
сопряженным.

Введем в �H  индефинитную метрику 

[ , ] : ( , )◊ ◊ = ◊ ◊1 1

� �J , и заметим, что для векторов x y, Œ H  

выполняется равенство: [ , ] [ , ] : ( , ).x y x y Gx y1

�
= =  

Оператор BG  будет G -диссипативным опера-
тором в G ( )k -пространстве { ,[ , ]}H ◊ ◊ .

Действительно, поскольку оператор B  дис-
сипативный, получим: 

  Im[ , ] Im( , ) Im( , ) .BGx x GBGx x BGx Gx= = ≥ 0
Оператор A BG=  допускает расширение по 

непрерывности до оператора �A , который явля-
ется �J -диссипативным в �H  (см.[3, с. 221]).

Так как � �G G G G… -| | 1 , то из леммы 1 и того, 
что Ran G Ran G( ) = (| |)  следует, � �G G G G= -1 ,  
откуда получаем: Ran G( )� Ã H . Таким образом, 
поскольку � �A BG…  и оператор BG�  определен 
на всем �H , получим � �A BG= .

Заметим, что kerB = { }q  и kerG = { }q  тог-
да и ker �A = { }q . Cледовательно, все конечно-
мерные инвариантные подпространства опера-
тора �A  содержатся в H , откуда следует, что 
конечномерные инвариантные подпространства 
операторов �A  и A  совпадают.

Поскольку отрицательный спектр оператора 
G  состоит из k  с учетом кратности собственных 
значений, то пространство �H  c �J  метрикой 
является пространством Понтрягина Pk , (см. 
[3, с. 91]). Тогда, (см.[3, с. 212]), оператор �A  
обладает k -мерным инвариантным �J -неполо-
жительным подпространством L  и при этом 
Im A( ( )) 0s � � L ≥ .

Так как конечномерные инвариантные под-
пространства операторов �A  и A  совпадают, а 
на векторах из H  значения �J -метрики и G -мет-
рики одинаковы потому, что для любого x Œ H  
( , ) = (| || | , ) = ( , )1

1�Jx x G G Gx x Gx x- , то теорема 
доказана.

§ 2. ОЦЕНКА ЧИСЛА ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ 
СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ДЛЯ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ 

САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Докажем теперь основную теорему данной 
работы. В процессе доказательства нам понадо-
бится следующее определение.

Определение 4. Корневым линеалом Ll( )A  
линейного оператора A , отвечающим его собс-
твенному значению l , называют подпро-
странство состоящее из векторов x , таких, 
что существует l l x= ( ) Œ� , при котором 
( ) =A I xl- l q .  

Теорема 3.  Пусть { ,( , )}H ◊ ◊  — гильбертово 
пространство, A : H HÆ  и B : H HÆ  — ли-
нейные, непрерывные, самосопряженные опера-
торы. Если выполнены следующие три усло-
вия,  

1. s( ) ( , 0)B « -•  состоит из n  отрицатель-
ных собственных значений, с учетом их крат-
ности и ker( ) = { }B q . 

2. s( ) ( , 0)A « -•  состоит из m  отрицатель-
ных собственных значений, с учетом их крат-
ности и ker( ) = { }A q . 

3. n m> 0≥  
то операторы AB : H HÆ  и BA : H HÆ  име-
ют не менее n m-  отрицательных собствен-
ных значений с учетом их кратностей.  

Доказательство 3. Зададим в { ,( , )}H ◊ ◊  две 
полуторалинейные формы:

[ , ] := ( , )◊ ◊ ◊ ◊B B  и [ , ] := ( , )◊ ◊ ◊ ◊A A . Тогда { ,[ , ] }H ◊ ◊ B  
— B n( ) -пространство, и { ,[ , ] }H ◊ ◊ A  — A m( ) -про-
странство (см. [3, гл. 1, § 9]).

Оператор AB  в B n( ) -пространстве является 
B -самосопряженным, а следовательно и 
B -диссипативным. Тогда, по теореме 1, он об-
ладает инвариантным B -неположительным 

О числе отрицательных собственных значений произведения самосопряженных операторов
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подпространством L , причем dim n( ) =L  и 
Im AB( ( )) 0s � L ≥ .

Подпространство L  можно представить в 
виде прямой B -ортогональной суммы инвари-
антных подпространств оператора AB :

 L M M= [ ] [ ]
1l l

� … �+ +B B k
,     (1)

где M L Ll li i
AB= ( ) «  и l si ABŒ ( )� L  для 

любого i k= 1, ,… . Здесь и далее символом 
Lli

AB( )  мы обозначаем корневой линеал, отве-
чающий собственному значению li  оператора 
AB .

Представление (1) возможно, так как 
L Ll li B j

AB AB( )[ ] ( )^  если l li jπ  (см. [3, гл. 2, 
§ 3, с. 144]), и для любого l si ABŒ ( )� L  вы-
полняется следующее неравенство: Im i( ) 0l ≥ . 
Инвариантность каждого из подпространств 
Mli

 следует из того, что каждое из них являет-
ся пересечением инвариантных подпространств 
оператора AB .

Предположим противное: оператор AB  
имеет меньше чем n m-  отрицательных собс-
твенных значений с учетом их кратности. Пусть 
L Ll lp k

AB AB( ), , ( )…   — корневые линеалы, от-
вечающие отрицательным собственным значе-
ниям l si ABŒ ( )� L  i p k= , ,… . Рассматривая 
разложение L L L= [ ]1 2

�+ , где 

  
L M M

L M M

1 1 1

2

= [ ] [ ] ,

= [ ] [ ]

l l

l l

� … �

� … �

+ +

+ +
-B B p

p B B k

получим, что dim( ) <2L n m- . Отсюда следует 
dim( ) dim( ) dim( ) ( )L L L1 2= - > - - =n n m m .

Покажем теперь, что размерность подпро-
странства BL1  больше чем m . Действительно, 
из того что ker B( ) = { }q  и L1  —конечномерно, 
следует, что dim( ) dim( )B mL L1 1= > .

Докажем A -неотрицательность подпро-
странства BL1  в A m( ) - пространстве. Для этого 
сначала рассмотрим те из подпространств 
M Lli

Ã 1 , для которых li Œ� \ . Все эти 
Mli

 — B -нейтральные подпространства, это 
следует из B -нейтральности корневых линеа-
лов Lli

 отвечающих комплексным собствен-
ным значениям, (см. [3, гл. 2, § 3, с. 132]). 
Возьмем произвольный вектор x

i
ŒMl  и рас-

смотрим выражение [ , ]Bx Bx A .  Получим: 
[ , ] ( , ) [ , ]Bx Bx ABx Bx ABx xA B= = = 0 , это следу-
ет из инвариантности подпространства Mli

 
относительно оператора AB  и его нейтральнос-
ти в B n( ) -пространстве. В силу произвольности 
выбора вектора x  получим, что все B

i
Ml  c 

li Œ� \  нейтральны в A m( ) -пространстве.

Теперь рассмотрим те подпространства 
M Lli

Ã 1 , для которых li Œ + . Возьмем про-
извольный вектор x , принадлежащий какому-
нибудь из этих подпространств Mli

. Поскольку 
x

i
ŒLl , то существует натуральное число 

l l x= ≥( ) 0 , такое, что ( )AB xi
l- =l q .

П о к а ж е м ,  ч т о  в  ц е п о ч к е  в е к т о р о в 
x AB x AB xi i

l,( ) , ,( ) 1- - -l l…  ( 2)l ≥  вектора 
( ) , ,( ) 1AB x AB xi i

l- - -l l…  — B -нейтральны.
Доказательство проведем по индукции. Cна-

чала докажем B - нейтральность вектора 
( ) 1AB xi

l- -l . Действительно, 

  
[( ) ,( ) ]

[( ) ,( ) ] .

AB x AB x

AB x AB x
i

l
i

l
B

i
l

i
l

- - =

= - - =

- -

-

l l

l l

1 1

2 0
Предположим, что вектор ( )AB xi

i- l  — B -
нейтрален, и докажем, что вектор ( ) 1AB xi

i- -l  
— B -нейтрален. Рассмотрим выражение 

  [( ) ,( ) ].1
1AB x ABi

i
i

i- --
-l l

Поскольку подпространство Mli
 — B -неполо-

жительно, то можно воспользоваться неравенс-
твом Коши—Буняковского (см. [3, гл. 1, § 1]). 

  

[( ) ,( ) ]

[( ) ,( ) ]

[(

AB x AB

AB x AB

AB

i
i

i
i

i
i

i
i

- - =

= - - £

£ -

-
-

-

l l

l l

l

1
1 2

2 2

ii
i

i
i

i
i

i
i

x AB

AB x AB

) ,( ) ]

[( ) ,( ) ] .

- ¥

¥ - - =- -

l

l l2 2 0

Последнее равенство следует из B -нейтраль-
ности вектора ( )AB xi

i- l . Таким образом, по-
лучим: 

  
[( ) ,( ) ]

[( ) ,( ) ] .

AB x AB

AB x AB
i

i
i

i

i
i

i
i

- - =

= - - =
-

-

-

l l

l l
1

1

2 0
Докажем A -неположительность подпро-

странств B B
i

M Ll Ã 1 . Возьмем произвольный 
вектор x

i
ŒMl  и рассмотрим вектор Bx : 

  

[ , ] ( , ) [ , ]
[ ( ), ]

[ , ] [(

Bx Bx ABx Bx ABx x
x AB x x

x x

A B

i i B

i B

= = =
= + - =

= +
l l

l AAB x x x xi B i B- = £l l), ] [ , ] .0
Последнее неравенство следует из того, что 
li > 0 , а [ , ] 0x x B £ .

Заметим, что для любых M Lli
Ã 1  и M Llj

Ã 1,  
при i jπ , верно, что B B

i A j
M Ml l[ ]^ . Возьмем 

произвольные векторы x
i

ŒMl  и y
j

ŒMl  и 
рассмотрим векторы Bx  и By : 

  [ , ] ( , ) [ , ] .Bx By ABx By ABx yA B= = = 0
Последнее равенство следует из того, что 

Mli
 инвариантно относительно AB  и 

M Ml li B j
[ ]^ , при i jπ .

М. С. Денисов
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Докажем A -неотрицательность подпро-
странства BL1  в A m( ) -пространстве. Возьмем 
произвольный вектор x ŒL1 , его можно пред-
ставить в виде суммы попарно B -ортогональ-
ных элементов: 

  x xi= ,Â  где xi i
ŒMl  и l si ABŒ Ã +( ) ,1� L 

Т о г д а  [ , ] ( , ) [ , ]Bx Bx ABx Bx ABx xA B= = =  
[ , ] [ , ] [AB x x ABx x ABxi i B i i B= = =Â Â Â Â Â ii i Bx, ] =  

i i i Bx x[ , ] ,= <Âl 0  так как для любого i p= º1, , ,  
[ , ] 0x xi i B £  и li > 0 .

Мы получили, что BL1  является A -неполо-
жительным подпространством и dim( ) ,B mL1 >  
но этого не может быть, поскольку размерность 
A -неположительного подпространства в A m( ) -
пространстве H  не превосходит m  (см.[3, гл. 1, 
§ 9]).

Из полученного противоречия следует, что 
оператор AB  имеет не менее чем n m-  отри-
цательных собственных значений c учетом их 

кратностей. Тогда оператор BA  будет также 
иметь не менее чем n m-  oтрицательных собс-
твенных значений, с учетом их кратности, так 
как собственные значения и их кратности для 
операторов AB  и BA  совпадают (см.[4]).
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