
96 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2007, № 2

УДК 517.984.3 

ОБ ОЦЕНКАХ ЭЛЕМЕНТОВ ОБРАТНЫХ МАТРИЦ ЛИНЕЙНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ* 

Е. Б. Грибанов 

Воронежский государственный университет 

В статье получены оценки норм элементов обратных матриц линейных ограниченных опера-
торов, действующих в банаховых пространствах. 

§ 1. ОЦЕНКИ ЭЛЕМЕНТОВ ОБРАТНЫХ 
МАТРИЦ 

Пусть X , Y  — бесконечномерные комплек-
сные банаховы пространства, Hom X Y( ),  — ба-
нахово пространство ограниченных операторов, 
действующих из X  в Y , 

nnP
≥( ) 0

, 
nnQ

≥( ) 0
 — ди-

зъюнктные последовательности проекторов из 
End X Hom X X= ( , )  и EndY Hom Y Y= ( , )  со-
ответственно. 

В дальнейшем будем предполагать, что сис-
темы проекторов 

nnP
≥( ) 0

, 
nnQ

≥( ) 0
 удовлетворяют 

следующим условиям: 
Предположение 1. Имеют место равенства: 
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где T C= Œ :| |={ }a a 1 . 
Предположение 2. Для любого оператора A  

из Hom X Y( ),  и любых конечных подмножеств 
s1 , s 2 , D1 , D2  из N » { }0 , удовлетворяющих 
условиям s s1 2« = Δ , D « D = Δ1 2 , выполне-
но равенство: 
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= D , D{ },

где под P Q( ) ( ) { }s s s, , Ã »N 0  понимаются 
соответственно суммы 

i
i

i
iP Q

Œ Œ
Â Â,

s s

. 

В статье [1] было доказано, что если ряды 

k
kP x

=

•

Â
0

 и 
k

kQ x
=

•

Â
0

 безусловно сходятся соответс-

венно к x  и к y , то оператору A Hom X YŒ ,( )  
можно поставить в соответствие бесконечномер-
ную матрицу A A i jij= , , Œ »Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ N { }0 , составленную 

из операторных блоков A Q AP Hom X Yij i j= Œ ( , ).  

С помощью функции d k A kA
i j k

ij( ) sup= , Œ
- =

Z  

выделено несколько классов операторов с за-
данным законом убывания элементов от глав-
ной диагонали. Для этих классов доказана за-
мкнутость относительно операции взятия об-
ратного, а также приведены оценки убывания 
элементов обратных матриц. 

В данной статье выделены классы операто-
ров из Hom X Y( ), , для которых эти утвержде-
ния и оценки верны даже тогда, когда условие 

безусловной сходимости рядов 
k

kP x
=

•

Â
0

 и 
k

kQ x
=

•

Â
0

 

соответсвенно к x  и к y  не выполнено. 
Рассмотрим непрерывно обратимый опера-

тор A Hom X YŒ ,( ) , удовлетворяющий усло-
вию: 
 A Al lY Y- Æ� 0  при l Æ •,  (1)

г д е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  о п е р а т о р о в 

ll End X
=

•( ) Ã
1

Y  и 
ll EndY
=

•( ) Ã
1Y�  определяются 

с помощью функций y l l: » Æ , Œ ,N R N{ }0  
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k
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Замечание 1. Если обратимый оператор 
A Hom X YŒ ( , )  удовлетворяет условию (1), то 
подобным же свойством обладает обратный 
оператор A Hom Y X- Œ ,1 ( ) : 

 A Al l
- -- Æ1 1 0Y Y�  при l Æ •.  (4)

Действительно, по условию последователь-
ность операторов 

ll lA A
=

•
-( )

1
Y Y�  сходится по 

норме к нулевому оператору 0 . Применив к ее 
элементам справа и слева оператор A-1 , получим 
соотношения: 
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откуда и следует сходимость (4). 
В пространствах X , Y  выделим подпро-

странства 

 

ряд безусловно

сходится к

ряд безусловно

сходится к

•

=

•

=

Ï ¸Œ :Ô Ô= ,Ì ˝
Ô ÔÓ ˛
Ï ¸Œ :Ô Ô= .Ì ˝
Ô ÔÓ ˛

Â

Â

00

00

k
k

k
k

x X P x
X

x

y Y Q y
Y

y

Лемма 1. Подпространства X0 , Y0  замкну-
ты. 

Доказательство. Рассмотрим последова-
тельность 

nnx X
=

•( ) Ã
1 0 , сходящуюся к вектору 

x0 . Требуется показать, что x X0 0Œ , то есть ряд 

k
kP x

=

•

Â
0

0  безусловно сходится к x0 . 

Для любого n ŒN  имеют место следующие 
соотношения: 
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В силу сходимости последовательности 

nnx
=

•( ) 1
 к x0 , ограниченности оператора 

k
kP

=

•

Â
0

 

(предположение 1), а также сходимости ряда 

k
k nP x

=

•

Â
0

 к xn  правая часть последнего неравен-

ства для достаточно больших n  меньше любого 
наперёд заданного e > 0 . Следовательно, ряд 

k
kP x

=

•

Â
0

0  сходится по норме к x0 , а так как система 

проекторов 
nnP

≥( ) 0
 удовлетворяет предположе-

нию 1, то данный ряд сходится к x0  безусловно. 
Таким образом, вектор x0  принадлежит 

пространству X0 , а значит, оно замкнуто. 
Аналогичные рассуждения верны и для 

пространства Y0 . 
Лемма 2. Последовательность 

llx =

•( ) 1
Y  схо-

дится к x  при l Æ • , " Œx X0 . Последователь-
ность 

lly =

•( ) 1Y�  сходится к y  при l Æ • , " Œy Y0 . 

Доказательство. Рассмотрим непрерывное 
2p -периодическое отображение f End X: ÆR  
вида 

 f t x P e x
k

k
ikt( ) = .

=

•

Â
0

Согласно теореме Фейера [2] последователь-
ность операторозначных функций 

llf t
=

•( ) 1
( ) , 

определённых по формуле 
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, сходится к f t x( )  равномер-

но по t  при l Æ • . В частности, при t = 0  опе-

раторы f Pl
k

l
k
l k l( )0 1

0

1

= -( ) =
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Â Y  сильно сходятся 

к оператору f P
k

k( )0
0

=
=

•

Â  при l Æ • . Для любо-

го x XŒ 0  ряд 
k

kP x
=

•

Â
0

 безусловно сходится к x , 

а значит, Ylx xÆ  при l Æ • . 
Те же рассуждения позволяют получить 

аналогичный результат для векторов из Y0 . 
Возьмём вектор x X0 0Œ  и применим к нему 

оператор A . В силу непрерывности оператора 
A  и леммы 2 верно равенство lim

l lA x Ax
Æ•

=Y 0 0 . 

Согласно условию (1), его можно дополнить 
следующим образом: 

 Ax A x Ax
l l l l0 0 0= = .
Æ• Æ•
lim limY Y�

Нетрудно показать, что для любого l ŒN  
верно включение Im YlY� Ã 0 ,  а  значит 

lAx YY� 0 0Œ  при любых x X0 0Œ , l ŒN . В силу 
замкнутости подпространства Y0  (лемма 1) 
Ax Ax

l l0 0=
Æ•
lim Y�  принадлежит Y0 . 

Таким образом, оператор A  переводит век-
торы из пространства X0  в пространство Y0 . 
Воспользовавшись замечанием 1, можно тем же 
путём показать, что обратный оператор A-1  
переводит векторы из пространства Y0  в X0 . 

Рассмотрим операторы B X Y: Æ0 0  и 
C Y X: Æ0 0  — сужения соответственно опера-
торов A  и A-1 : 

 
Bx Ax x X
Cy A y y Y

= " Œ
= " Œ-

,
, .

0

1
0

Для них выполнены равенства: 

 
CB I
BC I

=
=

,
,
 

Об оценках элементов обратных матриц линейных операторов
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где I  — тождественный оператор, а это означа-
ет, что оператор B  непрерывно обратим и 
B C- =1 . 

Лемма 3. Матрицы операторов A  и B , со-
стоящие из операторных блоков A Q APij i j=  и 
B Q BPij i j=  совпадают. 

Доказательство. Рассмотрим операторный 
блок A Q APij i j= .  Так как Im P Xj Ã 0 ,  то 
AP BPj j= , следовательно, для любых i j, ≥ 0  
A Bij ij= . 

К оператору B Hom X YŒ ,( )0 0  мы можем 
применить результаты статьи [1]. Так например, 
пусть матрица B  оператора B  имеет экспонен-
циальное убывание диагоналей, то есть найдут-
ся константы M M B= >( ) 0 , g g= Œ ,( ) ( )B 0 1 , 
для которых выполняется неравенство 
d k M kB

k( ) \ { }£ " Œ| |g Z 0 . Тогда диагонали 
матрицы C  оператора C B= -1  из Hom Y X( )0 0,  
также убывают экспоненциально, и имеют мес-
то оценки: 

 

C d k

B
C

B

ij C

k

£ £

£ - -
+ -

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- -
- +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

( )

( ) ( )
2

2 2
8 3 3

1
1

1 4

2

2

2g
k g

g
g k

,,

если k i j= - π 0  и 

 C d Cii C£ £ ,-( )0 1

где k g( ) ( ) ( )B M B B B= -1 . 
Из сказанного и леммы 3 следует 
Теорема 1. Пусть матрица A = ( )Aij  обрати-

мого оператора A Hom X YŒ ,( )  такова, что най-
дутся константы M M A= >( ) ,0  g g= Œ( ) ( , ),A 0 1  
для которых выполняется неравенство 
d k M kA

k( ) \ { }£ " Œ| |g Z 0 . Тогда диагонали мат-
рицы A-1  оператора A Hom Y X- Œ ,1 ( )  убывают 
экспоненциально, и имеют место оценки: 
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если k i j= - π 0  и 

 A d Aii A
- -£ £ .-
1 1

1 0( )

§ 2. ОЦЕНКИ ЭЛЕМЕНТОВ ОБРАТНЫХ 
МАТРИЦ В ВЕЩЕСТВЕННЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

Перейдём к рассмотрению случая, когда X , 
Y  — вещественные банаховы пространства. 
Пусть A  — непрерывно обратимый оператор из 
Hom X Y( ), , удовлетворяющий условию (1), для 

дизъюнктных систем проекторов 
nnP

≥( ) 0
, 

nnQ
≥( ) 0

 
соответственно из End X  и EndY  выполены 
предположения 1 и 2. 

Рассмотрим комплексификации про-
странств X , Y  — пространства X = ¥X X , 
Y = ¥Y Y  с законом внешней композиции 
a b a b a b+( ) , = - ,( ) ( )i x x x x x x1 2 1 2 2 1 ,  a b, ŒR , 
x x1 2, Œ( ) X . Нормы в пространствах X , Y  оп-

ределяются равенствами: 

 X( ) max cos sin
[ ]

x x x x
X1 2 0 2 1 2, = + ,

Œ ,y p
y y

 Y( ) max cos sin
[ ]

y y y y
Y1 2 0 2 1 2, = + .

Œ ,y p
y y

К о м п л е к с и ф и к а ц и е й  о п е р а т о р а 
A Hom X YŒ ,( )  будем называть оператор 
A X YŒ ,Hom( ) , действующий по правилу: 

 A( )x x Ax Ax1 2 1 2, = , .( )
Замечание 2. Нетрудно показать, что для 

оператора A  выполнено условие (1). 
Лемма 4. Нормы операторов A  и A  равны. 
Доказательство. Рассмотрим норму опера-

тора A : 
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Лемма 5 ([3]). Оператор A  является комп-
лексификацией некоторого оператора A  тогда 
и только тогда, когда выполнено соотношение 
A JAJ= , где — J  оператор взятия комплекс-
ного сопряженного, то есть 

 
J X
J Y
( , ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( )
x x x x x x
y y y y y y

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

= - , Œ ,
, = , - , Œ .

, 

Лемма 6. Если оператор A X YŒ ,Hom ( )  
является комплексификацией обратимого опе-
ратора A Hom X YŒ ,( ) , то он обратим, и обрат-
ный есть комплексификация оператора 
A Hom Y X- Œ ,1 ( ) . 

 A- - -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃, = , .1

1 2
1

1
1

2( )x x A x A x
Доказательство. В силу леммы 5 A JAJ=  

или, что эквивалентно, JA AJ= . Имеют место 
соотношения 
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A A JA AJ JA J A

1 1 1

1 1 1

то есть оператор -1JA J  является обратным к 
оператору A , а значит - -=1 1JA J A . 

Е. Б. Грибанов 
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Рассмотрим два равномерно непрерывных 
2p -периодических изометрических отображе-
ния P EndX: ÆR , Q EndY: ÆR , определен-
ных формулами 
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а также отображения P X: R Æ End , Q Y: ÆR End :
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Отметим, что 
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Hom ( )X Y,  является комплексификацией опе-

ратора A Q t AP t e dtk
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Оператор A  принадлежит банахову про-
странству ограниченных операторов, действу-
ющих в комплексных банаховых пространствах, 
а значит к нему применимы результаты, полу-
ченные в статье [1]. 

Например, если обратимый оператор 
A X YŒ ,Hom ( )  принадлежит пространству 
операторов с суммируемыми диагоналями, то 
обратный оператор A Y X- Œ ,1 Hom ( )  также 
принадлежит этому пространству. Более того, с 
помощью функций jA : ÆN R , y A : ÆR N  
вида 
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A 1 ( )  можно оценить сверху: 
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где k( )A A A= -1 . 
Воспользовавшись леммами 4 и 6, этот ре-

зультат можно распространить на случай вещес-
твенных пространств. Для этого введём в рас-
смотрение функции jA : ÆN R , y A : ÆR N : 
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Имеет место 
Теорема 2. Пусть A Hom X YŒ ,( )  — обрати-

мый оператор с суммируемыми диагоналями 
матрицы, то есть 

k
Ad k

Œ
Â < •

Z

( ) . Тогда диагонали 

обратного оператора A Hom Y X- Œ ,1 ( )  сумми-
руемы, причём верна оценка: 

k
A Ad k A

A A
A

Œ
-

-Â - £
+( )

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ,

Z
1 64

1
4 32 1

1( ) ( )
( )

k y
k

 (6)

где k( )A A A= -1 . 
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