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ОПЕРАТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ЗАДАЧА КОШИ 
ДЛЯ ВЫРОЖДЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ*

Б. Д. Гельман

Воронежский государственный университет

Данная статья посвящена приложению теорем о неподвижных точках многозначных отобра-
жений к доказательству разрешимости и изучению свойств множества решений задачи Коши 
для вырожденных дифференциальных уравнений с вполне непрерывной правой частью, у 
которых вырожденность задается замкнутым сюръективным оператором.

ВВЕДЕНИЕ

Задачу Коши для уравнений в частных про-
изводных, не разрешенных относительно про-
изводных, впервые изучал С. Л. Соболев [1]. С 
тех пор вырожденные дифференциальные урав-
нения соболевского типа активно изучались 
многими авторами (см., например, монографии 
[2], [3] и статьи [4], [5]). Отметим работы [6] и 
[7], в которых изучались вырожденные диффе-
ренциальные включения.

Данная статья посвящена приложению те-
орем о существовании и структуре множества 
неподвижных точек многозначных отображе-
ний к изучению разрешимости и свойств мно-
жества решений задачи Коши для вырожденных 
дифференциальных уравнений с компактной 
правой частью.

1. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА 
ЗАМКНУТЫХ СЮРЪЕКТИВНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ

Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 
a D a E E: ( ) 1 2Ã Æ  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор.

1.1. Определение. Число 
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называется нормой многозначного отображе-
ния a-1 .

Нетрудно проверить, что || ||<1a- • .
Изучим многозначное отображение 

a E Cv E- Æ1
2 1: ( ) , где 

  a y x E a x y- Œ1
1( ) = { | ( ) = }.

1.2. Лемма. Отображение a-1  является 
липшицевым многозначным отображением с 
константой Липшица || ||1a- , т.е. 
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 здесь h  — метрика Хаусдорфа1, порожденная 
нормой в E1 .

 Доказательство. Пусть x x E1 2 2, Œ , вычис-
лим h a x a x( ( ), ( )).1
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Если подпространство Ker a( )  не является 
дополняемым в пространстве E1 , то не сущест-
вует линейного непрерывного оператора право-
го обратного к оператору a , однако имеет место 
следующее утверждение.

1.3. Лемма.  (i) Пусть y0  — произвольная 
точка из пространства E2 , x0  — произвольная 
точка из множества a y-1

0( ) , тогда для любого 
числа k , || ||<1a k- , существует непрерывное 
отображение q E E: 2 1Æ , такое, что выполне-
ны следующие условия:

1) a q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2 ;
2) x q y k y y0 0( )- £ -  для любого y EŒ 2 .
(ii) Для любого числа k , || ||<1a k- , сущес-

твует нечетное непрерывное отображение 
�q E E: 2 1Æ , такое, что выполнены следующие 
условия:

1) a q y y( ( )) =�  для любого y EŒ 2 ;
2) || ( ) || || ||�q y k y£  для любого y EŒ 2 .
Доказательство. (i) Пусть a E E- Æ1

2 1:  — 
отображение обратное к a . Очевидно, что оно 
имеет выпуклые замкнутые образы. Так как оно 
липшицево, то оно является полунепрерывным 
снизу многозначным отображением. Пусть 
k  — произвольное число, большее || ||1a- . Рас-
смотрим другое многозначное отображение 
F : ( )2 0 1E y Cv E\ Æ , 

  F( ) = { ||| ||< || || .1 0 0y x E x x k y yŒ - -
Покажем, что для любого y E yŒ( )2 0\  пере-

сечение 

1 Свойства метрики Хаусдорфа можно посмотреть 
в [8]
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  F y a y y( ) = ( ) ( ) = .1- « /F Ø

Действительно, так как 

  h a y a y a y y k y y( ( ), ( )) || |||| ||< || ||,1
0

1 1
0 0

- - -£ - -
то существует точка x a yŒ -1( )  такая, что 
|| ||< || || .0 0x x k y y- -  Это и доказывает непус-
тоту F y( ) .

Так как F  является многозначным U -
отображением (см. [9]), то у многозначного 
отображения F  существует непрерывное се-
чение g E y E: 2 0 1\ Æ , т.е. g y F y( ) ( )Œ  для лю-
бого y E yŒ( )2 0\ . Рассмотрим отображение 
q E E: 2 1Æ , 
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Так как || ( ) || || ||0 0g y x k y y- £ -  для любого 
y EŒ 2 0\ , то отображение q  является непре-
рывным. Это и доказывает (i).

(ii) Так как 0 (0)1Œ -a , то в силу доказанно-
го, существует непрерывное отображение 
q E E: 2 1Æ  удовлетворяющее условиям:

(1) a q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2 ;
2) || ( ) || || ||q y k y£  для любого y EŒ 2 .
Рассмотрим отображение �q E E: 2 1Æ , 

�q x q x q x( ) ( ( ) ( ))= - -1
2

. Нетрудно проверить, что 

это отображение и будет искомым. Лемма дока-
зана.

Если a D a E E: ( ) 1 2Ã Æ  — линейный зам-
кнутый сюръективный оператор, то естественно 
определяется отображение ˆ ˆa D a C a b E: ( ) ([ , ], 1)Ã Æ 

C a b E([ , ], 2 )Æ  по следующему правилу: 

  â x t a x t( )( ) = ( ( )),

где D a C a Ca b D a a b E( ) = ( )([ , ], ( ))
1

([ , ], 2
ˆ ˆ )∩ - . Очевидно, что 

D a( ) = .ˆ / Δ  Изучим свойства отображения â .
1.4. Предложение. (i) Отображение â  ли-

нейно и замкнуто.
(ii) Отображение â  сюръективно.
(iii) || ||=|| ||1 1â a- - .
Доказательство. (i) Линейность отображе-

ния â  очевидна. Проверим замкнутость. Пусть 
последовательность { } ( )x D an Ã ˆ  и { } *x xn Æ . 
Пусть последовательность { } *y yn Æ , где 
y a xn n= ( )ˆ . Тогда для любого t a bŒ[ , ]  имеем, 
x t x tn( ) ( )*Æ  и a x t y t y tn n( ( )) = ( ) ( )*Æ . Следова-
тельно, в силу замкнутости оператора a  полу-
чаем, x t D a*( ) ( )Œ  и a x t y t( ( )) = ( )* * . Таким обра-
зом, x D a* ( )Œ ˆ  и â x y( ) =* * , т.е. â  является за-
мкнутым оператором.

(ii) Докажем сюръективность оператора â . 
Пусть y C a b EŒ ([ , ], 2 )  — произвольная функция. 
Пусть q E E: 2 1Æ  — произвольное непрерывное 
отображение, удовлетворяющее условиям лем-
мы 1.3. Пусть функция x t q y t( ) = ( ( )) . Нетрудно 
проверить тогда, что x D aŒ ( )̂  и â x y( ) = .

(iii) Пусть k  — произвольное число, удов-
летворяющее неравенству k a>|| ||1- . Пусть 
q E E: 2 1Æ  — произвольное непрерывное отоб-
ражение, удовлетворяющее условиям леммы 
1.3. Тогда для любой функции y C

a b E
Œ

([ , ], 2)
 су-

ществует функция x t q y t( ) = ( ( ))  такая, что 
a x y( ) =  и  || || || ||x k y£ .  Следовательно, 
|| ||1â k- £ . Так как число k  бралось произволь-
но, то || || || ||1 1â a- -£ .

Докажем теперь неравенство в обратную 
сторону. Пусть k a>|| ||1ˆ- , рассмотрим произ-
вольную точку y E0 2Œ  и функцию 

�y , 
�y t y( ) = 0  

для любого t a bŒ[ , ] . Тогда существует функция 
x a yŒ -ˆ 1( )�  такая, что || || || ||x k y£ �

. Следователь-
но, || ( ) || || ||0x t k y£  для любого t a bŒ[ , ] . Пусть 
x x t E0 0 1= ( ) Œ , где t0  некоторая точка из [ , ]a b . 
Тогда, a x y( ) =0 0  и || || || ||0 0x k y£ . Теперь тре-
буемое неравенство вытекает из произвольнос-
ти числа k .

2. ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ РАЗМЕРНОСТЬ 
МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ 

ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

В этом разделе нас будет интересовать топо-
логическая размерность dim множества реше-
ний одного класса операторных уравнений. 
Свойства размерности dim содержатся, напри-
мер, в [10].

Пусть E  — банахово пространство, U  — 
огра ниченное открытое множество в E , 
F U E: Æ  — многозначное отображение. Обоз-
начим N F U( , )  множество неподвижных точек 
F , т.е. N F U x U x F x( , ) = { ( )}.Œ Œ|

В работе [11] была доказана следующая 
теорема.

2.1. Теорема. Пусть F U E: Æ  — много-
значное отображение с выпуклыми компакт-
ными образами, удовлетворяющее следующим 
условиям:

1) F  — непрерывное компактное многознач-
ное отображение, 

2) отображение F  не имеет неподвижных 
точек на ∂U .

Если:
a) топологическая степень g ( , ) = 0i F U- / ,
б) dim F x n( ( )) ≥  для любого x UŒ ,

Операторные уравнения и задача Коши для вырожденных дифференциальных уравнений
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то dim N F U n( ( , )) ≥ .
Рассмотрим следующую задачу. Пусть 

E  — банахово пространство, E E En
0 = ¥ , где 

En  — n -мерное пространство. Пусть U  — огра-
ниченное открытое множество в пространстве 
E0 , а f U E: Æ  — вполне непрерывное отоб-
ражение. Рассмотрим уравнение 

  f x l x( , ) = .
Решением этого уравнения назовем такую 

пару( , )* *x l UŒ , которая обращает это уравнение 
в тождество. Обозначим N f U U( , ) Ã  множество 
решений этого уравнения.

Пусть U U E0 = ( 0) =« ¥ / Ø , f0  — сужение 
отображения f  на U 0 , т.е. f x f x0( ) = ( , 0)  для 
любой точки ( , 0) 0x UŒ . Будем отождествлять 
множество U 0  с соответствующим множеством 
в E .

2.2. Лемма.  Если топологическая степень 
g ( , ) = 00 0i f U- / , то множество N f U( , ) =/ Ø  и 
dim N f U n( ( , ) .≥

Доказательство. Рассмотрим многозначное 
отображение F U E: 0Æ , определенное усло-
вием: F x l f x l Br( , ) = ( , ) [0]¥ , где B Er

n[0] Ã  — 
зам кнутый шар радиуса r  с центром в нуле.

Покажем, что существует такое положитель-
ное число r , что многозначное отображение F  
не имеет неподвижных точек на ∂U . Предпо-
ложим противное, тогда для любого натураль-
ного k  отображение Fk , F x l f x l Bk

k

( , ) = ( , ) [0]1¥  
имеет неподвижную точку ( , )x l Uk k Œ ∂ . В силу 
полной непрерывности отображения f , без 
ограничения общности можно считать, что пос-
ледовательность x xk Æ 0 . Так как множество 
∂U  является замкнутым, то x f x U0 0 0= ( , 0) Œ ∂ , 
что противоречит предположению.

Пусть положительное число r  такое, что 
многозначное отображение F  не имеет непод-
вижных точек на ∂U . Тогда определена топо-
логическая степень векторного поля Y = i F-  
на области U . Покажем, что g ( , ) = 0Y U / .

Действительно, отображение f x l1( , ) =  
f x l 0( ( , ), )=  является непрерывным сечением 

многозначного отображения F , следователь-
но, g g( , ) = ( , )1Y U i f U- . С другой стороны, 
отображение f1  действует из U  в подпро-
странство E , следовательно, имеем равенство, 
g g( , ) ( , )i f U i f U- = - /=1 0 0 0 . Откуда и следует, 
что g ( , ) = 0Y U / .

Так как многозначное отображение F  удовле-
творяет условиям теоремы 2.1 и dim F x l n( ( , )) = , 
то dim N F U n( ( , )) ≥ .

Так как N F U N f U( , ) ( , ),Ã  то, в силу моно-
тонности размерности dim, имеем неравен-
ство: 

  dim N f U N F U n( ( , )) ( , ) .≥ ≥
Лемма доказана.
Пусть E E1 2,  — два банаховых пространства, 

a D a E E: ( ) 1 2Ã Æ  — линейный замкнутый 
сюръективный оператор, f X E E: 1 2Ã Æ  - не-
линейное отображение. Рассмотрим следующее 
уравнение: 

  a x f x( ) = ( ).(1)
Обозначим N a f( , )  множество решений это-

го уравнения.
Уравнения такого вида с непрерывным опе-

ратором a , в случае когда X E= 1 , рассматри-
валось в работах [12], [13]. В работе [14] изу-
чалось уравнение (1) с замкнутым оператором 
a  в случае, когда X  является сферой в про-
странстве E1 .

Изучим теперь разрешимость и размерность 
множества решений уравнения (1) на шаре в 
пространстве E1 .

Пусть x E0 1Œ  — некоторая точка, B xR[ ]0  
— замкнутый шар радиуса R  с центром в x0 , 
f B x ER: [ ]0 2Æ  — вполне непрерывное отобра-
жение.

2.3. Теорема.  Если существует такое чис-
ло k a>|| ||1- , что для любой точки x B xRŒ [ ]0  
справедливо неравенство 

 || ( ) ( ) ||< ,0a x f x
R
k

-

то N a f( , ) =/ Ø  и dim N a f dim Ker a( ( , )) ( ( )).≥
Доказательство. Пусть q E E: 2 1Æ  — непре-

рывное отображение, удовлетворяющее усло-
виям:

1) a q y y( ( ) =  для любого y EŒ 2 ;
2) || ( ) || || ( ) ||0 0x q y k a x y- £ -  для любого 

y EŒ 2 .
Такое отображение всегда существует в силу 

леммы 1.3(i). Рассмотрим произвольное число 
n dim Ker a£ ( ( ))  и n -мерное подпространство 
E Ker an Ã ( ) . Пусть непрерывное отображение 
p B x E ER

n: [ ]0 1¥ Æ ,  определено условием 
p x u q f x u( , ) = ( ( )) + . Очевидно, что отображение 
p  является вполне непрерывным.

Рассмотрим уравнение x p x u= ( , ) . Нетрудно 
проверить, что любое решение ( , )* *x u  этого 
уравнения определяет решение уравнения (1).

Пусть B1[0]  — единичный шар в простран-
стве En , обозначим U B x BR= [ ] [0]0 1¥ . Покажем, 

Б. Д. Гельман
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что топологическая степень векторного поля 
g ( , ) = 00 0i p U- / , где U B xR0 0= [ ] , а p x q f x0( ) ( ( )).=  
Для этого заметим, что 

  || ( ( )) || || ( ) ( ) ||< ,0 0q f x x k f x a x R- £ -
т.е. g B x U xR R( [ ]) ( )0 0Ã . Тогда g ( , ) = 1.0 0i p U-  В 
силу леммы 2.2 получаем, что множество 
N p U( , )  непусто и имеет топологическую раз-
мерность большую или равную n . Пусть отоб-
ражение a : ( , ) ( , )N p U N a fÆ  определено по 
правилу a( , ) =x u x . Покажем, что это отобра-
жение является иньекцией. Действительно, 
если a a( , ) = ( , )1 1 2 2x u x u , то 

  x x q f x u q f x u1 2 1 1 2 2= = ( ( )) = ( ( )) .+ +
Тогда u u1 2= , т.е. ( , ) = ( , )1 1 2 2x u x u . Так как 
множество N p U( , )  является компактом, то a  
является гомеоморфизмом на свою область 
значений. Таким образом, 

  
dim N a f dim N p U

dim N p U n

( ( , )) ( ( ( , )))

( ( , )) .

≥ =

= ≥

a

Так как число n  выбиралось произвольно, то 
dim N a f dim Ker a( ( , )) ( ( ))≥ . Теорема доказана.

3. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

СОБОЛЕВСКОГО ТИПА С КОМПАКТНОЙ 
ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ

Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 
a D a E E: ( ) 1 2Ã Æ  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор. Пусть x E0 1Œ  — про-
извольная точка, 

  B x x E x x RR[ ] = { ||| || }0 1 0Œ - £
— замкнутый шар в пространстве E1 , 
f T B x ER: [0, ] [ ]0 2¥ Æ  — непрерывное компак-
тное отображение.

Рассмотрим следующую задачу: 

  a x t f t x t( ( )) = ( , ( )),¢  (2)

  x x(0) = .0  (3)

Решением задачи (2), (3) на промежутке 
[0, ]h , 0 < h T£ , называется непрерывно диф-
ференцируемая функция x h E* 1: [0, ] Æ  такая, 
что a x t f t x t( '( )) = ( , ( ))* *  для любого t hŒ[0, ]  и 
x x* 0(0) = . Обозначим S( ,[0, ])0x h  — множество 
решений задачи (2), (3) на промежутке [0, ]h .

Имеет место следующая теорема.
3.1. Теорема.  При сделанных предположе-

ниях существует h > 0  такое, что задача 
(2),(3) имеет решение на промежутке [0, ]h . 
Если Ker a( ) = {0}/ , то топологическая размер-
ность dim x h( ( ,[0, ])) = .0S •

 Доказательство. В случае, если Ker a( ) { },= 0  
то оператор a  имеет непрерывный правый об-
ратный оператор и задача (2),(3) эквивалентна 
задаче 

  ¢ -x t a f t x t( ) = ( ( , ( ))),1

  x x(0) = .0

Хорошо известно, что такая задача всегда 
имеет решение.

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  с л у ч а й ,  к о г д а 
Ker a( ) = {0}/ . Пусть число M f t x≥|| ( , ) ||  для 
любой точки ( , ) [0, ] [ ]0t x T B xRŒ ¥ . Рассмотрим 
положительное число 

  h
R

a M
<

|| ||
.1-

Пусть k  — произвольное число удовлетворяю-
щее неравенству 

  
|| ||

< <
1

.
1a M
R

kM
R h

-

Очевидно, что такое число всегда существует и 
в этом случае || ||<1a k- . Пусть q E E: 2 1Æ  — 
отображение, удовлетворяющее условиям лем-
мы 1.3. Рассмотрим интегральное уравнение 

  x t q f s x s ds u s ds x
t t

( ) ( ( , ( ))) ( ) ,= + +Ú Ú
0 0

0  (4)

где t hŒ[0, ] , u u t C h Kera= Œ( ) ([ , ], )0 . Нетрудно про-
верить, что если ( , )* *x u  является решением 
интегрального уравнения (4), то функция x*  
является решением задачи (2),(3) на промежут-
ке [0, ]h .

Пусть En  — произвольное n -мерное под-
пространство пространства C h Kera([0, ], ) . Рассмот-
рим операторное уравнение x g x u= ( , ) , где 

  x X y C x y t Rh EŒ Œ - £= { | || ( ) ||([0, ], 1 0)

 для любого t hŒ[0, ]},
u B EnŒ Ã1[0] , а 

  g x u t q f s x s ds u s ds x
t t

( , )( ) = ( ( , ( ))) ( ) .
0 0

0Ú Ú+ +

Таким образом, отображение 

  g G X B C h E: = [0]1 ([0, ], 1
¥ Æ )

и является вполне непрерывным. Очевидно, 
G G E X0 1= ( 0) =∩ ¥  и 

  g x t g x t q f s x s ds x
t

0
0

0( )( ) = ( , 0)( ) = ( ( , ( ))) .Ú +

Тогда 

  || ( )( ) || || ( ( , ( ))) || < .0 0
0

x g x t q f s x s ds hkM R
t

- £ £Ú
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Таким образом, отображение g0  переводит 
замкнутый шар X EÃ 1  в себя без неподвижных 
точек на границе. Следовательно, топологичес-
кая степень g ( , ) = 10i g X- . Тогда, в силу леммы 
2.2, dim N g G n( ( , )) ≥ .

Пусть t : ( , )N g G XÆ , t( , ) =x u x , — про-
екция на первую координату. Нетрудно прове-
рить, что t  является иньективным отображе-
нием. Действительно, пусть ( , ),( , )1 1 2 2x u x u Œ 

( , )N g GŒ  и x x1 2= . Тогда 

  0 = ( , ) ( , ) = ( ( ) ( )) ,1 1 2 2
0

1 2g x u g x u u s u s ds
t

- -Ú
т.е. u t u t1 2( ) = ( )  для любого t hŒ[0, ] .

В силу полной непрерывности отображения 
g  и компактности шара B En

1[0] Ã , множество 
N g G( , )  является компактным. Следовательно, 
t  является гомеоморфизмом на множество 
t( ( , )) ( ,[0, ])0N g G x hÃ S . Тогда, в силу монотон-
ности размерности dim , размерность множест-
ва S( ,[0, ])0x h  также больше n . Так как число 
n  в ы б и р а л о с ь  п р о и з в о л ь н о ,  т о 
dim x h( ( ,[0, ])) = .0S •  Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу Коши для вырож-
денного дифференциального уравнения задан-
ного в несколько другом виде.

Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 
a D a E E: ( ) 1 2Ã Æ  — линейный замкнутый 
сюръективный оператор, x D a0 ( )Œ  — некоторая 
точка, B xR[ ]0  — замкнутый шар радиуса R  с 
центром в точке x0 , f T B x ER: [0, ] [ ]0 2¥ Æ  — не-
прерывное компактное отображение.

Рассмотрим следующую задачу: 

  ( ( ( ))) ( , ( )),a x t f t x t¢ =  (5)

  a x a x( ( )) ( ).0 0=  (6)

Решением задачи (5), (6) на промежутке 
[0, ]h , 0 < £h T , называется непрерывная 
функция x h D a E* 1: [0, ] ( )Æ Ã  такая,  что 
( ( )) ( , ( ))* *ax t f t x t¢ =  для любого t hŒ[0, ]  и 
a x a x( ( )) ( )* 0 0= . Обозначим S( ,[0, ])0x h  — мно-
жество решений этой задачи на промежутке 
[0, ]h .

Имеет место следующая теорема.
3.2. Теорема.  При сделанных предположе-

ниях существует h > 0  такое, что задача (5), 
(6) имеет решение на промежутке [0, ]h .

Если Ker a( ) = {0}/ , то топологическая раз-
мерность 

  dim x h( ( ,[0, ])) = .0S •
Доказательство. В случае, если Ker a( ) { },= 0  

то оператор a  имеет непрерывный обратный и 

задача (5), (6) эквивалентна интегральному 
уравнению 

  x t a f s x s ds x
t

( ) = ( ( , ( )) ) .1

0
0

- Ú +

Нетрудно доказать, что такая задача всегда 
имеет решение на промежутке [0, ]h , если 

  0 < <
|| ||

,1h
R

a M-

где число M f t x≥|| ( , ) ||  для любой точки 
( , ) [0, ] [ ]0t x T B xRŒ ¥ .

Изучим теперь случай, когда Ker a( ) = {0}/ . 

Рассмотрим положительное число h
R

a M
<

-1
.  

Пусть k  — произвольное число удовлетворяю-
щее неравенству 

  h
R

kM
R

a M
< < -|| ||

.1

Очевидно, что такое число всегда существует и 
в этом случае || ||<1a k- .

Рассмотрим функцию x C h E0 ([0, ], 1
Œ ) , опреде-

ленную условием: x t x0 0( ) =  для любого t hŒ[0, ].  
Пусть T x CR h E[ ]0 ([0, ], 1

Ã )  — замкнутый шар ради-

уса R  с центром в x0 . Рассмотрим замкнутый 
линейный оператор 

  ˆ ˆa D a C C
h E h E

: ( ) ) ),([0, ], 1 ([0, ], 2
Ã Æ

построенный по оператору a  ( см. предложение 
1.4 ), тогда || ||=|| ||1 1â a- - .

Рассмотрим отображение g T x CR h E: [ ]0 ([0, ], 2
Æ )  

определенное условием, 

  g x t f s x s ds a x
t

( )( ) = ( , ( )) ( ).
0

0Ú +

Нетрудно проверить, что это отображение явля-
ется вполне непрерывным. Рассмотрим на шаре 
T xR[ ]0  операторное уравнение 

  â x g x( ) = ( ),
т.е. 

 a x t f s x s ds a x
t

( ( )) = ( , ( )) ( )
0

0Ú +

для любого t hŒ[0, ] . Нетрудно видеть, что любое 
решение этого операторного уравнения являет-
ся решением задачи (5), (6).

Оценим теперь 

  || ( ) ( ) ||= || ( , ( )) || < .0
[0, ]

0

ˆ maxa x g x f s x s ds hM
R
kt h

t

- £
Œ Ú

Поскольку выполнены все условия теоре-
мы 2.3, то это доказывает теорему.

Б. Д. Гельман
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