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В статье приведен обзор ряда полученных автором результатов по качественной теории диф-
ференциальных уравнений в банаховом пространстве с неограниченными операторными ко-
эффициентами 

§ 1. Введение 
Рассматриваются линейные дифференци-

альные уравнения 

 
dx
dt

A t x t= Œ = •+( ) , [ , ),  0  (1.1)

 
dx
dt

A t x f t t= + Œ +( ) ( ), ,   (1.2)

где A t D A t X X( ) : ( ( )) ,Ã Æ  t Œ + ,  — семейство 
линейных замкнутых операторов, действующих 
в комплексном банаховом пространстве X . 
Одним из центральных вопросов качественной 
теории таких уравнений является исследование 
асимптотического поведения решений, а также 
нахождение условий существования ограни-
ченных решений. Изучение этих вопросов в 
терминах экспоненциальной дихотомии реше-
ний (экспоненциальной дихотомии семейства 
эволюционных операторов, возникающих при 
разрешимости уравнения (1.1); см. определение 
1.1) связывают с именем Перрона. В его статье 
[1] асимптотические свойства решений одно-
родных уравнений (в конечномерном про-
странствеX ) соотносились (если использовать 
более современную терминологию) с определен-
ными свойствами дифференциального опера-
тора 

 L d dt A t= - +/ ( ),  

рассматриваемого в банаховом пространстве 
C Xb( , ) +  непрерывных и ограниченных на  +  
функций и принимающих свои значения в X . 
Для случая ограниченных операторов A t( ),  
t Œ + , читатель может обратиться к хорошо 
известным монографиям Массера, Шеффера [2] 
и Далецкого, Крейна [3], которые характеризо-
вали экспоненциальную дихотомию решений в 

терминах сюръективности оператора L  и усло-
вия замкнутости и дополняемости подпро-
странства векторов из X,  являющихся началь-
ными условиями для ограниченных на  +  ре-
шений дифференциального уравнения (1.1). В 
этих монографиях подчеркивалась крайняя 
важность развития соответствующей теории для 
дифференциальных уравнений с неограничен-
ными операторными коэффициентами. Сущес-
твенный вклад в теорию таких уравнений был 
сделан В. В. Жиковым в статье [4], где была 
доказана эквивалентность обратимости опера-
тора L  в пространстве C Xb( , )  непрерывных 
и ограниченных на   функций, принимающих 
значения в X  (им рассматривался случай, ког-
да t Œ  ) условию экспоненциальной дихото-
мии решений уравнения (1.1)).

В последнее время резко возрос интерес к 
изучению качественных свойств решений диф-
ференциальных уравнений вида (1.2) с неогра-
ниченными операторными коэффициентами 
(см. [5—20]). Следует отметить значительную 
роль работ Ю. Латушкина в развитии новых 
подходов. В монографии [15] подведены итоги 
исследований до 1999 года и в ней содержится 
очень подробный обзор полученных результа-
тов. При этом стал систематически применять-
ся операторный подход, основанный на исполь-
зовании оператора L  в подходящих функцио-
нальных пространствах. Существенным стиму-
лом развития послужило появление полугруп-
пы Хоулэнда (см. [6]), которая строилась по 
семейству эволюционных операторов, соответс-
твующих уравнению (1.1). Для ее определения 
рассмотрим некоторые важные понятия.

Пусть  J  — один из  промежутков: 
  + - -•, = ( , 0], ,[ , ]a b  (иногда будет исполь-
з о в а т ь с я  з а п и с ь  J Œ + -{ , , ,[ , ]   a b )  и 
DJ J= { , : } .2s t s tŒ £ Ã   Через D+  будет обоз-
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начаться множество D +
.  Отображение 

U : ,DJ Æ EndX  где EndX  — банахова алгебра 
эндоморфизмов банахова пространства X , на-
зывается (сильно непрерывным и экспоненци-
ально ограниченным)  семейством эволюцион-
ных операторов («вперед») на J , если выпол-
нены следующие условия:

1) U( , ) =t t I  — тождественный оператор для 
любого t Œ J;

2) U U U( , ) ( , ) = ( , ), , , ;t s s t s t s tt t t t£ £ Œ; , J
3) отображение ( , ) ( , ) :t s t s x X� U DJ Æ  

непрерывно для любого x XŒ ;
4) существуют постоянные M ≥ 1  и a Œ   

такие, что 

  U( , ) , ; , .( )t s Me s t s tt s£ £ Œ-a J  (1.3)

Если для семейства U  выполнены условия 
2), 3), но не выполнено условие 1), то оно на-
зывается  вырожденным семейством. В этом 
случае U( , ), 0,t t t >  — сильно непрерывное 
семейство проекторов из алгебры EndX .

Семейство операторов V : DJ Æ EndX  назы-
вается  семейством  эволюционных операторов 
«назад», если для него выполнены условия 1), 
3), 4) из приведенного определения, а условие 
2) заменяется на условие: ¢2 )  V V V( , ) ( , ) = ( , )s t s tt t  
для всех s t£ £t  из J.

Отметим, что если U  семейство эволюцион-
ных операторов «вперед»  на  -,  то семейство 
V U( , ) ( , ), , , ,s t s t s t s t= - - £ Œ +  является се-
мейством эволюционных операторов «назад» на 
 + .

Эволюционные семейства операторов естес-
твенным образом появляются в связи с пред-
ставлением решений абстрактной задачи 
Коши 

  x s x D A s t s t s( ) = ( ( )), , ,0 Œ ≥ Œ J  (1.4)

для дифференциального уравнения (1.1) в 
предположении, что область определения 
D A s( ( ))  оператора A s( )  плотна в X  для каждо-
го s Œ J.

Будем говорить, что семейство эволюцион-
ных операторов U : DJ Æ EndX   решает абс-
трактную задачу Коши (1.1), (1.4), если для 
любого s Œ J  существует плотное в X  подпро-
странство Xs  из D A s( ( ))  такое, что для каждого 
x Xs0 Œ  функция x t t s x t( ) = ( , ) , ,0U Œ J  диффе-
ренцируема при всех t s x t D A t≥ Œ, ( ) ( ( ))  и вы-
полнены равенства (1.1), (1.4). Функция 
x X: J Æ  называется  классическим решением 
задачи Коши (1.1), (1.4). Функция y X: ,J Æ  
удовлетворяющая равенствам y t t s y s( ) = ( , ) ( ),U  

s t s t, , ,£ Œ J  называется  слабым решением 
(mild  solution [15]) задачи (1.1), (1.4).

Если функция f X: J Æ  принадлежит ли-
нейному пространству L Xloc

1 ( , )J  локально сум-
мируемых измеримых по Бохнеру (классов) 
функций, определенных на промежутке J  со 
значениями в X , то (слабым)  решением урав-
нения (2) (при условии, что семейство U  на J  
решает задачу Коши (1.1), (1.4)) называется 
любая непрерывная функция x X: J Æ , удов-
летворяющая при всех s t£  из J  равенствам 

    x t t s x s t f d t s
s

t

( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) , , .U U- ŒÚ t t t J  (1.5)

Пусть F F= ( , )J X  — банахово пространс-
тво функций, которое содержится в L Xloc

1 ( , )J  и 
принадлежит классу однородных пространств 
функций, описываемом в следующем парагра-
фе. Хотя они введены только для J = , +  ана-
логичным образом определяются однородные 
пространства для J Œ -{ , }.   Однородные 
пространства функций разбиты на два класса, 
которые называются однородными пространс-
твами измеримых функций (см. определе-
ние 2.1) и непрерывных функций (определе-
ние 2.5). К этим пространствам, в частности, 
относятся классические пространства L Xp( , ),J  
p Œ •[ , ],1  пространства Степанова S Xp( , ),J  
p Œ •[1, ),  C Xb( , ). +

Каждому семейству эволюционных опера-
торов U : DJ Æ EndX  (которое не обязательно 
решает абстрактную задачу Коши) можно со-
п о с т а в и т ь  п о л у г р у п п у  о п е р а т о р о в 
T End:  + Æ F  и оператор L L F: ( )D Ã Æ  

F F( , ),XÆ = J  который при определенных 
условиях является ее генератором (инфините-
зимальным оператором; см. [21]).

Пусть вначале J Œ -{ , }.   Тогда в банахо-
вом пространстве F F= ( , )J X  корректно опре-
делена полугруппа T End:  + Æ F  операторов 
взвешенного сдвига вида 

 
( ( ) )( ) ( , ) ( ),

, , .
T t x s s s t x s t

s x t
= - -

Œ Œ ≥
U

FJ 0
 (1.6)

Когда J = , X  — гильбертово пространство, 
такая полугруппа введена в рассмотрение Хо-
улэндом [6] в гильбертовом пространстве 
L X2( , )  при условии унитарности операторов 
U( , ),t s  t s, .Œ 

С полугруппой операторов T  тесно связан 
оператор 

 L L F F F: ( ) ( , ), { , , },D XÃ Æ = Œ - +J J     

А. Г. Баскаков
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который определяется следующим образом. Не-
прерывная функция x X: ,J Æ  принадлежащая 
F ,  включается в D( ),L  если существует функ-
ция f Œ F  такая, что для всех s t£  из J  верны 
равенства (1.5). При этом полагается Lx f= .  
Функция f  определяется однозначно, и поэтому 
определение оператора L  корректно.

В дальнейшем изучение оператора L  будет 
осуществляться при условии, что он построен 
по произвольному семейству L : DJ Æ EndX  
эволюционных операторов (“вперед”).

Т е о р е м а  1 . 1  [ 1 6 ,  1 7 ] .   Е с л и 
F( , ) { ( , ), [1, ); ( , )}0  X L X p C XpŒ Œ •  то по-
лугруппа операторов (1.6) сильно непрерывна, 
а ее генератором является оператор L.

До статей [16]—[18] генератор полугруппы 
T  не был определен.

Теорема 1.2.   Спектры операторов 
T t End X( ) ( , ),Œ F   t Œ +  (где F( , ) X  — про-
странство из теоремы 1.1) и L  связаны соот-
ношением 

 
s s

l l s
( ( )) \ { } exp ( )

{exp ; ( )}.
T t t

t
0 = =

= Œ
L

L
 (1.7)

Вторая теорема об отображении спектра 
(вообще говоря, не имеющая место для произ-
вольной сильно непрерывной полугруппы 
операторов) была независимо доказана в ряде 
работ для пространств L Xp( , ),  p Œ •[ , )1  (см. 
[8], [12], [16]—[18]), а в статье [17], кроме того, 
для пространств Степанова S Xp( , ),  1 <£ •p  
и L X•( , ).  При этом отметим, что в этих про-
странствах полугруппа T  не является сильной 
непрерывной.

Если J =  + , то определение полугруппы 
операторов типа (1.6) в однородном пространс-
тве F( , ) + X  зависит от вида пространства 
F( , ) + X  и здесь возникают разные способы ее 
построения.

Вначале рассмотрим полугруппу операторов 
T End X0 : ( , ) + +Æ F  вида 

 ( ( ) )( )
( , ) ( ), ,
, , .

T t x s
s s t x s t s t

s t x0 0 0
=

- - ≥
£ £ Œ

Ï
Ì
Ó

U

F

 
  

 (1.8)

Эта формула корректно определяет полу-
группу операторов в пространствах L Xp( , ), +  
p Œ •[1, ],  S Xp( , ), +  p Œ •[1, ),  и многих дру-
гих однородных пространствах измеримых 
функций. Формула (1.8) также корректно опре-
деляет полугруппу операторов и в подпростран-
стве C X x C X xb b,0( , ) = { ( , ) : (0) = 0} + +Œ  из 
C Xb( , ). +  Такая полугруппа изучалась в ста-
тьях [7], [14], [18], [20]. Ее генератор (в случае, 

если она сильно непрерывна) тесно связан с 
классом определяемых далее линейных опера-
торов.

Пусть CS X( )  — совокупность замкнутых 
линейных подпространств из X  и E CS XŒ ( ).  
Рассмотрим линейный оператор 

 L L F FE ED X X: ( ) ( , ) ( , ),Ã Æ+ +   

который определяется в любом рассматривае-
мом здесь пространстве F( , ) + X  следующим 
образом. Непрерывная функция x XŒ +F( , ),  
для которой вектор x(0)  принадлежит E , отно-
сится к области определения D E( )L  оператора 
LE ,  если существует функция f XŒ +F( , )  
такая, что верны равенства 

       x t t x t f d t
t

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) , .= - ≥ÚU U0 0 0
0

t t t   (1.9)

Из (1.9) следует, что x  и f  удовлетворяют на 
J = +  равенствам (1.5) и поэтому функция f  
единственна. Далее полагается LEx f= .  Если 
E = {0},  то оператор L L0 = E  определяется с 
помощью равенств 

 x t t f d t
t

( ) = ( , ) ( ) , 0
0

- ≥ÚU t t t   (1.10)

и он является генератором полугруппы опера-
торов (1.8) (например, в пространствах 
L X pp( , ), [ , )). + Œ •1  Аналог теорем 1 и 2 был 
получен в статье [18] и затем в статье [14] для 
пространства C Xb, ( , )0  + .

Если семейство эволюционных операто-
ров U  решает абстрактную задачу Коши 
(1.1), (1.4), то обычно оператор LE  есть за-
мыкание оператора L d dt A t= - +/ ( ),  область 
определения которого состоит из функций 
x D L XŒ Ã +( ) ( , ),F   удовлетворяющих допол-
нительному условию x E(0) .Œ  Тем не менее для 
его расширения LE  в дальнейшем будет исполь-
зоваться обозначение - +d dt A t/ ( ).

Из приведенных определений следуют 
включения 

 L L L0 Ã Ã ŒE X E CS X, ( ).  (1.11)

Изучение оператора LE  существенно стиму-
лируется использованием его спектральных 
свойств при исследовании интегрального опе-
ратора Винера—Хопфа с рациональным ядром 
(см. [22, гл. 18], где LE d dt A= - +/ ,  A End nŒ � ,  
исследовался в гильбертовом пространстве 
L n2( , )) �+ . Исследование оператора LE  важно 
также в связи с тем, что ранее раздельно изуча-
ющиеся операторы L0  и LX  можно рассматри-
вать как принадлежащие одному (более обще-

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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му) классу операторов, и, что не менее важно, 
изучение этих операторов осуществляется (по 
крайней мере в этой статье) с использованием 
операторов LE ,  E π {0}.

Естественным образом возникает вопрос о 
построении полугруппы операторов, для кото-
рой оператор LE  был бы ее генератором, и пос-
ледующего исследования свойств оператора LE  
с использованием теории полугрупп операто-
ров. В статье [14] в банаховом пространстве 
C X x C X x tb b t0 0, ( , ) { ( , ) : lim ( ) } + + Æ•= Œ =  
была введена в рассмотрение полугруппа опе-
раторов вида 

( ( ) )( ) =
( , ) ( ), ,
( , 0) (0), 0 , ,

0T t x s
s s t x s t s t
s x s t sX

U

U

- - ≥
£ £ Œ +

 
    tt ≥

Ï
Ì
Ó 0.

  (1.12)

Однако, ее генератор LX
0  оказался необратимым 

оператором, а оператор LX  (для изучения кото-
рого должна была вводиться полугруппа ) яв-
ляется расширением оператора LX

0 , при этом 
L L LX X Xx x x= ¤ =0 0 0 0( )( ) .  Кроме того, полу-
группа TX

0  не может быть корректно определена 
формулой (1.12) в однородных пространствах 
измеримых функций (например, в L Xp( , ), +  
p Œ •[1, ]). Анализ проведенных исследований 
оператора LX  в разнообразных функциональ-
ных пространствах показывает, что оператор LE  
для E π {0},  не может являться генератором 
этой полугруппы операторов.

В данной работе предложен новый подход 
исследования оператора LE , основанный на 
использовании разностных линейных отноше-
ний (многозначных линейных операторов) и 
полугрупп линейных отношений.

Линейным отношением на банаховом про-
странстве X  называется любое линейное под-
пространство A  из X X¥ .  Оно называется  
замкнутым, если X  — замкнутое подпространс-
тво из X X¥ .  Совокупность всех (линейных) 
отношений на X  обозначим символом LR( ),X  
и совокупных замкнутых отношений - через 
LRC( ).X  Для любого вектора x ŒX  через Ax  
обозначим множество {y x yŒ ŒX A: ( , )  для 
некоторого x ŒX }. Сводка основных понятий 
и используемых результатов из теории линей-
ных отношений содержится в § 4 (в частности, 
вводятся операции умножения и сложения 
отношений).

В дальнейшем часто линейные операторы 
отождествляются с их графиком, т.е. рассмат-
риваются в качестве линейных отношений. 

Определение 1.1. Отображение T : Æ+  
XÆ ,LRC( )  удовлетворяющее условиям: 

1) T ( )0 = I  — тождественный оператор из 
End LRCX XÃ ;( )  

2) T T( ) ( ) ( )t t t T t t t1 2 1 2 2 2+ = , , Œ ,+  
называется полугруппой (замкнутых) линей-
ных отношений на банаховом пространстве X  

Все дальнейшие построения осуществляют-
ся с использованием семейства эволюционных 
операторов U : D Æ .+ EndX  

О п р е д е л е н и е  1 . 2 .  П у с т ь 
E CS X XŒ , = ,+( ) ( )F F   — однородное про-
странство измеримых функций. Полугруппу 
отношений T FE LRC: Æ ,+ ( )  определенную 
равенствами: 

 

T F F

U

U

E t x y y s
s s t x s t s t

s x s s

( ) {( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

= , Œ ¥ : =

=
, - - , ≥ ,

, , £ £0 00 tt,
Ï
Ì
Ó

 (1.13)

где x t E0 0: , Æ[ ]  — некоторая функция 
из подпространства 

F F([ ] ) { ( )}[ ]0 0, , = , Œ , ,, +t E x x Etc    

назовем эволюционной полугруппой отноше-
ний (на F ). 

Если F Œ , , , ,, + , +{ ( ) ( )}C X C Xb E b 0  то полу-
группу TE ,  определяемую равенствами (1.13), 
где x t E0 0: , Æ[ ]  — некоторая непрерывная 
функция, удовлетворяющая условию x t x0 0( ) ( )= ,  
назовем эволюционной полугруппой отноше-
ний на однородном пространстве F  непрерыв-
ных функций. 

Необычность ситуации состоит в том , что 
впервые (по крайней мере для автора этой ста-
тьи) возникла полугруппа линейных отноше-
ний, не являющихся линейными операторами 
(для E π { }0  ). Попытка получить (см. § 9) 
аналоги теорем 1.1 и 1.2 для L  и TE  приводит 
к необходимости определения генератора полу-
группы отношений. 

Приводимые здесь исследования оператора 
LE  основаны на систематическом использова-
нии разностного отношения D KE EI= -  на 
однородном пространстве F F= ,+( )� X  после-
довательностей векторов из X  (ассоциирован-
ным с F( ) + ,X , где действует оператор LE ;  см. 
§ 2). Замкнутое отношение KE  определяется 
равенствами 

 

K F F

U
E x y y n

n n x n n
x n

= Œ ¥ =

=
- - ≥

=
Ï
Ì
Ó

{( , ) : ( )

( , ) ( ), ,
, ,

1 1 1
00

 (1.14)
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для некоторого x E0 Œ .}  
Если E = ,{ }0  то отношение D K= -I 0  яв-

ляется оператором и этот оператор играл важ-
ную роль в проводимых в [20] исследованиях 
оператора L0 .  Ясно, что наряду с включениями 
(1.11) имеют место включения 

 D D D0 Ã Ã , Œ .E X E CS X( )  (1.15)

Определение 1.3. Полугруппу отношений 
T Fd E LRC, +: Æ� ( )  вида 

        

T K F

U

U

d E E
n

k

n x y y k

k k n x k n k n
k x k

, = = , Œ : ={

=
, - - , ≥ ,

, , £

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )0 0 ££ - ,

Ï
Ì
Ó n 1

 (1.16)

для некоторых x E k nk Œ , £ £ -0 1}  назовем 
дискретной эволюционной полугруппой, отве-
чающей семейству U : D Æ+ EndX  эволюцион-
ных операторов. 

Полугруппу Td E,  можно рассматривать как 
дискретизацию полугруппы отношений 
T FE LRC: Æ .+ ( )  При этом их спектральные 
свойства во многом совпадают. Так имеет место 
следующая теорема (вытекающая из теорем 5.8, 
6.6; см. также теорему VI.5.4 об отображении 
спектра из [30]). 

Теорема 1.3. Для спектров полугрупп отно-
шений TE  и Td E,  верны равенства 

 s s( ( )) ( ( ))T Td E En n n, = , ≥ .0  (1.17)

Более глубокие связи между отношением 
DE  и оператором LE  установлены в ряде лемм 
из § 5. В частности, построены изоморфизмы 
их ядер, образов, а также доказана одновре-
менная их дополняемость. Все результаты из 
§ 5, относящиеся к отношению KE  верны так-
же для отношения, которое определяется 
формулами (1.14) по произвольному дискрет-
ному семейству эволюционных операторов 
Ud d m n m n EndX: D = £ , , Œ Æ ,,+ +{ }�  т.е. для 
Ud  выполняются свойства: 1) Ud k k I k( ), = , Œ ;+�  
2) U U Ud d dn m m k n k( ) ( ) ( ), , = , ,  0 £ £ £ ;k m n  3) 
sup k k Mk≥ + , = < •.0 1U( )  

Используя спектральные свойства отноше-
ния KE ,  в теореме 9.1 описан спектр оператора 
LE .  

Исследование условий обратимости, сюръек-
тивности и других свойств оператора LE  и соот-
ветствующего ему отношения DE ,  ведется, как 
правило, используя понятие экспоненциальной 
дихотомии семейства эволюционных операторов. 
Оно определяется следующим образом. 

Определение 1.4. Пусть J Œ , , .- +{ }    
Будем говорить, что семейство эволюционных 

операторов U : D ÆJ EndX  допускает экспо-
ненциальную дихотомию на множестве W  из 
J , если существует ограниченная сильно не-
прерывная проекторнозначная функция 
P EndX: ÆW  и постоянные M , >g 0  такие, 
что выполнены свойства 

1) U U( ) ( ) ( ) ( )t s P s P t t s t s t s, = , , ≥ , , Œ ;W  
2) U( ) ( ) ( ( ))t s P s M exp t s, £ - -g  для s t s£ , ,  

s t, Œ ;W  
3) для s t s t£ , , Œ ,W  сужение Ut s X s, : ¢ Æ( )  
X tÆ ¢( )  оператора U( )t s,  на область значений 
¢ =X s ImQ s( ) ( )  дополнительного проектора 

Q s I P s( ) ( )= - ,  есть изоморфизм подпространств 
¢X s( )  и ¢X t( )  (мы определяем оператор 

U( )s t EndX, Œ ,  равный Ut s,
-1  на ¢X t( )  и равный 

нулевому на X t ImP t X( ) ( ) )= Ã ;  
4) U( ) ( )s t M exp s t, £ -g  для всех t s≥  из 

W.  
Пару проекторнозначных функций P Q, ,  

участвующих в определении 3, назовем расщеп-
ляющей парой для семейства U .  Если P = 0  
или Q = ,0  то будем говорить, что для U  имеет 
место тривиальная дихотомия на W.  

Таким образом, имеют место равенства 

 
X X t X t X t ImP t

X t ImQ t t
= ≈ ¢ , = ,

¢ = , Œ .
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) W

Аналогичным образом вводится понятие 
экспоненциальной дихотомии дискретного се-
мейства U : , Œ , £ Æ+{ }m n m n EndX�  эволю-
ционных операторов. 

Отметим, что условие ограниченности и 
сильной непрерывности функции P EndX: ÆW  
в определении 1.4 можно опустить; оба свойства 
легко выводятся из других свойств этого опре-
деления (см., например, [3], [4]). 

Теорема 1.4. Пусть F( ) + ,X  — однородное 
пространство и E  — замкнутое подпространст-
во из банахова пространства X ,  т.е. E CS XŒ .( )  
Тогда оператор LE  обратим тогда и только 
тогда, когда семейство U : D Æ+ EndX  допус-
кает экспоненциальную дихотомию на  +  с 
такой расщепляющей парой проекторнозначных 
функций P Q, ,  что ImQ E( )0 = .  Если LE  обра-
тим, то обратный определяется формулой 

      ( )( ) ( ) ( ) ( )L FE f t G t s f s ds f X-
•

+= , , Œ , .Ú1

0

  (1.18)

Функция (Грина) G EndX: ¥ Æ+ +   опре-
делена равенствами 

     G t s
t s P s s t
t s Q s s t s t

( )
( ) ( )
( ) ( )

, =
- , , £ £ ,

, , > , , Œ ,
Ï
Ì
Ó +

U

U

0


 (1.19)

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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где ( )P Q,  — расщепляющая пара проектор-
нозначных функций со свойством ImQ E( )0 = .  

Эта теорема доказывается в § 6 с помощью 
соответствующего результата для отношения 
DE  (теорема 6.1). 

С л е д с т в и е  1 . 1 .  О п е р а т о р 
L L F F0 0: Ã , Æ ,+ +D X X( ) ( ) ( )   непрерывно 
обратим тогда и только тогда, когда семейство 
U  допускает тривиальную экспоненциальную 
дихотомию с расщепляющей парой ( )P Q, ,  где 
Q = ,0  т.е. для некоторых M , >g 0  

 U( ) ( )t s Me s tt s, £ , £ £ < •.- -g 0  (1.20)

Этот результат для оператора L d dt A t= - / + ( )  
с ограниченными операторными коэффициен-
тами A t t( ), Œ ,+  и действующим в C Xb( ) + ,  
содержится в монографии [3, теорема III.5.1]. 
Утверждения следствия 1.1 для L0  в пространс-
тве C X x C X xb00 0 0 0( ) { ( ) ( ) } + , +, = Œ , : =  уста-
новлено в статье [7], а для пространств 
Lp X p( ) [ ] + , , Œ , • ,1  — в работе [18]. 

Следствие 1.2.  Оператор L LX XD: Ã( )  
F FX XÃ , Æ ,+ +( ) ( )   (здесь E X= )  непре-

рывно обратим тогда и только тогда, когда 
семейство U  состоит из непрерывно обрати-
мых операторов алгебры EndX  и существуют 
постоянные � �M , > ,g 0  такие, что 

 U( ) ( )t s Me s tt s, £ , £ £ < •.- - -1 0� �g  (1.21)

В теореме 2.5 статьи [14] это утверждение 
было получено для пространства C Xb0, + , ,( )  а 
первая часть утверждения теоремы 1.5 для того 
же пространства в теореме 4.5 из [14]. Доказа-
тельство следующей теоремы проведено в конце 
§ 8. 

Теорема 1.5. Для оператора LE  верны сле-
дующие свойства: 

1 )  е с л и  L L F F FE ED X: Ã Æ , =+( ) ( )  
сюръективен и подпространство 

 X x EE ( ) {0 0= Œ :  функция 
           x t t x t( ) ( , ) ,= ≥U 0 00  принадлежит F}  (1.22)

замкнуто и дополняемо в E ,  то семейство U  
допускает экспоненциальную дихотомию на 
 + ; 

2) если семейство U  допускает экспоненци-
альную дихотомию на  +  с расщепляющей 
парой ( )P Q,  и E ImQ… ,( )0  то оператора LE  
сюръективен; 

3)если семейство U  допускает экспоненци-
альную дихотомию на  +  с расщепляющей 
парой ( )P Q,  и F  — однородное пространство 
измеримых функций, то образ Im EL  оператора 

LE  с о в п а д а е т  с  п о д п р о с т р а н с т в о м 

{ ( ) ( ) ( ) ( )}y F t Q t y t dt E ImPŒ : , Œ +
•

Ú
0

0 0U  и обла-

дает свойством c ca a a[ ) [ ),• ,•= = ,Im EL F F  где 
c a[ ),•  — характеристическая функция проме-
жутка [ )a, •  из  + .  Если E ImP+ ( )0  — замкну-
тое подпространство, то Im EL  — замкнутое 
подпространство из F .  

Следствие 1.3. Если E X= ,  то следующие 
условия эквивалентны: 

1) LE  сюръективен и подпространство 
X XX( ) ( )0 0=  дополняемо в X ; 

2) U  допускает экспоненциальную дихото-
мию на  + . 

Последнее утверждение для дифференци-
ального оператора L d dt A t= - / + ( )  с ограни-
ченными операторными коэффициентами 
для F( ) ( ) + +, = ,X C Xb  приводится в [3, 
теорема IV.3.3 ], а для такого же оператора, 
действующего в функциональных пространс-
твах измеримых функций (в том числе для 
L X pp( ) [ ]) + , , Œ , •1  — в монографии [2]. Для 
оператора LX  результат следствия 1.3 впервые 
получен в [14, теорема 4.3], для пространства 
C Xb, + , ,0( )  а в статье [23] был распространен 
на пространства L X pp( ) [ )) + , , Œ , •1 . Важно 
отметить, что этот результат до сих не был полу-
чен для пространств L X•

+ ,( )  и C Xb( ) + , .  
Если U  — семейство эволюционных операторов 
«назад», то утверждение следствия 1.3 получено 
в статье автора [19, ч. II]. 

Трудная часть исследований относится к 
операторам, действующим в однородных про-
странствах функций,на которых операция 
сдвигов функций не является сильно непрерыв-
ной. К наиболее важным из них относятся про-
странства C Xb( , ), +  L X•

+( , ),  пространство 
Степанова S X1( , ) + . Именно эти пространства 
наиболее важны, рассматривались в классичес-
ких работах [2]—[4], и они остались вне рас-
смотрений большинства авторов, активно рабо-
тающих в последнее время в этой области ис-
следований. Сведение изучения оператора LE  
к изучению отношения DE  (теорема 5.8) позво-
лило использовать технику, связанную с ис-
пользованием сопряженных операторов и от-
ношений (сводка свойств сопряженных отно-
шений содержится в 7). Соответствующие ре-
зультаты изложены в 8, 9.

До сих мы формулировали некоторые из 
полученных в § 5, 6 результатов, часто сопри-
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касающихся с классическими. Приведем неко-
торые утверждения из 8, где получены необхо-
димые и достаточные условия фредгольмовости 
оператора LE .

Определение 1.5. Линейное отношение 
A XŒLR( )  (X  — банахово пространство) на-
зывается  фредгольмовым, если его ядро Ker A  
конечномерно, образ Im A  замкнут и его кораз-
мерность b( ) = =A A X ACodim Im dim( / Im )  
конечна.  Число ind ( ) ( ),A A A= -a b  где 
a( ) dim KerA A= , называют  индексом фред-
гольмова отношения A.

Определение 1.6. Будем говорить, что два 
замкнутых пространства E

1
, E

2
 из банахова 

пространства X  образуют  фредгольмову 
пару, если E E1 2+  — замкнутое подпространс-
тво и конечномерны подпространство E E1 2∩  
и факторпространство X E E/( )1 2+ . Число 
ind( , ) ,E E1 2 = -a b  г д е  a = dim( ),E E1 2∩  
b = +dim /( ),X E E1 2  называется индексом 
фредгольмовой пары E

1
, E

2
.

Определение 1.7. Подпространство из 
� �•

+( , )*X  вида 

 
� � � � �def defX X

n n n n

•
+

• •
+= = Œ =

= +

( , ) { ( , ) : ( ) ,

( ) ( , ) (

*
,

*

*

U

U

x x

x x

0 0

1 ++ ≥1 0), } n
 

назовем  дефектным подпространством для 
семейства U .

Теорема 1.6.  Следующие условия эквивалент-
ны:

1 )  L L F FE ED X X: ( ) ( , ) ( , )Ã Æ+ +   — 
фредгольмов оператор и � �def X•

+ =( , ) { };* 0
2) семейство эволюционных операторов U  

допускает экспоненциальную дихотомию на � +  
(или на  + ) с такой расщепляющей парой 
(P, Q), что подпространства E P, Im ( )0  из X 
образуют фредгольмову пару.

Е с л и  в ы п о л н е н о  у с л о в и е  2 ) ,  т о 
ind ( , Im ( )).LE ind E P= 0

Следствие 1.4.  Пусть � def X•
+ =( , ) { }* 0 . 

Тогда оператор L0  фредгольмов тогда и только 
тогда, когда семейство U  допускает экспонен-
циальную дихотомию на  +  с такой расщеп-
ляющей парой ( , )P Q ,  что dim Im ( )Q 0 < •  (и 
тогда ind dim Im ( )L0 0= - Q ).

Утверждение следствия получено в [24] при 
дополнительных условиях рефлексивности 
пространства X и обратимости операторов се-
мейства U  для оператора L0 , действующего в 
пространствах L Xp( , ), +  p Œ •[1, ).

В § 9 изучается структура полугруппы отно-
шений 

 T FE LRC X: ( ( , )). + +Æ  

В следующей теореме используется опреде-
ление 9.1 гиперболической полугруппы отно-
шений.

Теорема 1.7.  Для того чтобы полугруппа 
отношений TE  была гиперболической, необхо-
димо и достаточно, чтобы семейство U  допус-
кало экспоненциальную дихотомию с расщеп-
ляющей парой ( , )P Q ,  удовлетворяющей условию 
Im ( ) .Q E0 =

Эта теорема следует из более общей теоре-
мы 9.2. 

§ 2. ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
ФУНКЦИЙ 

Рассмотрим несколько примеров наиболее 
используемых пространств функций. Все они 
являются банаховыми и содержатся в линейном 
пространстве L Xloc

1 ( , )J  локально суммируемых 
на J  функций со значениями в (комплексном) 
банаховом пространстве X , где J Œ +{ , ,[ , ]}  a b . 
Вот некоторые из них: L L Xp p= ( , ),J  p Œ •[1, ]  
— (банахово)  пространство  функций 
x L XlocŒ 1 ( , )J , для которых конечна величина 
(принимаемая за норму в соответствующем 
пространстве) 

 
x x d p

x ess x p

p

p p

= ( ) π •

= = •

Ú
•

Œ

J

J

( ) , ,

sup ( ) , ;

/

t t

t
t

1

 

 
 

C C Xb b= ( , )J  — пространство непрерывных 
и ограниченных на J  функций (подпространс-
тво из L X•( , )J );

C C Xb b0 0, , ( , )= +  — подпространство функ-
ций x из C Xb( , ) +  со свойством lim ( ) ;

t
x t

Æ•
= 0

C C Xb E b E, , ( , )= +  — подпространство фун-
кций x из C Xb( , ) +  со свойством x E(0) Œ , где 
E CS XŒ ( );

 
для

00 0, ,0

,0 ,0 ,

,

( , ) ( , )  {0};
b b

b b b E

C C C

C C X C X E+ +

= «
= = = 

 

S S X pp p= ( , ), [1, ), + Œ •  — пространство 
С т е п а н о в а .  О н о  с о с т о и т  и з  ф у н к ц и й 
x L XlocŒ +

1 ( , ) ,  для которых конечна величина 

 x x s t dsSp
t

p
p

= +
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂≥

Ú
0 0

1 1

sup ( ) .
/

 

Если F( , )J K , где K Œ{ , }, �  — одно из 
рассматриваемых пространств скалярных фун-
кций, то символ K  будет опускаться, т.е. для 
него будет использоваться обозначение F( )J .

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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Далее через  +  обозначается множество 
неотрицательных целых чисел.

Рассматриваются следующие банаховы 
пространства последовательностей векторов из 
банахова пространства Y :

� � �p p Y p= Œ •+( , ), [ , ], 1  — пространство 
последовательностей x Y: � + Æ , для которых 
конечны величины 

 
x x n p

x x n p

p
n

p
p

n

= ( ) , [1, ),

= ( ) , = ;
=0

1/

0

•

•
≥

ÂÏ
Ì
Ó

¸
˝
˛

Œ •

•

 

 sup
 

c c Y0 0= +( , )�  — подпространство последо-
вательностей x из � �• +( , )Y  со свойством 

n
x n

Æ•
=lim ( ) ;0

Последовательность x Y: � Æ  будет иногда 
обозначаться символом ( )xn .

Введем в рассмотрение еще одно семейство 
банаховых пространств 

 
L L X p

p q

p q p q, , ( , ), ,
[ , ], [ , ].

= =
Œ • Œ •

+  
 

0
1 1

 

Каждой функции x L XlocŒ +
1 ( , )  сопоставим 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( ),xn  n Œ + ,  г д е 
x L Xn Œ 1([0,1], ),  x s x s nn( ) = ( ),+  s Œ[0,1].  Ба-
нахово пространство L Xp q, ( , ) +  состоит из 
ф у н к ц и й  x L XlocŒ +

1 ( , ) ,  д л я  к о т о р ы х 
x L Xn

qŒ ([0,1], ),  n Œ +� ,  а сама последователь-
ность ( )xn  принадлежит � �p

qL X( , ([ , ], )).+ 0 1  При 
p = 0  последовательность ( )xn  считается при-
надлежащей пространству c L Xq

0 0 1( , ([ , ], ))� + . 
За норму функции x Lp qŒ ,  полагается 

если

1/

,
0

,

( ) ,  [1, ),  [1, ],

( ) ,   {0, },  [1, ].sup

p
p

n np q p q
n

np q q
n

x x x p q

x x p q
+

•

=

Œ

Ê ˆ
= = Œ • Œ •Á ˜Ë ¯

= Œ • Œ •

Â

�

Следует отметить, что банахово пространство 
L q•,  совпадает с пространством Степанова 
S Xq( , ), +  q Œ •[ , ).1  Ясно, что L Xp p, ( , ) + = 

L Xp( , ), +=  p Œ •[1, ].
Далее будет аксиоматизирован класс функ-

циональных пространств, в которых будут 
действовать линейные операторы, построенные 
по заданному семейству эволюционных опера-
торов U : .D+ Æ EndX

Определение 2.1. Банахово пространство 
F( ) +  измеримых на  +  вещественных фун-
кций назовем  однородным пространством из-
меримых функций, если выполнены следующие 
условия:

1) F( ) +  содержится в L Lloc loc
1 1( ) ( , ),  + +=  

причем 

 
0

1

Ú £ Œ
+ +x d c x x( ) , ( ),( )t t

F
F


  (2.1)

где c > 0;
2) F( ) +  — банахова решетка (использует-

ся также термин «идеальное пространство» или 
«структура»; см.[25], [26] ). Это означает, что 
если y Œ +F( )  и j :  + Æ  — измеримая 
функция, для которой j y( ) ( )t t£  для почти 
всех t Œ + , то j Œ +F( ))  причем j y£ ;

3) для любого t > 0  определены и ограниче-
ны операторы сдвигов функций S t( ) , и «усечен-
ных» сдвигов � S t End( ) ( )- Œ +F  вида 

 

( ( ) )( ) ( ), , ( ),

( ( ) )( )
( ), ,

S t x x t x

S t x
x t t

t t t

t
t t

= + Œ Œ

- =
- ≥

+ +  

 

 

�

F

00 0, . £ <
Ï
Ì
Ó t t

 

При этом 
t t

S t S t
≥ ≥

+ - < •
0 0

sup ( ) sup ( )� .

4) характеристическая функция c[ , ]0 1  отрез-
ка [0,1]  принадлежит F( ) +  и для любой функ-
ц и и  x Œ +F( )  ф у н к ц и я  �   �x x t: , ( )Æ =  


xn n S

,[ , ] ( )
= +

+
c 1 1  t n nŒ +[ , 1],  n ≥ 0,  принадле-

жит F( ) +  и �x x£ .
Для удобства получения оценок всюду далее 

считается, что 

 c[ , ] , ( ) , ( ) , .0 1 1 1 1 0= £ - £ ≥   S t S t t�  

Из свойств 2 и 3 однородного пространства 
F( ) +  следует, что ему принадлежат характе-
ристические функции c[ , 1],n n+  n Œ +� ,  интерва-
лов [ , ],n n + 1  n Œ +�  и c[ , 1] = 1,n n+  n ≥ 0.  Рас-
смотрим линейное подпространство Fs( ) +  
функций из F( ) + , принимающих постоянное 
значение на каждом из интервалов [ , 1),n n +  
n Œ +� .  По этому замкнутому подпространству 
определим банахово пространство F( )� +  ве-
щественных последовательностей x : � + Æ  
таких, что функция �   �x x t x n: , ( ) ( ),+ Æ =  если 
t n nŒ +[ , 1),  n Œ +� ,  принадлежит подпро-
странству Fs( ) +  и положим x x=

+
�

F ( ) .  
Получившееся таким образом банахово про-
странство последовательностей F( )� +  назовем 
пространством, ассоциированным с F( ). +  
Оно, в силу своего определения, обладает свойс-
твами, аналогичными свойствам однородного 
пространства F( ). +

Определение 2.2. Банахово пространство 
F( , ) + X  измеримых (по Бохнеру) функций 
x X:  + Æ ,  для которых функция x : , + Æ  

А. Г. Баскаков
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x t x t( ) = ( ) ,  t Œ + ,  принадлежит F( ) +  и с 
нормой x x= ( )F  +

,  назовем  однородным 
пространством измеримых функций, соответс-
твующих однородному пространству F( ). +

Замечание 2.1. Если F( , ) + X  — однород-
ное пространство функций, соответствующих 
однородному пространству F( ) + , то оно обла-
дает соответствующими свойствами 1)—4) из 
определения 2.1. Символом F( , )� + X  обозна-
чим банахово пространство последовательнос-
тей x X: � + Æ  со свойствами: последователь-
ность �x n x n( ) = ( ) ,  n Œ +� ,  принадлежит про-
с т р а н с т в у  F( ) + ;  п р и  э т о м  п о л о ж и м 
x xXF F( , ) ( ) .� �

�
+ +

=  Банахово пространство 

F( , )� + X  можно определить (получим тоже 
пространство, что и только что определенное) 
как совокупность последовательностей 
x X: � + Æ  таких, что функция y X: , + Æ  
y t x n( ) = ( ),  t n nŒ +[ , 1),  n Œ +� ,  принадлежит 
подпространству Fs X( , ) +  функций из F( , ) X  
постоянных на каждом промежутке [ , 1),n n +  
n Œ +� .  Полагается x yX XF F( , ) ( , ) .� + +

=  Полу-
чившееся пространство последовательностей 
будем называть однородным пространством 
последовательностей, ассоциированным с 
F F F( , )(( ( , )), ( , ))  �+ + +X X X  - ассоцииро-
ванная пара).

Замечание 2.2. Банаховы пространства 

 
S X p

L X p p q

p

p q

( , ), [ , ),

( , ), , [ , ], [ , ],




+

+

Œ •

= Œ • Œ •

 

   

1

0 1 1
 

являются однородными пространствами изме-
римых функций, а ассоциированным к 
S Xp( , ) +  и L Xp q, ( , ) +  пространством по-
следовательностей является пространство 
� �p X( , ),+  если p π 0.  Если p = 0,  то про-
странству L Xq0, ( , ) +  соответствует пространс-
тво c X0( , ).� +

Замечание 2.3. Непосредственно из опреде-
ления однородного пространства следует, что 
верны включения 

 L X X S X1 1, ( , ) ( , ) ( , )•
+ + +Ã Ã  F  (2.2)

для любого однородного пространства F( , ) + X  
и также верны включения 

 � � � � �1( , ) ( , ) ( , )+ +
•

+Ã ÃX X XF  (2.3)

для однородного пространства последовательнос-
тей F( , )� + X  (ассоциированного с F( , ) + X ).

В следующем определении дается определе-
ние однородного пространства последователь-
ностей векторов из банахова пространстваX , 
не обязательно полученного из некоторого од-

нородного пространства функций (см. замеча-
ние 2.1).

Определение 2.3. Банахово пространство 
F( , )� + Y  (Y  — банахово пространство) после-
довательностей векторов из Y  назовем  одно-
родным пространством последовательностей, 
если выполнены следующие условия:

1) если y YŒ +F( , )�  и x Y: � + Æ  - такая 
последовательность, что x n y n( ) ( )£  для всех 
n Œ +� ,  то x YŒ +F( , )�  и x y£ ;

2) операторы сдвигов последовательностей 
S n( ),  �S n( ),-  n Œ +� ,  вида ( ( ) )( ) ( ),S n x k x k n= +  
k n, ,Œ +�  x YŒ +F( , ),�

 

( ( ) ))( )

( ), ,
, , , ( , )

�

� �

S n x k
x k n k n

k n k x Y

- =

=
- ≥
£ < Œ Œ

Ï
Ì
Ó + +

 
   0 0 F

 

корректно определены, ограничены и их нормы 
равномерно ограничены (по n Œ +� ) числом 1;

3) для любого вектора x Y0 Œ  последователь-
ность x Y0 : ,� + Æ  x x0 0(0) = ,  x k0( ) = 0  для 
k ≥ 1,  принадлежит F( , )� + Y  и x x0 0£ .

Ясно, что банахово пространство F( , )� + X  
последовательностей, ассоциированное с одно-
родным пространством измеримых функций 
F( , ) + X ,  является однородным пространством 
последовательностей согласно определению 2.3. 
Отметим еще, что для однородного пространства 
последовательностей F( , )� + Y  имеют место 
включения вида (2.3).

Определение 2.4. Банахово пространство 
F( , )0 1  вещественных функций, определенных 
на [0,1]  назовем однородным пространством, 
если выполнены условия:

1) F(0,1) (0,1) = ([0,1], )1 1Ã L L   и это вло-
жение непрерывно;

2) корректно определены и равномерно огра-
ничены единицей операторы S t End( ) ( , )Œ F 0 1  
вида 

 

( ( ) )( )

( ), ;
( ), , , [ , ], (

S t x
x t t
x t t t x

t
t t
t t t

=

=
+ + <
+ - + > Œ Œ

 
   

1
1 1 0 1 F 00 1, ).

Ï
Ì
Ó

  (2.4)

Примерами однородных пространств на 
отрезке [0, 1] являются симметрические бана-
ховы пространства функций на [0, 1] (см. [26]), 
и, в частности, пространства Марцинкевича, 
Орлича, пространстваLp(0,1),  p Œ •[1, ].

Замечание 2.4. Наиболее используемые 
однородные пространства измеримых функций 

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 



60 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2007, № 2

можно получить из двух пространств: однород-
ного пространства F(0,1)  функций на отрезке 
[0, 1] и однородного пространства веществен-
ных последовательностей F( )� +  (см. определе-
ние 2.3). Вначале определим однородное про-
странство F( ) +  вещественных функций. К 
нему отнесем любую функцию x LlocŒ 1 ( ),  для 
которой последовательность x xn= ( )  функций 
вида 

 x t x t n tn( ) ( ), [ , ]= + Œ 0 1  (2.5)

принадлежит F(0,1) , а последовательность 
a = xn( )  их норм принадлежит пространству 
F( )� + . При этом полагается F

F
( )

( )
�

+
+

=  

F
.( )� +

= a  Теперь однородное пространство 
векторных функций F( , ) + X  определяется по 
построенному пространству F( ) +  согласно 
определению 2.2.

К пространствам, построенным по правилу, 
описанном в замечании 2.4, относятся простран-
ства L Xp q, ( , ), +  p = 0,  p Œ •[1, ],  q Œ •[1, ],  ко-
торые при p π 0  строятся из пространств 
F(0,1) = (0,1),Lq  F( ) = ( )� � �+ +p .  При p = 0  
следует положить F( ) = ( )0� �+ +c .

Кроме однородных пространств измеримых 
функций рассматриваются однородные про-
странства непрерывных функций.

Определение 2.5. Банахово пространство 
F( , ) + X  называется  однородным пространс-
твом непрерывных функций, если:

1) F( , ) + X  — замкнутое подпространство 
из C Xb( , ) +  с нормой из C Xb( , ) + , и содержа-
щее ненулевую функцию;

2) определены и равномерно ограничены 
семейства операторов вида 

 ( ( ) )( )
( ), ,
( ), , , ,

�S t x s
x s t s t
x s t s t

- =
- ≥

£ £ ≥
Ï
Ì
Ó

 
  0 0 0

 

где x XŒ +F( , );
3) Fx XŒ +F( , ) и F Fx x£ •  для лю-

бой сильно непрерывной ограниченной функ-
ц и и  F :  + Æ EndX  с  F(0) = 0  и  л ю б о й 
x XŒ +F( , ) .

Замечание 2.5. В дальнейшем будут рас-
сматриваться только однородные пространства 
непрерывных функций вида: C Xb E, ( , ), +  
C x C x tb b t0, = { : ( ) = 0}.Œ

Æ•
lim  Символ F( , ) + X  

используется для обозначения однородного 
пространства измеримых функций, так и для 
обозначения однородного пространства непре-
рывных функций. Ассоциированными с про-
странствами C Xb( , ), +  C Xb0, ( , ) +  будут яв-

ляться пространства последовательностей 
� �•

+( , )X  и c X0( , )� +  соответственно.

§ 3. МАТРИЧНЫЙ АНАЛИЗ 
ОПЕРАТОРОВ В ОДНОРОДНЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ ИЗМЕРИМЫХ 
ФУНКЦИЙ. ОГРАНИЧЕННОСТЬ 

НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ОПЕРАТОРОВ 

Рассмотрим однородное пространство изме-
римых функций F( , ) + X  (соответствующее 
однородному пространству вещественных из-
меримых функций F( ) + ), подпространство 
Fs X( , ) +  и однородное пространство последо-
вательностей F( , )� + X  (см. определение 2.2, 
замечание 2.1). Через F([0,1], )X  обозначим 
банахово пространство измеримых на [0,1] 
функций со значениями в X , которые при их 
продолжении на  +  нулевой функцией на про-
межуток (1, )• , принадлежат F( , ) + X  и норма 
продолженной функции считается нормой фун-
кции из F([0,1], )X .

Каждой функции x  из F( , ) + X  поставим 
в соответствие последовательность функций 
x xn= ( )  из F([0,1], )X  вида 

 x t S n x t x t n tn( ) ( ( ) )( ) ( ), [ , ]= = + Œ 0 1  

и получившееся таким образом линейное про-
странство последовательностей F  нормируем, 
положив x x X=

+F ( , )
. Полученное простран-

ство последовательностей F  является банахо-
вым и оно изометрически изоморфно пространс-
тву F( , ) + X . При этом F  — однородное про-
странство последовательностей функций из 
F([0,1], )X .

Пусть F F= +( , )� Y  — однородное про-
странство последовательностей векторов из 
банахова пространстваY . Рассмотрим изомет-
рическое представление V : EndT Æ F , где 
T = Œ ={ :| | }z z� 1  — единичная окружность, 
определенное равенствами 

( ( ) )( ) ( ), , , .V y n y n n yng g g= Œ Œ Œ+   T � F  (3.1)

Корректность определения представления 
V  и его изометричность следует из определе-
ния 2.3 однородного пространства последова-
тельностей.

Определение 3.1. Через Fc Z Y( , )+  обозна-
чим (замкнутое) подпространство последова-
тельностей y YŒ +F F= ( , )�  (см. определение 
2.3), для которых функция g g�V y( ) : T Æ F  
непрерывна. Символом F Fc c X= ( , ) +  обоз-
начим подпространство из однородного 
простран ства измеримых функций x  из 
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F( , ), + X  для которых последовательность 
x XŒ = +F F F( , ([ , ], ))� 0 1  принадлежит под-
пространству ( )F c . Если F( , ) ( , ),, + +=X C Xb E  
т о  п о л о ж и м  Fc EX C X( , ) , ),� + += =0  

b E bC X C X( , ) ( , )., , + += « 0

Однородные пространства измеримых фун-
кций L Xp q, ( , ), +  p = 0,  p Œ •[ , ),1  q Œ •[ , ];1  
L Xp( , ), +  p Œ •[ , ),1  являются пространствами, 
для которых F F= c . Пространство ( ( , )) ,S Xp

c +  
p Œ •[1, )  совпадает сL Xp0, ( , ), +  а ( ( , ))L X c

•
+ =  

( , ),L X•
+= 0 .

Лемма 3.1.  Пространство Fc  совпадает с 
п о д п р о с т р а н с т в о м  т а к и х  ф у н к ц и й 
x XŒ +F F( , ) = ,  для которых непрерывна 
функция 

 l l� V x( ) : ,Æ F  

где V : Æ End F  — изометрическое пред-
ставление группы   вида 

 
( ( ) )( ) exp( ) ( ),

, , ( , ).
V y s i s y s

s y X


  

l l
l

=
Œ Œ Œ =+ +  F F

 

Кроме того, Fc  совпадает с замыканием 
подпространства Fcomp  функций из F , имею-
щих компактный носитель, а ( )F c  есть замы-
кание подпространства финитных последова-
тельностей из F .

Пусть F F= ( , )� + Y  — некоторое однородное 
пространство последовательностей векторов из 
банахова пространства Y . Для любой последо-
вательности f YŒ •

+� �( , )End  определим опе-
ратор V f( ) ŒEnd F  следующими равенствами 

 ( ( ) )( ) ( ) ( ), , .V f x n f n x n n x= Œ Œ+  � F  (3.3)

Ясно, что V f f( ) = • .
Определение 3.2. Последовательность ( )fn  

из � �•
+( )  назовем ограниченной апроксима-

тивной единицей (сокращенно о.а.е.), если
1) sup

n
nf

≥
< •

1
, 

2) множество supp { : ( ) }f k f kn n= Œ π+� 0  
конечно для любого n Œ� ,   

3) lim
n nf k

Æ•
( ) = 1  для любого k Œ +� ,   

4) lim sup ( ) ( ) .
n k

n nf k f k
Æ• ≥

+ - =
0

1 0

Примером о.а.е. является последователь-
ность вида 

 f k
k
n

k n

k n n
n( )

, ,

, , .
=

- £ £

≥ + ≥

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

1 0

0 1 1

 

  
 (3.4)

Лемма 3.2.  Подпространство Fc  совпадает 
с подпространством последовательностей из 
F F= ( , )� + Y  вида 

  { : lim ( ) }.x V f x x
n nŒ =

Æ•
F  

Утверждение этой леммы следует из лем-
мы 4.3 статьи [27].

Лемма 3.3  Пусть A YŒ +End ( , )F �  - опера-
тор, перестановочный с операторами V( ),g  
g ŒT , определенных равенствами (3.1), и вы-
полнено одно из следующих условий:

1) F F= c ; 2) lim
n n nAV f V f A

Æ•
-( ) ( )  для ко-

торой о.а.е. ( )fn .
Тогда существует ограниченная функция 

A : End� + Æ Y  такая, что оператор A  может 
быть представлен в виде 

  ( )( ) ( ) ( ), , ( , ).Ay n n y n n y Y= Œ Œ+ +A � � F  (3.5)

Определение 3.3.  Двойственным про-
странством к однородному пространству после-
довательностей F F( ) ( , )� � + +=  называется 
совокупность ¢ +F ( )�  таких последовательнос-
тей y : � + Æ , для которых 

 y x n y n
x x n

= < •
= Œ ≥+

Âsup | ( ) ( ) | .
, ( )1 0 F 

 (3.7)

Двойственное к F( )� +  пространство ¢ +F ( )�  
также является однородным пространством. 
Оно канонически вкладывается в сопряженное 
F( )*� +  к F( )� +  пространство, являясь в нем 
замкнутым подпространством. Банахово про-
странство ¢ = Æ+ +F ( , ) { : :* *� �X Xx  последо-
вательность x x( ) ( ) ,n n=  n Œ +� ,  принадлежит 

¢ +F ( )�  и x x=
¢ +F ( )

}
�

 естественным образом 
отождествляется с замкнутым подпространс-
твом из F( , )*� + X , где F( , )� + X  определяется 
с помощью F( )� + .

Теорема 3.1.  Если F Fc( ) = ( )� �+ +  (и, зна-
чит, F Fc X X( , ) = ( , )� �+ + ), то банахово про-
странство F( , )*� + X  изометрически изоморф-
но банахову пространству ¢ +F ( , )*� X .

Замечание 3.1. Для характеристической 
функции c[ , ]a b  любого промежутка [a, b] из  +  
и  л ю б о г о  о д н о р о д н о г о  п р о с т р а н с т в а 
F F= ( , ) + X  оператор x xa b� c[ , ] : F FÆ  
является ограниченным проектором. Его образ 
обозначим через F([ , ], )a b X  или c[ , ]a b F .

В однородном пространстве измеримых 
функций F( , ) + X  равенствами 

 P x x n x Xn n n= Œ Œ+ + +c[ , ] , , ( , )1   � F  

определим семейство проекторов 

 P = Œ +{( ); }.P nn �  
Имеет место

Лемма 3.4.  Для любой функции x  из про-
странства Fc X( , ) +  ряд k kP x≥Â 0  безусловно 
сходится кx . Кроме того 
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 C P
k

k k( ) sup ,P = < •
≥
Â

0

a  

где supremum берется по всем конечным набо-
рам чисел ak ŒT,  k ≥ 0 .

Систему проекторов P = ( )Pn  назовем  раз-
ложением единицы в F( , ) + X .

Символом L Xloc
•

+( , )  обозначим совокуп-
ность таких функций x L XŒ +loc

1 ( , ) ,  что 
c[ , 1] ( , )n n x L X+

•
+Œ   и, значит, c[ , ] ( , )n n x X+ +Œ1 F  , 

причем c[ , 1] ([ , 1], ) .n n L n n Xx x+ +£ •
F

 Линейное про-
странство C X( , ) +  всех непрерывных на  +  
функции со значениями в X  содержится в 
L Xloc

•
+( , ) .

Линейному оператору A X: ( , )F  + Æ  
L X( , )•

+Æ loc  поставим в соответствие беско-
нечную матрицу A A= ( )ij , составленную из 
операторных блоков Aij i jPAP= ,  i j, ,Œ +�  ко-
торые будем рассматривать как операторы из 
S S X1 1= ( , ) +  в L L X• •

+= ( , ) .
Далее рассматривается такой оператор A , 

что все операторы Aij S L: ,1 Æ •  i j, ,Œ +�  огра-
ничены. Определим двустороннюю последова-
тельность ( ( )),d kA  k Œ� , полагая 

 d k kA
i j k i j

ij( ) sup , .
, ,

= Œ
- = ≥ 

 
0

A �  

Это важная характеристика убывания вне-
диагональных элементов матрицы A .

Лемма 3.5.  Пусть линейный оператор 
A X L X: ( , ) ( , )locF  +

•
+Æ  имеет матрицу 

A A= ( )ij  с суммируемыми диагоналями, т.е. 
конечна величина 

 x A d k
k

A( ) ( )= < •
Œ
Â

�

 (3.11)

и для любых m Œ +�  и x XŒ +F( , )  выполнено 
условие 

 lim ( ) ,( )n m nP A I P x
Æ•

- = 0  (3.12)

где P P P P nn n( ) 0 1= ,+ + Œ +� � .
Тогда Im ( , ),A XÃ +F   оператор A  прина-

длежит алгебре End ( , )F  + X  и A æ A£ ( ) .
Лемма 3.6.  Если для линейного оператора 

A X L X: ( , ) ( , )locF  +
•Æ  выполнены оценки 

 
( )( ) ( )( ) ,

, ( , ),

Ax t Bx t

t x X
X

£

Œ Œ+ +

�

  F
 (3.14)

где �  � x x t x t t
X

Œ = Œ+ +F( ), ( ) ( ) , ,   и оператор 
B : ( ) ( )locF F +

•
+Æ  удовлетворяет условиям 

леммы 3.5, то оператор A  принадлежит алгебре 
End ( , )F  + X  и A B£ .

Утверждение леммы непосредственно сле-
дует из определения однородного пространства 

F( , ) + X  (при этом следует учесть равенство 
x x= ( )

�
F +

 для x XŒ +F( , )).
Если для  операторов  A X: ( , )F  + Æ 

X( , ),locF •
+Æ  B : ( ) ( ),locF F +

•
+Æ  выполне-

ны оценки (3.14), то будем говорить, что опера-
тор A   мажорируется операторомB .

Теорема 3.2.  Пусть G X: End + +¥ Æ  
— сильно измеримая функция, удовлетворяю-
щая оценкам 

 
G t s C t s

s t
( , ) exp( | |),

,

£ - -
£ < •

d
0  

 (3.15)

для некоторых C , > 0d . Тогда оператор 

 
( )( ) ( , ) ( ) ,

, ( , ),

Ay t G t s y s ds

t y X

=

≥ Œ

•

+

Ú
0

0  F 

 (3.16)

принадлежит банаховой алгебре End F( , ) + X  
и его норма допускает оценку вида 

 A Ce e£ - - -4 1 1d d( ) .  (3.17)

Следствие 3.1.  Пусть F( , ) + X  — однород-
ное пространство измеримых функций. Опера-
торы 

 

( )( ) ( ) , , ( , ),

: ( , ) ( , ),

(

Ax t x d t x X

A X X
t

t

1

1

1

= Œ Œ

Æ

+

+ +

+ +

Ú t t    

 

F

F F

AA x n x d n x X

A X X
n

n

2

1

2

)( ) ( ) , , ( , ),

: ( , ) ( , ),

(

= Œ Œ

Æ

+

+ +

+ +

Ú t t   � 

 �

F

F F

AA x t x d t n n x X

A X X
n

t

3

3

1)( ) ( ) , [ , ), ( , ),

: ( , ) ( ,

= Œ + Œ

Æ

Ú +

+ +

t t   F

F F



  ))

 

корректно определены и ограничены, причем 
A2 1£ .

Т е о р е м а  3 . 3 .  П у с т ь  ф у н к ц и я 
G X:  + +¥ Æ End  удовлетворяет условиям 
теоремы 3.2. Тогда корректно определен и огра-
ничен оператор 

 

A X X

A x n G n s x s ds n

d

d

: ( , ) ( , ),

( )( ) ( , ) ( ) ,

F F �

�

+ +
•

+

Æ

= ŒÚ
0

 
 (3.18)

и 

 A Ce ed £ -+ - -4 (1 ) .1 1d d  (3.19)

Аналогично (еще проще) доказывается
Теорема 3.4. Если функция Gd : � �+ +¥ Æ  

XEndÆ  допускает оценки вида 
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 G n m M n m m nd( , ) exp( | |), ,£ - - Œ +0 0a  �  

для некоторых M0 0, > 0,a  то оператор 

 

A X X

A x n G n m x m

d

d
m

d

: ( , ) ( , ),

( )( ) ( , ) ( ),

F F� �+ +

=

•

Æ

= Â
0

 

к о р р е к т н о  о п р е д е л е н ,  о г р а н и ч е н  и 
A M e ed £ - - -2 10

0 0 1a a( ) .
Замечание 3.2. Если F( , ) { , }, + ŒX C Cb b0 , 

то все классы операторов, рассматриваемые 
выше, корректно определены, а их ограничен-
ность следует из ограниченности этих операто-
ров в L X•

+( , )  иL X0, ( , )•
+ .   

§ 4. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ОТНОШЕНИЙ 

Здесь приводятся наиболее используемые 
далее понятия и некоторые результаты из теории 
линейных отношений (многозначных линей-
ных операторов). Большинство их содержатся 
в статье [29] (см. также монографии [30] и 
[31]). Изложение понятий и результатов, свя-
занных с сопряженными отношениями отнесе-
но к 7.

Линейным отношением на комплексном 
банаховом пространстве X  назовем любое ли-
нейное подпространство A  из X X¥ . Совокуп-
ность всех замкнутых линейных отношений на 
X , обозначим через LRC( )X , а множество всех 
линейных отношений на X  — через LR( )X .

Подпространство 

 такой что( ) { :   ( , ) }D x y x y= Œ $ Œ ŒA X X A  

называется  областью определения отношения 
A XŒLR( ).  Через Ax,  где x DŒ ( ),A  обознача-
ется множество { : ( , ) }.y x yŒ ŒX A

Подпространства 

 Ker x D x x
x D

A A A A A
A

= Œ Œ =
Œ

{ ( ) : ( , ) }, Im
( )

0 ∪

называются соответственно  ядром и образом 
линейного (этот термин будет часто опускаться) 
отношения A XŒLR( ) . Отметим, что A Ax y= 0+  
для любого y xŒA .

Если A XŒLR( ) , то обратное отношение 
A X- Œ1 ( )LR  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м 
A A X A- Œ ¥ Œ1 = {( , ) : ( , ) }.y x x y  Ясно,  что 
D( ) ImA A- =1  и Im ( )A A- =1 D .

Суммой двух отношений A B X, ŒLR( )  на-
зывается линейное подпространство из X X¥  
вида 

 
A B X X

A B A B

+ = Œ ¥ Œ
Œ « Œ +

{( , ) :
( ) ( ), }.

x y x
D D y x x 

 

Значит, D D D( ) ( ) ( );A B A B+ = «  под A Bx x+  
понимается алгебраическая сумма двух мно-
жеств A Bx x, . Произведением отношений 
A B X, ( )ŒLR  называется линейное подпро-
странство 

 
такой  что

{( , ) : ( )
,  ( , ) ,( , ) }.

x z y D
x y y z

= Œ ¥ $ Œ
Œ Œ

BA X X B

A B
 

Каждое отношение A XŒLR( )  является 
графиком многозначного отображения 
� �A D A X: ( ) 2Ã Æ X , где D A D A( ) = ( )�  и �Ax x= A  

для всех x DŒ ( )A . В дальнейшем они отождест-
вляются, и для их обозначения используется 
один и тот же символ A . Таким образом, мно-
жество LO( )X  линейных замкнутых операторов 
можно считать включенными в LRC( )X . Итак, 
End ( ) ( ) ( ).X X X XÃ Ã ÃLO LRC LR  В отличие 
от монографий [30], [31] здесь не используется 
термин «многозначный линейный оператор».

Определение 4.1. Отношение A  из LRC( )X  
назовем непрерывно  обратимым ,  если 
A X- Œ1 End ,  т.е. Ker A = {0}  (отношение A  
инъективно) и Im A X=  (отношение A  сюрь-
ективно).  Резольвентным множеством отно-
шения A  называется множество r( )A  всех 
l Œ� , для которых ( ) EndA X- Œ-lI 1 .  Спек-
тром отношения A XŒLRC( )  называется мно-
жество s r( ) \ ( )A A= � .

Отметим, что множество r( )A  открыто, 
спектр r( )A  отношения A XŒLRC( )  замкнут. 
Число l0 Œ�  называется собственным значе-
нием отношения A , если Ker( ) { }A - πl0 0I .

Определение 4.2. Отображение 

 
R

R I

( , ) : ( ) End ,

( , ) ( ) , ( ),

◊ Æ

= - Œ-

A A X

A A A

r

l l l r1  
 

называется  резольвентой  отношения 
A XŒLRC( ) .

Резольвента отношения A XŒLRC( )  явля-
ется псевдорезольвентой в общепринятом смыс-
ле (см. например, [21, 4.8]), причем 

 
A A A

A A

0 0

0 0

= =
= Œ

Ker ( , ), ( )
Im ( , ), ( ).

R D
R

l
l l r 

 

Во избежании проблем, связанных с воз-
можной пустотой спектра, далее используется

Определение 4.3.  Расширенным спектром 
отношения A XŒLRC( )  называется подмно-
жество �s( )A  из расширенной комплексной 
плоскости �� �= { }» • , которое совпадает с 
s( )A , если A XŒEnd . Если A XŒEnd  (т.е. 
когда D( )A Xπ  либо A0 {0}π ), то полагаем 
�s s( ) = ( ) { }A A » • . Множество � �� �r s( \A A) = ( )  
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называется расширенным резольвентным мно-
жеством отношения A .

Справедлива (см. [29])
Теорема 4.1. Если A XŒLRC( ) , то расши-

ренный спектр �s( )1A-  обратного к A  отноше-
н и я  A X- Œ1 ( )LR  п р е д с т а в и м  в  в и д е 
� �s l s( ) { : ( )}.A A- -=1 1

Замкнутое линейное подпространство 
X X0 Ã  называется  инвариантным относитель-
но отношения A XŒLR( ) , если 

 A X A Xx x D0 0 0 00« π " Œ «{ } ( ) .  

Сужением отношения A XŒLR( )  на инва-
риантное подпространство X0  называется ли-
нейное отношение A A X X X X0 0 0 0 0= « ¥ Ã ¥( )  
на подпространстве X0 . Для него будет исполь-
зоваться обозначение A A X0 0= | .

Если A A A= 0 1≈  — прямая сумма двух 
замкнутых инвариантных относительно 
A XŒLR( )  подпространств и A A X0 0= ,|  
A A X1 1= | , то будем говорить, что отношение 
A  является прямой суммой отношений A0  и 
A1  и использовать запись A A A= 0 1≈ .

Определение 4.4. Будем говорить, что ли-
нейное отношение A XŒLR( )  перестановочно 
с оператором B ŒEndX , если 

 ( , ) ( , ) .Bx By x yŒ " ŒA A  (4.1)

Отметим, что если P0 ŒEndX  — проектор, осуще-
ствляющий разложение X X X= 0 1≈  простран-
ства X  (т.е. Im ,P0 0= X  Ker Im( )P I P0 0 1= - = X ), 
то подпространства X X0 1,  инвариантны отно-
сительно A XŒLR( )  тогда и только тогда, когда 
A  перестановочно сP0 .

В § 6 существенно используется
Теорема 4.2 [29]. Пусть A XŒLRC( )  и 

расширенный спектр �s( )A  отношения A  пред-
ставим в виде 

 s s s( ) ,A = »0 1  (4.2)

где s 0  — компактное подмножество из A, 1s  — 
замкнутое подмножество из ��  и s s0 1 =« Δ . 
Тогда банахово пространство X  допускает 
представление в виде 

 A A A= ≈0 1  (4.3)

прямой суммы замкнутых инвариантных от-
носительно A  подпространств X0  и X1  и 

 X X X= ,0 1≈  (4.4)

где A A X0 0= | ,  A A X X1 1 1= Œ| ( )LRC  облада-
ют следующими свойствами:

1) A X A A0 0 0 0 0Œ = =End , ( ) ( ) �s s s ;
2) A A A X A A1 0 1 1 10 = 0, ( ) = ( ), ( ) = .  D D≈ �s s

Разложение (4.3) осуществляет перестано-
вочный с отношением A  проектор Рисса 

 P
i

R d0
1

2
= - ŒÚp

l l
g

( , ) End ,A X  (4.5)

где g  — замкнутая жорданова кривая (или 
несколько таких кривых) лежащая в r( )A  та-
кая, что s 0  лежит внутриg , а s1  — вне. При 
этом X0 0= Im ,P  X1 0= -Im( )I P .

Определение 4.5. Для отношения A XŒLR( )  
величина 

 

g l
l

( ) sup{ ( ,Ker ) ( )}

inf
( ,Ke( )\Ker

A A A A

A
A A

= ≥ " Œ =

=

Œ

Œ

+
x d x x D

x
d xx D rr )

,
A

 

г д е  A
A

x y
y x

=
Œ
inf ,  x DŒ ( ),A  d x( ,Ker )A =  

x x
x Ker
inf

A
= -

Œ0
0 , называется  инфинимумом 

модуля отношения A . Отношение A  называ-
ется  корректным (равномерно инъективным), 
если Ker { }A = 0  и g ( ) > 0A .

Если A XŒLRC( ),  то D( )A  — банахово 
пространство с нормой графика x x x

A
A= ,+  

x DŒ ( ).A
Теорема 4.3 [30]. Отношение A XŒLRC( )  

обладает свойством Im ImA A=  тогда и 
только тогда, когда g ( ) .A > 0

Теорема 4.4 [30].  Если ядро Ker A  отно-
шения A XŒLRC( )  дополняемо в D( )A  (с 
нормой графика в D A( )), то Im Im .A A=

Определение 4.6. Пусть A XŒLR( )  и для 
отношения A  выполнено хотя бы одно из сле-
дующих условий:

1) A XŒLRC( ) ; 2) Ker A = {0},  т.е. отно-
шение инъективно; 3) отношение A  корректно; 
4) dim Ker ;A < •  5) Ker A  — замкнутое допол-
няемое подпространство в X ; 6) Im Im ,A A=    
7) Im A  — замкнутое дополняемое в X  подпро-
странство; 8) Im A XÃ  — замкнутое подпро-
странство конечной коразмерности; 9) Im ,A X=  
т.е. A  — сюръективное отношение; 10) отно-
шение A  непрерывно обратимо.

Если для A  выполнены все условия из со-
в о к у п н о с т и  у с л о в и й  S i ik= { , , },1 …  г д е 
1 101 2£ < < < £i i ik� ,  то будем говорить, что 
отношение A  находится в состоянии S .

В частности, если отношение A XŒLR( )  
находится в состоянии F = {4,8} , то отношение 
A  будет фредгольмовым (см. определение 1.5).

Следует отметить, что определение 4.6 состо-
яний отношения отличается от общепринятого 
(см. [30], [36]).

А. Г. Баскаков
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Определение 4.7. Отношения A B X, ( )ŒLRC  
называются подобными, если существует не-
прерывно обратимый оператор U ŒEndX  та-
кой, что A B= Œ{( , ) : ( , ) }Ux Uy x y , что эквива-
лентно равенству A B= 1U U- .

Подобные отношения обладают многими 
совпадающими свойствами. Например, они 
имеют одинаковое множество состояний. В 
частности, имеет место

Теорема 4.5.  Если A B,  — подобные отно-
шения из LRC( )X , то � �s s s s( ) ( ), ( ) ( )A B A B= = .

В заключение параграфа отметим использу-
емые далее  равенства для отношений 
A B X, , ( )C LRŒ  (см. [30]): 

      
A BC AB A B A B

A B A B

( ) ( ) , ( ) ,
( ) ,

= + = +
+ = +
C C C C

C C C
 

 (4.7)

где для выполнения второго равенства считает-
ся выполненным условие Im ( ) ( )C D DÃ «A B , 
и для третьего — условие C ŒEndX .  

§ 5. ОПЕРАТОР LE  И РАЗНОСТНОЕ 
ОТНОШЕНИЕ DE

Пусть E CS XŒ ( ) , где CS X( )  - совокупность 
замкнутых пространств из банахова пространс-
тва X , и L L F FE ED X X: ( ) ( , ) ( , )Ã Æ+ +   - 
линейный оператор, построенный по семейству 
эволюционных операторов U : EndD+ Æ X  
(см. 1). Здесь F( , ) + X  — однородное про-
странство  измеримых функций,  либо 
F( , ) { ( , ), ( , )}.,  + + +ŒX C X C Xb b0  Для опре-
деленности всюду в этом параграфе считается, 
что F( , ) + X  — однородное пространство изме-
римых функций. С несущественными измене-
ниями в доказательствах почти все утверждения 
(теоремы 5.6) остаются верными и для однород-
ных пространств непрерывных функций, при 
этом делаются соответствующие замечания.

Далее рассматривается ассоциированное с 
ним однородное пространство последователь-
ностей (см. замечание 2.1) и линейное отноше-
ние DE , определенное в § 1. Важно отметить, 
что областью определения его служит все про-
странство F( , ) + X .

Основные результаты этого параграфа свя-
заны с доказательством утверждений о том, что 
большинство свойств из определения 4.6 вы-
полняются для LE  и DE  одновременно. Отно-
шение D KE EI= -  будем называть  разно-
стным, а отношение KE  —  отношением  взве-
шенного  сдвига.

Введем в рассмотрение два линейных опе-
ратора 

 
B F F

C F F

: ( , ) ( , ),
: ( , ) ( , )

 

 
+ +

+ +

Æ
Æ

X X
X X

 

с помощью следующих равенств 

 
( )( ) ( ) ( , ) ( ),

[ , ), , ( , ),
B U

F

x s s s n x n
s n n n x X

= -
Œ + Œ Œ+ +

j
1   � �

 (5.1)

 ( )( )
( , ) ( ) , ,

, , ( , ),

C
U

F

y n
n s y s ds n

n y X
n

n

=
- ≥

= Œ

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

-

+

Ú
1

1

0 0

 

  

 (5.2)

где j :  Æ  — непрерывная периодическая 
функция периода 1, для которой j j( ) ( ) ,0 1 0= =  

0

1

1Ú =j( ) .s ds  В качестве такой функции можно 

взять j( ) = 6 (1 ),s s s-  s Œ[0,1],  что и делается в 
дальнейшем.

Лемма 5.1. Операторы B  и C  корректно 
определены, ограничены, причем B £ 3 2/ ,Mea  
C £ Mea , где постоянные M ,a  взяты из оцен-

ки (1.3) семейства U .
Как отмечалось во введении, для операторов 

L0,  LE  и LX ,  верны включения (1.11). Посколь-
ку оператор L0  определяется равенствами 
(1.10), то он является инъективным. Имеет 
место

Лемма 5.2.  Если семейство эволюционных 
операторов U  экспоненциально убывает (т.е. 
удовлетворяет оценкам вида (1.20)), то опера-
тор L L F F0 0: ( ) ( , ) ( , )D X XÃ Æ+ +   (непре-
рывно) обратим, и обратный L F0

1-
+ŒEnd ( , ) X  

представим в виде 

 
( )( ) ( , ) ( ) ,

, ( , ).

L U

F

0
1

0

0

-

+

= -

≥ Œ

Úf t t f d

t f X

t

t t t

 

 (5.3)

Лемма 5.3.  Каждая функция x D EŒ ( )L  
удовлетворяет равенствам 

 
x t I I x t

e t x x E t
E

t

( ) (( ) ( ) )( )

( , ) ( ), ( ) ,

= - - +

+ Œ ≥

-

-

L L

U

0 0
1

0

0 0 0 0

l l
l   00,

 (5.4)

где l0 Œ�  удовлетворяет условию - + <Re l a0 0  
(a  взято из оценки (1.3) семейства U ).

Следствие 5.1.  Любая функция x D EŒ ( )L  
представима в виде 

 x x f= +0 0,  (5.7)

где x D0 0( )Œ L  (в частности, x0(0) = 0 ) — не-
п р е р ы в н а я  о г р а н и ч е н н а я  ф у н к ц и я  и 
f t e t xt
0

0( ) = ( , 0) (0),-l
U  t ≥ 0,  — экспоненциально 

у б ы в а ю щ а я  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  и з 
F( , ). + X

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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Лемма 5.4. Если оператор LE  непрерывно 
обратим, то оператор L FE X-

+Œ1 ( , )End   яв-
ляется левым обратным для оператора L0  и 
правым обратным для оператора LX . При этом 
L0  оператор является корректным, а оператор 
LX  — сюрьективным.

Доказательство следует из включений (1.11) 
( см.также статьи [19], [20]).

Оператор LE  не всегда замкнут.
Пример 5.1. Пусть A A= < 0*  — отрица-

тельно определенный самосопряженный опе-
ратор в гильбертовом пространстве X , имею-
щий компактную резольвенту. Рассмотрим 
ортонормированный базис e e1 2, , ,…  в X , со-
ставленный из собственных векторов опера-
тора A , т.е. Ae ek k k= l ,  k ≥ 1,  предполагая, что 
lk k£ - 3,  k ≥ 1.  Тогда A  является генератором 
сильно непрерывной полугруппы операторов 
U X: , + Æ End  для которой U t e t ek k k( ) exp( ) ,= l  
k ≥ 1,  t ≥ 0.  Пусть x k e

k k0 1
1=

≥
-Â  и E x= Œ{  

X x xŒ =: ( , ) }0 0  — подпространство векторов 
из X , перпендикулярных вектору x0 . В качес-
тве семейства эволюционных операторов возь-
мём семейство 

 U( , ) ( ), .t s U t s s t= - £ £ < • 0  

Последовательность векторов из X  вида 

x
k

e n
k

en k k n k k k n n= - Ê
ËÁ

ˆ
¯̃= π

•

= π

•Â Â1 1 2

1 1
, ,  

 принадле-

жит подпространству E . Все функции вида 
jn nt U t x n t( ) = ( ) , 1, 0,≥ ≥  содержатся (см. лемму 
5.5) в KerLE  при любом выборе однородного про-
странства F( , ) + X , в котором действует оператор 
LE d dt A= - +/ . Пусть F( , ) ( , ) + +=X L X2 . Тог-
да для функции j0 0( ) = ( ) ,t U t x  t ≥ 0,  получа-
ем 

 

j j
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n n

k k n

U t x U t x dt
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0
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nntdt nÆ Æ •0, . 
 

Поскольку j0 0(0) = ,x EŒ  то j0 ŒKerLE . Итак, 
KerLE  — незамкнутое подпространство в 
F( , ) + X  и поэтому LE  — незамкнутый опера-
тор.

Пример 5.2. Пусть теперь E X= . Докажем 
незамкнутость оператора LX d dt A= - +/  при 
том же выборе (что и в примере 5.1) оператора 
A  и собственных значений, удовлетворяющих 
оценкам lk k£ - 3,  k ≥ 1.  Рассмотрим последо-
вательность  ( )xn  векторов из  X  вида 

x
k

en k

n
k=

=Â 1

1
,  n ≥ 1 . Последовательность 

функций j l
n n k

n k
kt U t x e t

k
e( ) ( ) ,= =

=Â 1

1
 t Œ + ,  

n ≥ 1,  принадлежит L X2( , ), +  содержится в 
KerLX  и сходится в L X2( , ) +  к функции 

j l
0 1

1
( ) ,t e

k
e

k
t

k
k=

≥Â  t > 0  с j
l0 2

2

1

1
2

=
≥Âk

kk
. 

Однако, функция j0  не представима в виде 
j0 0( ) = ( ) ,t U t x  t Œ + ,  где x X0 ,Œ  и, значит, не 
содержится в KerLX  (см. лемму 5.5).

Замечание 5.1. При введении в D E( )L  нор-
мы 

 x x x x
X E= (0) + +

F F
L  (5.8)

(более сильной чем норма графика оператора 
LE ) подпространство D L( )E  будет замкнутым 
(по этой норме). Значит, KerLE  — замкнутое 
пространство в D E( )L . Из представлений (5.4) 
и (5.7) следует, что замкнутость LE  эквивален-
тна замкнутости его ядра. Здесь же отметим, что 
отношение KE  и, следовательно DE ,  всегда за-
мкнуто. Значит, замкнуто Ker DE .

Непосредственно из определений оператора 
L L F FE ED X X: ( ) ( , ) ( , )Ã Æ+ +   (из опреде-
ляющих его равенств (1.9)) и разностного отно-
шения D FE LRC XŒ +( ( , ))  следует

Лемма 5.5. Имеют место представления 
вида 
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Рассмотрим линейный оператор 

 
J J D X Jx n
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E E
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Лемма 5.6. Оператор J  корректно опреде-
лен и ограничен (при норме (5.8) в D E( )).L

В в е д е м  в  р а с с м о т р е н и е  о п е р а т о р 
B X X: ( , ) ( , )F F� �+ +Æ  вида 

 
( )( ) ( , ) ( ),

[ , ), , ( , ).
Bx s s n x n

s n n n x X
=

Œ + Œ Œ+ +

U

F1   � �
 (5.9)

Из доказательства леммы 5.1 следует его огра-
ниченность, причем B Me£ a . Отметим, что 
Bx Bx= -j ,  x XŒ +F( , ).�

Если F( , ) + X  — однородное пространство 
непрерывных функций, то оператор B  не оп-
ределен корректно, но утверждение следующей 
леммы остается верным. В этом случае оператор 
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B  рассматривается как оператор из Ker DE  в 
KerLE .

Лемма 5.7. Ядра оператора LE  и разностно-
го отношения DE  изоморфны, а их изоморфизм 
осуществляет оператор B . При этом имеют 
место равенства 

 BJx x x E= Œ, Ker . L  (5.10)

Лемма 5.8.  Имеет место равенство 

 CB D F= - Œ +I X0 End ( , ).�  (5.11)

Теперь приступим к построению линейного 
оператора FE E ED: ( ).D LÆ

Каждой паре ( , )0x f  из DE  поставим в соот-
ветствие функцию y XŒ +F( , ) , определяя ее 
равенствами 

 

y t t n x n f n

t f d
t n n n

n

t
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Ú
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1
t t t

 � ++ .
 (5.12)

Поскольку y x f(0) = (0) (0),0 -  то y E(0) Œ  (см. 
определение DE ). Подставляя выражение (5.1) 
для Bf  в (5.12), получим 
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 (5.13)

где f t dn n

t
( ) = ( ) ,Ú j t t  t n nŒ +[ , 1).  Из этих ра-

венств следует, что функция y  принадлежит 
F( , ) + X  (см. следствие 3.1 для оператора A3 ) 
и непрерывна на промежутках [ , 1),n n +  n Œ +�
. Из (5.13) получаем, что y n x n f n( ) = ( ) ( ),0 -  
n Œ +� .  Из равенств 
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следует, что y t t y t f d
t

( ) ( , ) ( ) ( , )( )( ) ,= - ÚU U B0 0
0

t t t  
t Œ + .  Следовательно, y D EŒ ( )L  и L BEy f= .

Из изложенного выше следует, что постро-
енный линейный оператор ( , ) :x f y E0 � D Æ  

( )D ELÆ  ограничен (с нормой в D E( )L , индуци-
руемой из F( , )) + X . Этот оператор далее обоз-
начается символом FE . Итак, установлена

Лемма 5.9. Оператор FE E ED: ( )D LÆ  ог-
раничен (в D E( )L  выбрана норма из F( , )) + X  
и имеют место равенства 

 ( )( , ) ,( , ) .L B DE E Ex f f x fF 0 0= Œ  (5.14)

Лемма 5.10.  Имеет место включение 

 B L D- Ã1(Im ) Im ,E E  (5.15)

т.е. f EŒ Im ,D  если B Lf EŒ Im . В частности, 
отношение DE  сюръективно, если сюръективен 
оператор LE .

Лемма 5.11.  Для оператора LE  и отноше-
ния DE  имеет место включение 

 CL DE EJÃ .  (5.16)

В частности, C D L(Im ) Im .E EÃ
Лемма 5.12.  Верно включение 

 C D L- Ã1(Im ) Im ,E E  (5.17)

т.е., если функция f XŒ +F( , )  такова, что 
C Df EŒ Im , то f EŒ Im L . В частности, сюръ-
ективность отношения DE  влечет сюръектив-
ность оператора LE .

Непосредственно из лемм 5.7, 5.10 и 5.12 
следует

Теорема 5.1. Оператор LE  непрерывно об-
ратим тогда и только тогда, непрерывно обра-
тимо разностное отношение DE .

Теорема 5.2. Образ Im LE  оператора LE  
замкнут тогда и только тогда, когда замкнут 
образ Im DE  разностного отношения DE .

Теорема 5.3.  Если одно из подпространств 
Im ( , ),L FE XÃ +  Im ( , )D FE XÃ +�  замкну-
то, то факторпространства (являющиеся 
банаховыми пространствами) F L( , )/ Im , + X E  
F D( , )/ Im� + X E  изоморфны. Изоморфизм осу-
ществляют фактороператоры (построенные 
по C  и B  соответственно) 

 

ˆ : ( , )/ Im ( , )/ Im ,
ˆ̂ , ( , ),

ˆ : ( ,

C F L F D

C C F

B F

 �
� 

�

+ +

+

+

Æ

= Œ

X X

f f f X

X

E E

 

))/ Im ( , )/ Im ,
ˆˆ , ( , ),

D F L

B B F

E EX

g g f X

Æ

= Œ
+

+


� � 

 

где f̂  — класс эквивалентности, содержащий 
f . При этом ˆ ˆ .C B= -1

Следствие 5.2.  Если Im LE  — замкнутое 
подпространство в F( , ) + X  и z XŒ +F( , ),  
то BC Lz z E- Œ Im .

Теорема 5.4.  Если Im LE  — замкнутое до-
полняемое подпространство в F( , ) + X  и F1  - 
некоторое замкнутое подпространство из 
F( , ), + X  для которого 

 F L F( , ) Im , + = ≈X E 1  (5.19)

то F( , )� + X  представимо в виде 

 F D CF( , ) Im ,� + = ≈X E 1  (5.20)

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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причем C F( )1  — замкнутое подпространство в 
F( , )� + X .

Теорема 5.5.  Если пространство F( , )� + X  
представимо в виде прямой суммы 

 F D F( , ) Im ,� + = ≈X E 0  (5.21)

в предположении замкнутости Im DE  ( F0  — за-
мкнутое подпространство), то 

 F L BF( , ) Im , + = ≈X E 0  (5.22)

где B F( )0  является замкнутым подпространс-
твом из F( , ) + X .

Теорема 5.6.  Если KerLE  — замкнутое до-
полняемое подпространство в однородном про-
странстве измеримых функций F( , ) + X  и 

 F L F( , ) Ker , + = ≈X E 1  (5.23)

где F1  — замкнутое подпространство, то 
Ker DE  — (замкнутое) дополняемое пространс-
тво из F( , )� + X  и 

 F D F( , ) Ker ( ).� +
-= ≈X BE
1

1  (5.24)

Из теорем 5.4, 5.5 и леммы 5.7 следует
Теорема 5.7.  Оператор LE  фредгольмов 

тогда и только тогда, когда фредгольмовым 
является отношение DE . Если один из них 
фредгольмов, то их индексы совпадают.

Поскольку теорема 5.6 доказана только для 
пространств измеримых функций, то для опе-
ратора LE , действующего в однородном про-
странстве непрерывных функций из десяти 
свойств определения 4.6 следует исключить 
свойство 5). Таким образом, в следующей тео-
реме имеются в виду оставшиеся девять 
свойств.

Из полученных в этом параграфе лемм и 
теорем следует

Теорема 5.8.  Если для оператора LE ,  дей-
ствующего в однородном пространстве измери-
мых функций выполнено одно из приведенных в 
определении 4.6 десяти свойств (девяти 
свойств, если F( , ) + X  — пространство непре-
рывных функций), то соответствующим свойс-
твом обладает разностное отношение DE . 
Любое из десяти свойств определения 4.6, вы-
полненное для DE , исключая, быть может, 
первое и пятое свойства, выполнено и для опе-
ратора LE .

Таким образом, если оператор LE  находится 
в некотором состоянии S i ik= º{ , , },1  то в этом 
же состоянии находится и разностное отноше-
ние DE . Обратное заключение верно для любо-
го состояния S , не содержащего свойств 1) и 
5). В частности, теоремы 5.1 и 5.7 являются 

следствиями такого заключения. Если учесть 
замечание 5.1 и оператор LE  рассматривать как 
непрерывный оператор из D E( )L  с нормой (5.8), 
то и свойства 1) и 5) будут выполнены для DE  
и LE  одновременно.  

§ 6. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
РАЗНОСТНЫХ ОТНОШЕНИЙ 

В этом параграфе изучаются спектральные 
свойства линейного разностного отношения 
K FE LRC XŒ +( ( , ))�  и разностных отношений 
T FE t LR X( ) ( ( , )),Œ +�  t Œ + , которые были 
определены в 1.

Лемма 6.1.  Спектры s( ),KE  s( ( )),TE t  
t Œ + ,  отношений KE ,  TE t( ),  t Œ + ,  инвари-
антны относительно вращений вокруг нуля в 
�,  т.е. имеют место равенства 

 s gl g l s( ) { : , ( )},K KE E= Œ ŒT   (6.1)

s gl g l s( ( )) { : , ( ( ))}, .)T TE Et t t= Œ Œ Œ +T     (6.2)

Следствие 6.1.  Если отношение D KE EI= -  
непрерывно обратимо, то 

 s( ) .KE « = ΔT  (6.4)

Следствие 6.2.  Если 1 ( ( )),Œs TE t  t > 0,  
то 

 s( ( )) .TE t « = ΔT  (6.5)

Утверждение следующей леммы было полу-
чено в статьях автора [19, II], [20], а затем в 
статьях [33], [34]. Она позволяет применить 
полученные результаты об отношениях KE  и 
DE  к исследованию оператора LE  и полугруппы 
отношений TE .

Лемма 6.2.  Если семейство эволюционных 
операторов U : D+ Æ EndX  допускает экспо-
ненциальную дихотомию на � + , то оно допус-
кает экспоненциальную дихотомию и на  + .

Отметим, что в условиях леммы 6.2 рас-
щепляющая пара ( , ) : EndP Q X� + Æ  допус-
кает продолжение до расщепляющей пары 
( , ) : ,� � P Q X+ Æ End  для которой сохраним 
старое обозначение ( , )P Q .

Одним из основных результатов данной 
статьи является

Теорема 6.1.  Отношение DE  непрерывно 
обратимо тогда и только тогда, когда семейс-
тво U  допускает экспоненциальную дихото-
мию на � +  с такой расщепляющей парой 
( , ) : End ,P Q X� + Æ  что Im ( )Q E0 = . Если 
семейство U  допускает экспоненциальную дихо-
томию на � +  с расщепляющей парой ( , )P Q , то 
оператор D FE X-

+Œ1 End ( , )� , где E Q= Im ( ),0  
допускает представление вида 

А. Г. Баскаков
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  ( )( ) ( , ) ( ), ( , ),D FE
m

f n G n m f m f X-

=

•

+= ŒÂ1

0

   (6.6)

где функция G X: End� �+ +¥ Æ  имеет вид 

 G n m
n m P m m n
n m Q m n m

( , )
( , ) ( ), ,
( , ) ( ), .

=
£ £

- £ <
Ï
Ì
Ó

U

U

 
 
0
0

 (6.7)

Теорема 6.2.  Если разностное отношение 
DE  непрерывно обратимо и ( , )P Q  - расщепля-
ющая пара для U  с Im ( )Q E0 = , то пространс-
тво F( , )� + X  представимо в виде (6.10), где 
F P0 = Im ,  F P1 = Ker  ( P  — оператор умноже-
ния на функцию P ). Подпространства F0,  F1  
являются инвариантными для DE  и отношение 
KE  представимо (относительно (6.11)) в виде 

 K K KE E E= ≈0 1 ,  (6.29)

где  оператор K FE
0

0ŒEnd  и  отношение 
K FE LRC1

1Œ ( )  определяются равенствами 

      ( )( ) =
( , 1) ( 1), 1,

0, = 0, ,
0

0

K
U

FEx n
n n x n n
n x

- - ≥
Œ

Ï
Ì
Ó

 
  

 (6.30)

 
K F F

U
E x y y n

n n x n n y x x E

1
1 1

0 01 1 1 0
= Œ ¥ =

= - - ≥ = Œ
{( , ) : ( )

( , ) ( ), , ( ) , }   ..
 

При этом r E( ) ,K0 1<  K KE E
1 0 0= ,  ( ) End ,K FE

1 1
1

- Œ  
r E(( ) ) .K1 1 1- <

Отметим, что теорема 6.2 следует из доказа-
тельства теоремы 6.1 и предопределяет один из 
основных результатов § 9 — теорему 9.2.

Следствие 6.3.  Если отношение DE  (непре-
рывно) обратимо в одном из однородных про-
странств последовательностей, то оно обра-
тимо во всех остальных.

Следствие 6.4.  Если E CS XŒ ( )  недополня-
емо вX , то s( ) =KE � .

Замечание 6.1. Из равенств (1.9), определя-
ющих оператор LE ,  следует, что для любого 
l Œ�  оператор LE I- l  задается (с помощью 
тех же равенств) по семейству эволюционных 
операторов Ul : EndD+ Æ X  вида 

 
U Ul l( , ) exp( ( )) ( , ),

.
t s t s t s

s t
= - -

£ £ < •0
 (6.31)

Соответствующее разностное отношение 
D FE LRC X, ( ( , ))l Œ +�  имеет вид D KE EI, ,= ,l l-  
где отношение KE ,l  определяется равенствами 

K F F

U
E x y X X y n

n n x n n
, {( , ) ( , ) ( , ) : ( )

exp( ) ( , ) ( ),
l

l
= Œ ¥ =

= - - - ≥
+ +� �

1 1 11 0

0 0

, ( )
, }.

y
x x E

=
= Œ 

 (6.32)

Определение 6.1. Число cg( )U  из  » -•{ },  
определенное формулой 

 c
t t

tg s
s

s
( ) lim

ln ( , )
,,U

U
=

+
Æ•  

называется  верхним генеральным показателем 
(возможно вырожденного)  семейства 
U : D+ Æ EndX  эволюционных операторов (ср. 
[3]; гл. III).

Отметим следующий результат, получен-
ный в теоремах 4 и 5 из [18]. Доказательство, 
проведеное в [18] для пространств L Xp( , ), +  
p Œ •[1, ])  и � �p X( , )+  остается в силе и для 
любых однородных пространств.

Теорема 6.3.  Спектр s( )0L  оператора 
L L F F0 0: ( ) ( , ) ( , )D X XÃ Æ+ +   имеет вид 

 s l l c( ) { : Re ( )},L U0 = Œ £� g  (6.33)

а для спектральных радиусов операторов K0  и 
T0(1)  (здесьE = {0}) имеют место равенства 
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 (6.34)

Теорема 6.4. Спектр s( )KE  отношения 
K FE LRC XŒ +( ( , ))  допускает одно из следу-
ющих представлений:

1) s( ) = ;KE �
2) s l l c( ) = { : ( )}K UE gŒ £� . Это равен-

ство имеет место тогда и только тогда, когда 
E = {0};

3) s l l( ) = { : }KE rŒ ≥�  для некоторого 
r > 0.  Это равенство верно тогда и только 
тогда, когда семейство U  состоит из непре-
рывно обратимых операторов, удовлетворяю-
щих оценкам 

 U( , ) ,( )t s Ce s tt s- -£ £ £ < •1 0g   (6.35)

для некоторых C > 0, ; g Œ 
4) s( ) \ ( , ),KE r r= � T 1 2  где T( , ) {r r1 2 = Œl  
: }r r1 20Œ £ < <l�  и 0 <1 2£ r r  — некоторые 

числа.
Теорема 6.5.  Если | | ( ),l > �g K  то отноше-

ние KE I- l  сюрьективно, его ядро дополняемо 
и оператор K0 - lI  непрерывно обратим. Пра-
вым обратным к отношению KE I- l  является 
оператор 

(( ) )( )

( , ) ( ), ( , ).

K

U F

0
1

0

1

- =

= - - - Œ

-

=

- -
+Â

l

l

I x n

n n k x n k x X
k

n
k  �

 (6.39)

Проектор Pl  на Ker( )KE I- l  может быть за-
писан в виде 

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 



70 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2007, № 2
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 (6.40)

Замечание 6.2. Участвующие в условиях 
теоремы 6.4 числа r r r, ,1 2  можно выразить с по-
мощью подходящего понятия нижнего генераль-
ного показателя семейства U  эволюционных 
операторов, а также с помощью нижнего и вер-
хних генеральных показателей подпространств 
векторов из X , которые вводятся по аналогии с 
соответствующими понятиями из [3].

Далее рассматривается полугруппа отноше-
ний T FE LR X: ( ( , )), + +Æ  определенная 
равенствами (1.13).

Теорема 6.6.  Если семейство U  допускает 
экспоненциальную дихотомию на � +  с расщеп-
ляющей парой ( , ),P Q  для которой Im ( ) ,Q E0 =  
то разностные отношения I tE- T ( ),  t > 0,  
непрерывно обратимы в F( , ) + X  и обратные 
к ним операторы из End ( , )F  + X  имеют вид 

 
(( ( )) )( )

( , ) ( )

I t f s

G s s kt nt x s kt nt
E

k

- =

= + - + -

-

Œ +

Â
T 1

�

 (6.41)

д л я  s nt n t nŒ + Œ +[ ,( 1) ), , �  г д е  ф у н к ц и я 
G X:  + +¥ Æ End  имеет вид (1.19).

Теорема 6.7.  Оператор LE  обратим тогда 
и только тогда, когда обратимо одно из отно-
шений I tE- T ( ),  t > 0  (и, значит, они все обра-
тимы).

Из доказательства теоремы 6.7 получаем
Следствие 6.5.  Имеет место включение 

Im( ( )) Im ,I tE E- ÃT L  t > 0.

§ 7. О СОПРЯЖЕННЫХ ОТНОШЕНИЯХ  

При исследовании таких важных свойств 
линейных отношений (операторов) как фред-
гольмовость, корректность, сюръективность и 
т.д. существенную пользу приносит использо-
вание сопряженного линейного отношения. 
Рассмотрим некоторые свойства сопряженных 
отношений. Хотя они не все используются в 
последующих параграфах, но можно надеять-
ся, что каждое из них найдет применение при 
исследовании рассматриваемых операторов и 
отношений. Многие из утверждений можно 
найти в монографиях [35—41] (а для линей-
ных отношений — в [30]), либо доказательство 
свойств сопряженных линейных отношений 
несущественно отличается от соответствующих 
свойств для сопряженных линейных операто-
ров.

Если E  — линейное подпространство из 
банахова пространства X , то через E ^  обозна-
чим аннулятор этого подпространства, т.е. 

 E x x E^ = Œ < >= " Œ{ : , }.*x xX 0  (7.1)

Для подпространства F Ã X *  символом ^F  
обозначим подпространство из X  вида 

 ^ = Œ < >= " ŒF x x F{ : , }.X h h0  (7.2)

Ясно, что E E^ ^=  и ^ ^F F=  для замыканий 
E  и F  подпространств E  и F  соответствен-
но.

Следуя [35], дадим следующее
Определение 7.1. Подпространство F Ã X *  

называется насыщенным, если верно равен ство 

 ( ) .^ ^ =F F  (7.3)

При наделении пространства X *  топологи-
ей слабой*-сходимости ( ( , )*s X X -топологией; 
см. [35]—[39]) получаем, что подпространство 
F Ã X *  является насыщенным тогда и только 
тогда, когда F  — слабо*-замкнутое подпро-
странство из X * . Кроме того, для любого под-
пространства F0

*Ã X  имеет место равенство 

 ( ) ,*^ ^ = -F w c F0 0�  (7.4)

где w c F*
0- �  — слабое*-замыкание F0.  Отме-

тим, что E ^  — насыщенное подпространство в 
X *  для любого подпространства E Ã X .

Определение 7.2. Пусть A XŒLR( ) .  Сопря-
ж е н н ы м  к  A  н а з ы в а е т с я  о т н о ш е н и е 
A X* *( ),ŒLR  определяемое формулой 

 
A X X

A

* * *{( , ) : ,

, ( , ) }.

= Œ ¥ =

= " Œ

h x h

x

y

x x y 
 (7.5)

Ясно, что A*  — замкнутое отношение на X * . 
При каноническом отождествлении сопряжен-
ного пространства ( )*X X¥  с банаховым про-
странством X X* *¥  сопряженное к A XŒLR( )  
отношение A X* *( )ŒLRC  можно определить 
также равенством 

 A A X X* * *( ) ,= - Ã ¥- ^1  (7.6)

Следовательно, A*  — насыщенное подпро-
странство из X X* *¥ .

Определение 7.3. Пусть B XŒLRC( )* . Ли-
нейное отношение 

 
A X X

B B

= Œ ¥ =

" Œ = -^ -

{( , ) : , ,

( , ) } ( )

x y y xh x

h x 1
 

называется  предсопряженным к B  и обозна-
чается через *B .

Ясно, что * ( )B XŒLRC  и ( ) =* *B B  тогда и 
только тогда, когда B  — насыщенное отноше-
ние на X * .
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Лемма 7.1.  Для A XŒLR( )  верны равенс-
тва:

1) Ker (Im ) ,*A A= ^  2) Ker (Im ),*A A=^  

3) ^ =(Ker ) Im ,*A A  4) (Ker ) Im* *A A^ = - …w c�  

Im ,*A…  5) A D A0 =^ ( ),*  6) A A* ( ) .0 = ^D
Лемма 7.2.  Если B XŒLRC( )* , то имеют 

место равенства:
1) Ker (Im( )) ,*B B= ^  2) Ker( ) (Im ),*B B=^  

3) ^ =Ker Im( ),*B B  4) Ker( )) Im ,* *B B^ = -w c�  
5) ( ) ( ),*B B0 =^ D  6) B B0 = ^D(( ) ).*

Следующая теорема для линейных операто-
ров известна как теорема Банаха—Хаусдорфа 
(см. [40, теорема 1.2.6]), а также как теорема о 
замкнутых образах [30].

Теорема 7.1.  Для отношения A XŒLRC( )  
следующие условия эквивалентны:

1 )  Im Im ;A A=  2 )  Im (Ker ),*A A=^  
3) Im (Ker ) ,*A A= ^  4) w c* * *(Im ) Im ,- =� A A  

5) Im Im ,* *A A=  6) g ( ) ,A > 0  g ( ) .*A > 0
Применяя теорему 7.1 к обратному отноше-

нию A-1  получаем
Следствие 7.1. Следующие условия эквива-

лентны: 1) D D( ) ( );A A=  2) D( ) ( );*A A=^ 0  
3 )  D( ) ( ) ;*A A= ^0  4 )  w c D D* * *( ) ( );- =� A A  
5) D D( ) ( ).* *A A=

Все утверждения следующей теоремы выте-
кают из леммы 7.1.

Т е о р е м а  7 . 2 .   Ка ж д о е  о т н о ш е н и е 
A XŒLRC( )  обладает свойствами:

1) A X A A* ( ) ( ) = ;Œ ¤LO D  2) Ker A*  — 
насыщенное подпространство из X *;  4) D A( ) =  
D A X A( ) { };*= ¤ =0 0  5)  Ker { } *A = ¤ -0 w  

(Im ) .* *A X- =c�
Непосредственно из определения сопряжен-

ного отношения следует, что ( ) = ( )1 * * 1A A- -  для 
любого A XŒLRC( ).  Поэтому, если A  - непре-
рывно обратимое отношение, то ( )* 1 *A X- ŒEnd
. Если же непрерывно обратимо отношение A*,  
то Im * *A = X  и из свойства 1) теоремы 7.2 сле-
дует, что Im ImA A= . Поскольку Ker { }*A = 0 , 
то из свойства 1) леммы 7.1 получаем, что 
Im ,A X=  а из свойства 2) вытекает, что 
Ker { }.A = 0  Следовательно, A X- Œ1 End .  Пос-
кольку ( ) ,* *A A- = -l lI I  то из проведенных 
рассуждений получаем, что имеет место

Теорема 7.3.  Для любого отношения 
A XŒLRC( )  верны равенства 

 s s s s( ) ( ), ( ) ( ).* *A A A A= =� �  

§ 8. О НЕКОТОРЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ 
СВОЙСТВАХ ОТНОШЕНИЙ DE ,  KE  

И ОПЕРАТОРА LE

Приступим к более подробному изучению 
р а з н о с т н о г о  о т н о ш е н и я  D KE EI= - Œ 

FLRC XŒ +( , )�  и оператора LE  на однородном 
пространстве F( , ). + X  Как и ранее, считается, 
что E CS XŒ ( ).  Однако, при использовании 
сопряженного отношения DE

*  возникают про-
блемы, связанные с тем, что F F* *( , )= +� X  не 
является однородным пространством, если 
F F Fc Xπ = +( , ).�  Чтобы преодолеть эту труд-
ность, будем, используя теорему 3.1, изучать 
сужение DE  на Fc  и при этом доказывать, что 
некоторыми свойствами сужения обладает и 
отношение DE  на F .  Отметим, что поскольку 
отношение DE  имеет область определения, сов-
падающую со всем пространством F ,  то DE

*  — 
линейный оператор (см. свойство 3) теоре-
мы 7.2).

Вначале предположим, что F F= c  и, сле-
довательно, в силу теоремы 3.1 пространство F *  
можно отождествить с однородным пространс-
твом последовательностей ¢ ¢ +F F= ( , )*� X  
( ¢ +F ( )�  — двойственное к F( )� +  пространство; 
см. 3).

Из определения 7.2 следует, что сопряжен-
ное к DE  отношение D F FE

* Ã ¢ ¥ ¢  состоит из 
пар ( , )h x Œ ¢ ¥ ¢F F  таких, что · Ò = · Òy x, ,h x  для 
всех ( , ) .x y EŒ D  При этом, ввиду свойства 
D E( ) = ,D F  из свойства 1) теоремы 7.2 следует, 
что DE

*  является линейным оператором. Таким 
образом, верны равенства 

 · Ò + · Ò = · Ò
≥ ≥

Â Âx y k k x k k
k k

0
1 0

0, ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,h h x  

где y k k k x k( ) ( , ) ( ),= - -U 1 1  k ≥ 1,  и y x E( ) .0 0= Œ  
Переписав их в виде 

 · Ò = · - + + Ò
≥
Âx x k k k k k
k

0
0

0 1 1, ( ) ( ), ( ) ( , ) ( ) ,*h x hU  

и, учитывая произвольность выбора последова-
тельности x Œ F  и x0  из E,  получим, что опе-
ратор D D F FE ED* *: ( ) Ã ¢ Æ ¢  определяется 
формулой 

( )( ) ( ) ( , ) ( ), ,* *D UE n n n n n nh h h= - + + ≥1 1 0  (8.1)

где h Œ = Œ ¢ Œ ^D u u EE( ) { : ( ) }.*D F 0  Коррект-
ность его определения следует из определения 
пространства ¢F  и ограниченности последова-
тельности n n n EndX� �U( , ) : .* *+ Æ+1  Итак, 
имеет место

Лемма 8.1. Сопряженное к DE  отношение DE
*  

является линейным оператором вида (8.1).

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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Замечание 8.1. Все утверждения этого па-
раграфа, относящиеся к отношению DE ,  верны 
и в случае, если оно строится по любому диск-
ретному семейству U : ,Dd EndX+ Æ  эволюци-
онных операторов (см. 1).

Замечание 8.2. Ядро оператора DE
*  состоит 

из последовательностей x Œ ¢ = ¢ +F F ( , ),*� X  
для которых выполнены соотношения 

 
x x

x

( ) ( , ) ( ),

, ( ) .

*n n n n

n E

= + +

Œ Œ+
^

U 1 1

0�  
 (8.2)

Теперь остановимся на рассмотрении одного 
очень важного вспомогательного результата, ис-
пользуемого при исследовании ядер отношения 
DE  и оператора FE

*.  Оператор DE
*  иногда будет 

также обозначаться символом D*, ,F  где F E= ^ .
Пусть A XŒLRC( )  и x D D

n

n
0

1
Œ =•

=

•
( ) ( ).A A∩  

Орбитой вектора x0  (относительно A ) назы-
вается любая последовательность x : ,� + Æ X  
для которой x n xn( ) ,ŒA 0  x x(0) = ,0  для всех 
n Œ +� .  Следовательно, для x  выполнены вклю-
чения x n x n( ) ( ),+ Œ1 A  n ≥ 0.

Будем говорить, что отношение A  равно-
мерно корректно на окружности T,  если все 
отношения A - g I ,  g ŒT  корректны (см. оп-
ределение 4.5 и равенство (4.6)) и выполнено 
условие 

 inf ( ) æ( ) .
l

g l
Œ

- = >
T

A AI 0  (8.3)

Лемма 8.2. Пусть A XŒLRC( )  — равномерно 
корректное на T  отношение и x : � + Æ X  — огра-
ниченная орбита вектора 0 0π Œ •x D( ).A  Тогда 
для æ min{ ,æ( )}= 1 A  имеют место оценки 

 x n
xn

( )
( æ/ )

æ
.£

- +2 1 4 1
0  (8.4)

Теперь применим лемму 7.3 к исследованию 
ядер отношения DE  и операторов DE

* ,  LE .  Вре-
менно, в условиях следующей леммы и после-
дующих двух следствиях не предполагается, что 
F F= .c

Л е м м а  8 . 3 .  П у с т ь  о п е р а т о р 
D F0 Œ +End X( , )�  корректен и x X:  � + Æ  — 
ограниченная последовательность вида 

 x n n x n x X( ) ( , ) , ,= Œ Œ+U 0 0 0  �  
(в частности,x EŒKer D ). Тогда имеют место 
оценки 

x n x m m n

x n

n m

n

( )
( æ( )/ )

æ( )
( ) , ,

( )
( æ( )/ )

£
-

£ £

£
-

+ -

+

2 1 4
0

2 1 4

0
1

0

0

D

D

D

 

11

0
0æ( )

, ,
D

x n Œ +�

 (8.9)

где æ( ) min{ ( ), }D D0 0 1= g  и g ( )0D  определена 
формулой (4.6).

Из лемм 8.3, 5.5 и теоремы 5.8 получаем
С л е д с т в и е  8 . 1 .  Е с л и  о п е р а т о р 

L L F F0 0: ( ) ( , ) ( , )D X XÃ Æ+ +�   корректен, 
то любая функция x из KerLX  допускает оцен-
ки вида 

 x t ce x s s tt s( ) ( ) ,( )£ £ £ < •- -a0 0  (8.10)

для некоторых постоянных c, > 0.0a
Следствие 8.2. Если оператор L0  коррек-

тен в одном из однородных пространств, то 
ядро Ker DE  отношения DE  (ядро KerLE  опе-
ратора LE ) принадлежит любому однородно-
му пространству F( , )� + X  (соответственно 
F( , ) + X ).

Замечание 8.3. Аналог результата из следс-
твия 8.1 при условии ограниченности семейс-
тва U,  определенного на D,  был впервые 
получен В. В. Жиковым [4] для дифференци-
ального оператора L,  действующего в C Xb( , ).  
В статье [14] условие ограниченности семейс-
тва U  было снято, а оператор LX  рассматри-
вался в C Xb0 ( , ) +  (для пространств L Xp( , ), +  
p Œ •[1, )  он был получен в [23]).

Лемма 8.4.  Для любого отношения 
A XŒLRC( )  имеют место равенства 

 

Ker( ) Ker( ),

Im( ) Im( ),

( ) ( ).

I I

I I

I I

- = -

- = -

- = -

-

-

-

A A

A A

A A

1

1

1g g

 

Далее снова считается выполненным пред-
положение F F F= =+( , ) . X c

Лемма 8.5. Пусть оператор 

 

D D F

F F F

D

X X

X

D X

X

n

* * *

*

*

: ( ) { ( , ) : ( ) }

( , ),

( )( )

= Œ ¢ = Ã

Ã ¢ Æ ¢ = ¢
+

+

h h

h

�

�

0 0

== - + +

≥ Œ

h h

h

( ) ( , ) ( ),

, ( )

*

*

n n n n

n D X

U

D

1 1

0  

 

является корректным. Тогда каждая ограни-
ченная последовательность h0 : *� + Æ X  для 
которой выполнены соотношения 

 h h0 01 1 0( ) ( , ) ( ), ,*n n n n n= + + ≥U   

допускает оценку 

h h0
1

02 1 4( ) ( æ( )/ ) ( ) , ,*n m n mX
n m£ - ≥- +D   (8.11)

где æ( ) min{ , ( )}* *D DX X= 1 g  и величина g ( )*DX  
определена формулой (4.6).

Следствие 8.3. Любая последовательность 
h0  из Ker *DE  удовлетворяет оценкам (8.11), 
если DX

*  — корректный оператор.

А. Г. Баскаков
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Следствие 8.4. В условиях леммы 8.5 замы-
кание образа Im DE  отношения DE  допускает 
представление вида 

 
Im Ker

{ ( , ) : ( ), ( ) }

*D D

F

E E

n

y X y n n

= =

= Œ · Ò =

^

+
=

•

Â�
0

0 0h  

для любого h0 ŒKer .*DE

Утверждение следствия 8.4 вытекает из 
свойства 3) леммы 7.1 и доказанной леммы 8.5 
(см. замечание 8.2).

В дальнейшем не предполагается выполнен-
ным условие F F= c . Пространство ¢ = ¢ +F Fc c X( , )�  
канонически отождествляется (в силу теоремы 
3.1) с пространством F Fc c X* *= ( , ) ,� +  а опера-
тор DE c,

*  рассматривается на ¢Fc .
Далее рассматривается оператор вложения 

 J X Xc c: ( , ) ( , )F F� �+ +Æ  
и сопряженный оператор 

 Fc c cJ X= = Æ+
* * * *: ( , ) ,F F F�  

который, учитывая канонический изоморфизм 
¢Fc  и Fc

*,  рассматривается как отображение 
Fc c: ,*F FÆ ¢  причем Fc c c( ) = ,x x Œ ¢F  где xc  
— последовательность из ¢Fc ,  с помощью кото-
рой определяется сужение x | Fc  функционала 
x  на подпространство Fc .  Ясно, что Jc  — инъ-
ективный, а Fc  — сюръективный операторы.

Лемма 8.6. Подпространство F Fc c X= +( , )�  
является инвариантным для отношения DE  и 
имеют место равенства 

 
J J

D E
c E c E c E

E c

D D D D
D F

,
* *

* *
, ,

( ) { : ( )( ) }.
= =

Œ = Œ Œ ^
 x x

x x x
0

0F
 

Сужение отношения DE  на Fc  далее обоз-
начается через DE c, .

Замечание 8.4. Как было выяснено в теоре-
ме 5.8 (а также в теоремах 5.1—5.7), большинс-
тво свойств оператора LE  (состояний оператора 
LE ) наследует отношение DE .  В свою очередь, 
леммы 8.3, 8.5 и 8.6 позволяют доказывать, что 
многие свойства отношения DE  наследует так-
же и его сужение DE c,  на Fc .  Например, если 
D0  — корректный оператор, то Ker Ker,D DE c E=  
в силу леммы 8.3. Если же DE  обладает допол-
нительным свойством Im Im ,D DE E=  то 
g ( )DE > 0  и поскольку Ker Ker ,,D DE E c=  то 
g ( ) ,,DE c > 0  т.е. Im Im ., ,D DE c E c=  Другие насле-
дуемые свойства будут рассматриваться в пос-
ледующих утверждениях.

Теорема 8.1. Отношение KE  и его сужение 
KE c,  на Fc  имеют совпадающие спектры: 
s s( ) ( ),,K KE E c=  � �s s( ) ( ).,K KE E c=

Теорема 8.2. Если отношение DE  корректно 
(инъективно) и оператор DE c,

*  инъективен (соот-
ветственно корректен), то отношения DE ,  DE c,  
и операторы DE

* ,  DE c,
*  непрерывно обратимы.

Теперь рассмотрим дефектное подпро-
странство � � � �def

* *( , ) ( , ),•
+

•
+ÃX X  введенное 

в определении 1.7.
Определение 8.1. Подпространство 

 F Fdef
*

def
* *( , ) ( , ) ( , )� �  �+

•
+ += « ¢X X Xc  

назовем  дефектным подпространством из 
¢ +Fc X( , )*� .

Замечание 8.5. Из определения дефектного 
подпространства следует, что 

 F Ddef
*

,
*( , ) Ker , ( ).� + = ŒX E CS XX c   (8.12)

Поэтому, в силу свойства 2) теоремы 7.2. 
получаем, что Fdef

*( , )� + X  — насыщенное под-
пространство из ¢ =F Fc c( )* , причем из свой-
ства 3) леммы 7.1 вытекает, что 

 Im ( , )., def
*D FX c X=^

+�  (8.13)

Лемма 8.7. Если семейство U  допускает 
э к с п о н е н ц и а л ь н у ю  д и х о т о м и ю ,  т о 
� �def

*( , ) { }.•
+ =X 0

Следствие 8.5. Если � �def
*( , ) { },•

+ πX 0  то 
оператор LE  и отношение DE  не являются 
непрерывно обратимыми для любого E CS XŒ ( )  
в любом однородном пространстве.

Пример 8.1. Пусть U XŒEnd  — оператор, 
для которого существует ненулевая ограничен-
ная последовательность x : *� + Æ X  такая, что 
x(0) = 0,  U n n* ( 1) = ( ),x x+  n ≥ 0.  Такая после-
довательность существует, если U  — необра-
тимая изометрия в гильбертовом пространстве 
X .  Пусть U( , ) ,n m U n m= -  0 £ £m n  — дискрет-
ное семейство эволюционных операторов (см. 
замечание 8.1). Рассмотрим голоморфную 
функцию f X: { : } *D = Œ < Æl l� 1  вида 
f n

n
n( ) ( ) ,l x l= +

≥Â 0
1  l ŒD.  Тогда U f f* ( ) ( ),l l l=  

l ŒD  и, значит, D Ã s( ).U  При этом все l ŒD,  
за исключением не более счетного множества, 
являются собственными значениями оператора 
U .  Ясно, что x Œ Ã•

+� �def
* *( , ) Ker ,X XD  где от-

ношение DX  строится по семейству U  и рас-
сматривается на пространстве l X1( , ).� +  Таким 
о б р а з о м ,  � �def

*( , ) { }.•
+ πX 0  П о с к о л ь к у 

Ker ( , )* *DX l XÃ •
+�  — ненулевое подпространс-

тво, то из свойства 3) леммы 7.1 и свойства 2) 
теоремы 7.2 следует, что Im ( , )DX l Xπ +

1 �  (см. 
следующую лемму 8.8).

Лемма 8.8. Следующие условия эквивалент-
ны: 

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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1

2 0

) Im ;

) ( , ) { }.
,

def
*

 D F

F

X c c

X

=

=+�
 

Если Im ( , ) ,U k k X- =1  k ≥ 1,  то Im ,D FX c c=  
(и, следовательно, Fdef

*( , ) { }� + =X 0 ).
С л е д с т в и е  8 . 6 .  Д л я  т о г о  ч т о б ы 

Im ( , )L FX X= +  для однородного пространс-
тва F( , ), + X  удовлетворяющего условию 
F F( , ) ( , ), + +=X Xc  необходимо и достаточ-
но, чтобы Fdef

*( , ) { }.� + =X 0
Следствие 8.7. Если оператор DX c,

*  коррек-
тен в одном из однородных пространств ¢Fc ,  то 
Im ,DX c  — замкнутое подпространство для 
любого однородного пространства �F .

Для каждого функционала h ŒKer *DE  пос-
ледовательность h hc c c c X= Œ ¢ = ¢ +F ( ) ( , )*F F �  
принадлежит Ker ,

*DE c  (этот факт следует, в 
частности, из равенств леммы 8.6). Следователь-
но, определено сужение �Fc E E c: Ker Ker*

,
*D DÆ  

оператора Fc c: ,*F FÆ ¢  определенного перед 
леммой 8.6.

Следует отметить (и это будет использовано 
в дальнейшем; например, при доказательстве 
следующей леммы), что � �1( , )*

+ X  непрерывно 
вкладывается в F *.  А именно, каждой после-
довательности x Œ +� �1( , )*X  сопоставляется 
функционал x Œ F *,  определяемый последова-

тельностью x,  т.е. x x n n
n

, ( ), ( ) .x x=
=

•

Â
0

Л е м м а  8 . 9 .  Е с л и  Codim Im DX =  
dim Ker ,*DX m= = < •  то dim Ker .�Fc m£  Если 

Im ,,D FX c c=  то �Fc  — сюръективный оператор, 
причем �Fc  — изоморфизм при дополнительном 
условии Im ( , ).D F FX X= = +�

Следствие 8.8. Если DX  — сюръективное 
отношение в одном из однородных пространств, 
то Im ( , )D FX X= +�  в любом однородном про-
странстве F( , ).� + X

Для любого замкнутого подпространства 
E XÃ  далее рассматривается содержащееся в 
E  (см. лемму 5.5) подпространство XE (0),  оп-
ределенное равенствами (1.22).

Лемма 8.10. Подпространство XE (0)  за-
мкнуто, если D0  — корректный оператор.

Далее для отношения DE  (оператора LE ) 
используется

Предположение 8.1. Подпространство 
E XE0 = (0)  — замкнутое дополняемое в E  
подпространство и 

 E E E X Ea E a= ≈ = ≈0 0( ) ,  (8.14)

где Ea  — замкнутое подпространство из E.

Лемма 8.11. Если для отношения DE  выпол-
нено предположение 8.1, то отношение DEa

 
инъективно и Im Im .D DEa E=

Утверждение леммы непосредственно сле-
дует из определения подпространства E0  и 
разложения (8.14).

Пусть �F  — насыщенное подпространство 
из X *  и � �E F= .^  В дальнейших исследованиях 
важную роль будет играть подпространство из 
�F  вида 

 XF E c� �
*

,
*( ) { ( ) : Ker }.0 0= Œx x D  (8.15)

Определение 8.2. Пусть для DE  выполнено 
предположение 8.1. Подпространство Ea  из 
(8.14) называется допустимым, если подпро-
странство XF�

* (0),  где �F E Xa= ,*^ Ã  является 
замкнутым дополняемым в �F  подпространс-
твом, причем подпространство �F  представимо 
в виде 

 �
�F E X Fa F s= = ≈^ * ( ) ,0  (8.16)

где Fs  — насыщенное подпространство из X *.  
Подпространство E Fs s=^  из X  называется 
разрешающим для отношения DE  (оператора 
LE ).

Лемма 8.12. Если DX
*  — корректный опера-

тор, то подпространство XF�
* (0)  замкнуто в X *  

для любого насыщенного подпространства �F  
из X *.

Утверждение леммы вытекает из следствия 
8.3 леммы 8.5 (из оценок (8.11)) и непрерыв-
ности вложения l X1( , )*� +  в Fc X* *( , )� +  (см. 
включения (2.3)).

Теорема 8.3. Пусть выполнено одно из сле-
дующих двух (эквивалентных) условий:

1) для оператора LE  выполнено предполо-
жение 8.1 и g ( ) > 0;LE

2) для отношения DE  выполнено предполо-
жение 8.1 и g ( ) > 0,DE

и, кроме того, условия: 3) Fdef
*( , ) { },� + =X 0  

4) подпространство Ea  из разложения (8.14) 
является допустимым.

Тогда семейство эволюционных операторов 
U  допускает экспоненциальную дихотомию на 
 +,  оператор LEs

 и отношение DEs
 непрерывно 

обратимы для разрешающего подпространства 
E F Xs s= ,^ Ã  где Fs  взято из разложения 
(8.16).

Следствие 8.9. Пусть X  — гильбертово 
пространство, D0  — корректный оператор, а 
DX  — сюрьективное отношение. Тогда семей-
ство U  допускает экспоненциальную дихото-
мию на  + .

А. Г. Баскаков
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Лемма 8.13. Пусть семейство U  допускает 
экспоненциальную дихотомию с расщепляющей 
парой ( , )P Q  и E  — замкнутое подпространс-
тво из X .  Тогда имеют место следующие ра-
венства: 

       
Ker { ( , ) : ( )

( , ) , , Im ( ) },
D F F

U
E x X x n

n x n x P E
= Œ = =

= ≥ Œ «
+�

0 0 00 0

 (8.17)

 

где

0
1

0

Im { : ( ) ( ),  1,

(0) (0) (0) (0, ) ( ) ( ) ,

,  },

E

m

y y n y n n

y P y m Q m y m x

x E

•

=

= Œ = ≥

= - +

Œ Œ

Â

D F

U

F

� �

�  (8.18)

     
Ker { ( , ) : ( )

( , ) , , Im ( ) }.
,

* *

* *

D F

U

E c c X n

n n Q E

= Œ ¢ =

= ≥ Œ «
+

^

x x

x x

�

0 0 00 0

 (8.19)

Следствие 8.10.  Если E Q… Im ( ),0  то 
Im .D FE =

Лемма 8.14. Пусть выполнены условия лем-
мы 8.13 и g ( ) > 0.DE  Тогда Im ( )P E0 +  — замк-
нутое подпространство из X .

Лемма 8.15. Пусть LE  — фредгольмов опе-
ратор (или, что эквивалентно, DE  — фредголь-
мово отношение), и Fdef

*( , ) { }.� + =X 0  Тогда 
семейство U  допускает экспоненциальную ди-
хотомию на  +  и пара подпространств 
( , Im ( )),E P 0  где ( , )P Q  — расщепляющая пара 
для U  является фредгольмовой. При этом име-
ют место равенства 

 a a( ) ( ) dim(Im ( ) ),L DE E P E= = «0  (8.22)

       b b( ) ( ) Codim(Im ( ) ),L DE E P E= = +0  (8.23)

 ind Ind ind(Im ( ), ).D LE E P E= = 0  (8.24)

Следствие 8.11. Если Fdef
*( , ) { }� + =X 0  и DE  

— фредгольмово отношение, то фредгольмовым 
является отношение DE c,  и верны равенства: 
a a( ) ( ),,D DE c E=  b b( ) ( ),,D DE c E=  ind ind .,D DE E c=

Следствие 8.12. Если Fdef
*( , ) { }� + =X 0  и DE  

— фредгольмово отношение, то Im .D FX =
Теорема 8.4. Следующие условия эквива-

лентны:
1 )  LE  —  ф р е д г о л ь м о в  о п е р а т о р  и 

Fdef
*( , ) { };� + =X 0  

2) DE  — фредгольмово отношение и 
Fdef

*( , ) { };� + =X 0
3) семейство эволюционных операторов U  

допускает экспоненциальную дихотомию на � +  
(или на  + ) с такой расщепляющей парой 
( , ),P Q  что пара подпространств ( , Im ( ))E P 0  
из X  является фредгольмовой.

Следствие 8.13. Если оператор LE  (отно-
шение DE ) фредгольмов на одном из однородных 
пространств и � def, { },U

• = 0  то LE  и DE  фред-

гольмовы на любом однородном пространстве 
и их индекс не зависит от выбора однородного 
пространства.

Теперь остановимся на доказательстве тео-
ремы 1.5.

Теорема 8.5.  Если оператор LE  фредгольмов 
и Fdef

*( , ) { }� + =X 0  в однородном пространстве 
F( , ), + X  то он фредгольмов во всех остальных 
однородных пространствах и индекс оператора 
LE  не зависит от вида однородного простран-
ства.

Замечание 8.6. Если семейство U  обладает 
свойством Im ( , ) ,U k k X- =1  k ≥ 1,  то из леммы 
8.8 следует свойство Fdef

*( , ) { }.� + =X 0  Поэтому 
для такого семейства U  во всех утверждениях 
этого параграфа (теоремы 8.3—8.5, лемма 8.15, 
следствие 8.11) требование Fdef

*( , ) { }� + =X 0  
следует опустить.

Пример 8.2. Рассмотрим обыкновенный 
дифференциальный оператор L� = - +d dt a t/ ( )  
в банаховом пространстве F( ) ( ) � + += =b  

( , ),�  �+= b  где a SŒ +
1( )  обладает свойством 

lim | |
t

t

t

a d
Æ•

+

Ú
1

( ) = 0t t  (см. пример 10.1). Тогда 

с е м е й с т в о  э в о л ю ц и о н н ы х  о п е р а т о р о в 

U : D+ Æ �  имеет вид U( , ) exp ( ) ,t s a d
s

t
= ( )Ú t t  

0 £ £s t,  и соответствующее дифференциаль-
ному оператору L�  разностное отношение D�  
определяет следующими равенствами 

 
D� � � � �= Œ ¥ =

= - - ≥

•
+

•
+{( , ) ( ) ( ) : ( )

( ) ( ) ( ), },
x y y n
x n b n x n n1 1 

 

где b n a d
n

n
( ) exp ( ) ,=

-Ú 1
t t  n ≥ 1,  lim ( ) .

n
b n

Æ•
= 1  Пос-

кольку b n( ) 0,π  n ≥ 1,  то из леммы 8.8 следует, 
что Im ( ) ( ).,D� � �c cc F= =+ +0  Докажем, что 
Im ( )D� � �π •

+  и, более того, � � �
•

+( )/ Im D  
— бесконечномерное пространство. Для этого 
рассмотрим последовательность функционалов 

xN : ,� �• Æ  xN i

N
y

N
y i=

+ =Â1
1 0

( ),  y Œ •� ,  N ≥ 1.  

Отметим, что xN = 1,  N ≥ 1,  и единичная сфе-
ра из ( )*�•  слабо* компактна. Пусть x•  — одна 
из слабо*-предельных точек последовательно сти 
( ),xN  т.е. существует последовательность ( )Nk  
из �  такая, что 

 x x x• Æ•

•
•= Œ =( ) lim ( ), , .x x x

N Nkk

  � 1  

Ясно, что x•
^Œc0( )�  и, кроме того, x•

^Œ Im .D�

Поскольку множество полученных предельных 

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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точек бесконечно и их линейные комбинации 
образуют бесконечномерное подпространство, 
то dim / Im .� �

• = •D
Таким же образом, рассматривая последо-

вательность функционалов x t tN

N
x

N
x d( ) ( ) ,= Ú

1
0

 

x CbŒ +( ),  N ≥ 1,  устанавливается,  что 
Im ( ).L� π +Cb

§ 9. ПОЛУГРУППА ОТНОШЕНИЙ TE  
И ОПЕРАТОР LE

Пусть E CS XŒ ( )  и T FE LRC: ( ) + Æ  — 
отображение, определенное формулой (1.13), 
F F= +( , ) X  — однородное пространство фун-
кций. При доказательстве формулируемых 
здесь утверждений приходится учитывать не-
сколько различающиеся подходы к определе-
нию полугруппы TE  на пространствах измери-
мых и непрерывных функций C Xb E, ( , ). +  При 
исследовании оператора LE  методами теории 
полугрупп отношений существуют проблемы, 
связанные с тем, что полугруппы отношений до 
сих пор не рассматривались. Здесь учитывается 
специфика полугруппы TE ,  что позволяет при 
определенных условиях свести ее изучение к 
изучению двух полугрупп операторов.

Далее используется определение 1.1 полу-
группы отношений.

Лемма 9.1. Отображение T FE LRC: ( ) + Æ  
является полугруппой отношений на однород-
ном пространстве F .

Хотя в общем случае отсутствует определе-
ние генератора полугруппы отношений, тем не 
менее оператор LE  обычно играет роль генера-
тора полугруппы отношений TE .  Подтвержде-
нием этого факта служит следующая теорема об 
отображении спектра для полугруппы TE  (см. 
также теорему 9.3).

Теорема 9.1. Для любого t > 0  спектр 
s( ( ))TE t  отношения TE t( )  и оператора LE  свя-
заны равенством 

 
s s

l l s
( ( )) \ { } exp ( )

{exp : ( )}.
T L

L
E E

E

t t
t
0 = =

= Œ
 (9.1)

Спектр s( )LE  оператора LE  допускает одно 
из следующих представлений:

1) s( ) = ;LE �
2) s l l c( ) { : Re ln ( )},L UE g= Œ £�  если и 

только если E = { }.0  При этом, если cg( ) ,U = -•  
то s( ) ;L0 = Δ

3) s l l a( ) { : Re }LE = Œ ≥� 0  для некоторо-
го a0 ,Œ   причем это равенство имеет место 

тогда и только тогда, когда семейство U  со-
стоит из непрерывно обратимых операторов 
U( , ),t s  0 < ,£ £ •s t  удовлетворяющих оцен-
кам (6.35);

4) s l a l a( ) \ { : Re }LE = Œ < <� � 1 2  для 
некоторых a a1 2< ,  a a1 2, .Œ 

Определение 9.1. Будем говорить, что по-
лугруппа отношений T X: ( ) + Æ LRC  ( T  
— банахово пространство) гиперболична, если 
существует разложение пространства X  в пря-
мую сумму X X X= ≈- +  замкнутых инвариан-
тных относительно отношений T ( ),t  t ≥ 0,  
подпространств X-  и X+  таких, что сужения 

 T T X T T X- - + += = ≥( ) ( ) | , ( ) ( ) | ,t t t t t  0  

порождают полугруппы T-,  T+  со следующими 
свойствами: T X- + -Æ: End  - полугруппа 
операторов, отношения T+( ),t  t ≥ 0,  непрерыв-
но обратимы и полугруппы операторов T-,  
� T X+ + +Æ: End ,  �T T+ +

-( ) = ( ) ,1t t  t ≥ 0,  допус-
кают оценки вида 

 max ( ) , ( ) ,- +{ } £ ≥t t M e twt�T 0 0  (9.2)

для некоторых постоянных M0 > 0,  w < 0.  По-
лученные разложения назовем ассоциирован-
ными с гиперболической полугруппой T .

Отметим, что определение гиперболическо-
го оператора давалось в статьях [42]—[44].

Теорема 9.2.  Полугруппа отношений 
T FE LRC X: ( ( , )) + +Æ  гиперболична тогда 
и только тогда, когда выполнено одно из следу-
ющих (эквивалентных) условий:

1) семейство U  допускает экспоненциаль-
ную дихотомию на  +  с расщепляющей парой 
( , ),P Q  для которой Im ( ) ;Q E0 =

2) 0 Œ r( );LE

3) 1 Œ r( ( ))TE t  при некотором t > 0.
Следствие 9.1. Если выполнено условие 1) 

теоремы 9.2, то полугруппа отношений TE  
допускает представление (9.4) относительно 
(9.3), где полугруппы операторов T-  и �T+  имеют 
вид (9.5) и (9.6) соответственно.

Замечание 9.1. Если r( ) ,LE π Δ  то из теоре-
мы 9.1 следует, что r( )LE « π Δ  и пусть 
l rŒ «( ) .LE   Тогда из теоремы 9.2 следует 
гиперболичность полугруппы T TE

t
Et e t, ( ) ( )l

l= -  
(из-за обратимости оператора LE I- l ).

Определение 9.2. Полугруппу отношений 
T X: ( ) + Æ LRC  назовем  гиперболичной в 
точке a  из ,  если полугруппа T Ta

a( ) ( ),t e ti t= -  
t ≥ 0,  гиперболична. Дополнение в   множес-
тва гиперболических точек называется  спект-
ром Боля полугруппы T  (или семейства U ).

А. Г. Баскаков
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Определение 9.3. Пусть T X: ( ) + Æ LRC  
— гиперболическая в некоторой точке a Œ   
полугруппа отношений,  X X X= ≈- +a a, , ,  
T T Ta a a( ) ( ) ( ),, ,t t t= ≈- +  t ≥ 0  — ассоциирован-
ные с гиперболической полугруппой Ta  разло-
жения. Допустим, что полугруппы операторов 
T Xa a, ,: End ,- + -Æ  T Xa a, ,: End ,+ + +Æ  �Ta , ( )+ =t  

Fa , ( ) ,+
-= t 1  t ≥ 0,  — полугруппы класса C0  и 

A D Aa a a a, , , ,: ( ) ,- - - -Ã ÆX X  A D Aa a a, , ,: ( )+ + +Ã ÆX  

a a, ,+ +Ã ÆX X  — их генераторы. Тогда опера-
тор 

 
A A A I D A

D A D A
a a a a

a a

a= ≈ - + =
= ≈ Ã Æ

- +

- +

, ,

, ,

( ) : ( )

( ) ( ) X X
 

назовем  генератором полугруппы отношений 
F .

Замечание 9.2. Из замечания 9.1. и теоре-
мы 9.2. следует, что гиперболичность в точке 
a Œ   полугруппы отношений TE :  + Æ 

FLRC X( ( , )) +Æ  эквивалентно тому, что се-
м е й с т в о  э в о л ю ц и о н н ы х  о п е р а т о р о в 
U Ua

a( , ) ( , ),( )t s e t st s= - -  s t, ,Œ +D  допускает экс-
поненциальную дихотомию с расщепляющей 
парой ( , )P Qa a  с Im ( ) .Q Ea 0 =  Далее без огра-
ничения общности можно считать a = 0.  Воз-
никающие при этом ассоциированные разло-
жения связаны с подпространствами F P- = Im ,  
F P+ = Ker  ( P  — проектор умножения на фун-
кцию P ), а соответствующие полугруппы 
T F- -= E , ,  F F+ += E ,  определены равенствами 
(9.5) и (9.6). Пусть однородное пространство 
F F= ( , ) X  обладает свойствами: F F= c  и 
операторы S t( ),  t ≥ 0  и �S t( ),-  t ≥ 0,  сильно 
непрерывны в F .  Такими пространствами яв-
л я ю т с я ,  н а п р и м е р ,  L Xp( , ), +  p Œ •[ , ),1  
C X00(( , )). +  Тогда полугруппы F F- +,  прина-
длежат классу Co  и, из статьи [20] (для полу-
группы T- ) и статьи [19, I] (для полугруппы 
T+ ) следует, что генератором полугруппы 
T F- + -Æ: End  является сужение L FE | -  
оператора LE  на F-,  а генератором полугруппы 
T F+ + +Æ: End  оператор - +L FE | .

Из замечания 9.2 следует
Теорема 9.3.  Пусть F( , ) + X  — однородное 

пространство функций обладает свойствами 
из замечания 9.2 и F FE LRC X: ( ( , )) + +Æ  
— группа отношений, гиперболичная в точке 
a.  Тогда оператор LE  — генератор этой полу-
группы.  

§ 10. ОПЕРАТОРЫ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
И ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ. НЕКОТОРЫЕ 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ. 

ПРИМЕРЫ

Рассмотрим периодическое периода 1 семей-
ство эволюционных операторов U : End ,D+ Æ X  
т.е. U U( 1, 1) = ( , )t s t s+ +  для всех s t, ,Œ +  
удовлетворяющих условию 0 £ £ < •s t .  В 
частности, периодическое семейство U  отвеча-
ет дифференциальному уравнению (1.1) с пе-
риодической периода 1 функцией A.  Если се-
мейство U  зависит только от разности аргумен-
тов, то оно представимо в виде 

 U( , ) = ( ), 0 < ,t s U t s s t- £ £ •  (10.1)

где U X: End + Æ  — сильно непрерывная 
полугруппа операторов класса C0  (см. [21]). Её 
генератор обозначим через A0.

Для периодического семейства U  отноше-
ние D FE LRC XŒ +( ( , ))�  имеет вид 

 

D F F

U
E x y X X y n

x n x n n
x

= Œ ¥ =

=
- - ≥

+ +{( , ) ( , ) ( , ) : ( )

( ) ( , ) ( ), ,
(

� �

1 0 1 1
0

 
)) , ,

,
+ = Œ

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛x n x E0 00  

 

где U( , ) ( ),1 0 1= U  если семейство U  имеет вид 
(10.1), т.е. отвечает дифференциальному опе-
ратору L = - +d dt A/ .0

Следующая теорема позволяет заменить 
условие экспоненциальной дихотомии перио-
дического семейства U  условием 

 s( ( , )) .U 1 0 « = ΔT  (10.2)

Теорема 10.1.  Для того чтобы периодичес-
кое периода 1 семейство U  допускало экспонен-
циальную дихотомию на  +,  необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось условие 
(10.2).

При выполнении условия (10.2) для опера-
тора U(1, 0)  подпространство X Ps = Im int  назы-
вается  устойчивым, а подпространство 
X P= Ker int  — неустойчивым.

Замечание 10.1. Доказанная лемма позво-
ляет переформулировать все утверждения дан-
ной статьи, в которых использовалось условие 
экспоненциальной дихотомии семейства U,  
заменив его условием (10.2) для оператора 
U(1, 0)  (для оператора U(1),  если семейство U  
имеет вид (10.1)). Кроме того, отметим, что ут-
верждение теоремы (10.1) остается верным, 
если условие периодичности семейства U  заме-
нить условием: U U( , ) ( , ),n n - =1 1 0  n ≥ 2.

Линейные отношения в исследовании дифференциальных операторов с неограниченными операторными... 
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Замечание 10.2. Непосредственно из опре-
деления 1.7 дефектного подпространства для U  
следует, что оно представимо в виде 

 
� � � �def

* *

*

( , ) { ( , ) : ( )

, ( ) ( , ) ( ), }

•
+

•
+= Œ =

= = + ≥

X X

n n n

x x

x x

0

0 1 0 1 0U  ..
 

Тогда функция 

 
f X

f n
n

n

: { :| | } ,

( ) ( ) ,

*D
D

= Œ < Æ

= + Œ
≥

Â
l l

l x l l

� 1

1
0

  

является голоморфной и имеют место равен-
ства 

 ( ( , ) ) ( ) , .*U 1 0 0- = Œl l lI f  D  (10.5)

Следовательно, если � �def
*( , ) { },•

+ πX 0  то  
s s( ( , )) ( ( , ) ) ,*U U1 0 1 0= … D  причем дискретный 
спектр оператора U(1, 0)*  заполняет Dr =  

D r= Œ <{ : }l l  для r < 1  за исключением, 
быть может, конечного числа точек. Равенство 
(10.5) при f π 0  означает, что оператор U(1, 0)*  
не обладает свойством единственности разло-
жения (см. [46]) и поэтому он не может быть 
разложимым по Фойашу [46]. В частности 
� �def

*( , ) { },•
+ =X 0  если выполнено одно из сле-

дующих условий: 1)  r( ( , )) ,U 1 0 « π ΔD  2) 
U( , )1 0  - компактный оператор,   3)  замыкание 
дискретного спектра оператора U(1, 0)*  не со-
держит D.

В связи с замечанием 10.1 отметим, напри-
мер, следующий результат, вытекающий из 
тео рем 8.4 и 10.1.

Теорема 10.2.  Пусть U : EndD+ Æ X  — пе-
риодическое семейство эволюционных операто-
ров. Следующие условия эквивалентны:

1 )  LE  —  ф р е д г о л ь м о в  о п е р а т о р  и 
Fdef

*( , ) { };� + =X 0
2) s( ( , ))U 1 0 « = ΔT  и подпространства E,  

Im ,intP  где Pint  — проектор Рисса, построенный 
по спектральному множеству s lint {= Œ 

s l( ( , )) : }Œ <U 1 0 1  для оператора U(1, 0),  об-
разуют фредгольмову пару.

При выполнении одного из этих условий 
Ind ind( , Im ).intLE E P=  Если F F= c ,  то усло-
вие 2) эквивалентно условию фредгольмовости 
оператора LE .

Следствие 10.1. Если оператор LE c,  фред-
гольмов, то фредгольмов оператор LE  и их ин-
дексы совпадают.

Непосредственно из теоремы 8.3 и леммы 
8.13 следует

Теорема 10.3. Семейство U  допускает экс-
поненциальную дихотомию тогда и только 

тогда, когда оператор L0  в одном из однородных 
пространств F( , ) + X  обладает следующими 
свойствами:

1) оператор L0  корректен; 
2) Fdef

*( , ) { };� + =X 0
3) подпространство  X c

*
,
*( ) { ( ) : Ker }0 0 0= Œx x D  

замкнуто, и существует насыщенное подпрост-
ранство Fs  из X *  такое, что X X Fs

* *( ) .= ≈0
Теорема 10.4.  Пусть семейство U  допуска-

ет экспоненциальную дихотомию на  +  с рас-
щепляющей парой ( , ).P Q  Тогда следующие ус-
ловия эквивалентны:

1) Im Im ;L LE E=
2) Im ( ) Im ( ) .P E P E0 0+ = +
Эквивалентность условий непосредственно 

следует из леммы 8.14 и теоремы 1.5 (см. свой-
ство 3)).

Центральное место в проводимых исследо-
ваниях занимает свойство экспоненциальной 
дихотомии семейства U . Для периодического 
семейства U  из теоремы 10.1 следует, что оно 
эквивалентно условию (10.2) на спектр опера-
тора U(1, 0).  Если U( , ) ( ),t s T t s= -  t s≥ ,  где 
T X: End + Æ  — полугруппа класса C0 , то 
условие (10.1) влечет свойство 

 s( ) ,A i« = Δ  (10.6)

где A  — генератор полугруппы T . Если X  — 
гильбертово пространство и выполнено допол-
нительное к (10.6) условие 

 sup ( , ) ,
l

l
Œ

< •
i

R A


 (10.7)

то s( ( ))T 1 « = ΔT  в силу теоремы Герхарда [15, 
теорема 2.10]. Таким образом, в этом случае се-
мейство U  допускает экспоненциальную дихо-
томию. Совместное выполнение условий (10.6) 
и (10.7) не всегда влечет выполнения свойства 
(10.2) для U( , ) ( )1 0 1= T  (см. [15], [21]).

Пусть семейство U  допускает экспонен-
циальную дихотомию на  +  с расщепляющи-
мися парами ( , ),( , ).P Q P Q� �  Из определения 
экспоненциальной дихотомии следует, что 
Im ( ) Im ( ),P t P t= �  t ≥ 0;  поэтому имеют место 
равенства 

 
P t P t P t P t P t P t
Q t P t Q t P t t
( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) , .

� � �
� �

= =
= = ≥0 0 

 (10.8)

Рассмотрим сильно непрерывные ограничен-
ные функции Yk X: End , + Æ  k = 1 2, ,  вида 

 
Y

Y
1

2 0

( ) ˆ( ) ( ),

( ) ( ) ˆ( ),

t P t Q t

t P t Q t t

= +

= + ≥ 
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и операторы Yk XŒ +End ( , ),F   k = 1 2, ,  умно-
жения на эти функции. Из равенств (10.8) 
следует, что Y Y Y Y1 2 2 1= = I ,  а из формул 
(1.18) и (6.6) получаем равенства 

 L LIm ( ) Im ( ),Q Q0
1

1 1 0
1- -=Y Y �  (10.9)

 D DIm ( ) Im ( ),Q Q0
1

1 1 0
1- -=� �

�Y Y  (10.10)

 P t t t P t t( ) ( ) ( ) ( ), ,Y Y1 1 0= ≥�   (10.7)

где � � �Y1 : ( , ) ( , )F F+ +ÆX X  — оператор умно-
жения сужения на � +  функции Y1.  Равенства 
(10.9)—(10.11) означают подобие соответству-
ющих операторов и отношений (см. определе-
ние 4.7).

Таким образом, имеет место
Теорема 10.5. Оператор LIm ( )Q 0  подобен 

оператору LIm ( ),�Q 0  а отношение DIm ( )Q 0  подобно 

отношению DIm ( )�Q 0  и имеют место равенства 
(10.10)—(10.11).

Использованию сопряженного оператора LE
*  

мешает несколько обстоятельств. Во-первых, 
это описание сопряженных пространств к од-
нородным пространствам функций (см. [48; 
гл. 8] для пространств L X pp( , ), [ , )). + Œ •1  
Кроме того, при определении LE

*  используется 
сопряженное семейство U * *: End ,D+ Æ X  
U U* *( , ) ( , ) ,( , ) ,t s t s t s= Œ +D  эволюционных опе-
раторов, которое может не быть сильно не-
прерывным для нерефлексивного пространс-
тва X . Однако, если оно сильно непрерывно, 
то U *  является семейством эволюционных 
операторов «назад» и с его помощью, естест-
венным образом определяется оператор 

¢ ¢ Ã ¢ Æ ¢ = ¢ +L F L F F FE c E c c c X,
*: ( ) ( , ),  (см. [19]), 

который является сопряженным к оператору 
LE c,  для рефлексивногоX . Для операторов ¢LE c,  
и DE c,

*  могут быть получены аналоги соответс-
твующих результатов из 5 и на их основе дока-
зан следующий аналог теоремы 8.2.

Теорема 10.6. Пусть F F= c  и семейство 
U * *: EndD+ Æ X  сильно непрерывно. Если опе-
ратор LE  корректен (инъективен) и оператор 

¢LE  инъективен (соответственно корректен), 
то операторы L LE E, ¢  непрерывно обратимы в 
любом однородном пространстве функций.

Рассмотрим несколько примеров операто-
ров, к которым применимы полученные резуль-
таты

Пример 10.1. Пусть E CS XŒ ( )  и функция 
A X: End + Æ  принадлежит пространству 
Степанова S X1( ,End ). +  Тогда (см. [3]) сущес-
твует семейство эволюционных операторов 

U : End ,D+ Æ X  которое решает задачу Коши 
(1.1), (1.4). Следовательно, для любого одно-
родного пространства функций F( , ) + X  оп-
ределен оператор LE .  Если A L XŒ •

+( ,End )  
и F( , ) + X  — однородное пространство из-
меримых функций, то D XE( ) ( , )L F= =+

1   
x X x{ ( , ) :F= Œ +  абсолютно непрерывна и 

x XŒ +F( , )}.  Это же равенство задает область 
определения оператора LE , если F( , ) + =X  

( , ) += C Xb  и A C XbŒ +( ,End ).
Пример 10.2. Рассмотрим дифференциаль-

ное уравнение (1.1), где X L= 2( , )W �  и W  — 
огра ниченная область с гладкой границей в n .  
Семейство линейных дифференциальных опе-
раторов 

 A t H H L L tm m( ) : ( ) ( ) ( ) ( ),0
2

2 2 0W W W W« Ã Æ ≥  

(где H m
0 ( ),W  H m2 ( )W  — пространства Соболева 

m ≥ 1  [5]) определено с помощью семейства 
дифференциальных выражений 

 ( )( ) ( , )( )( ),
| |

� t
m

y n a t u D y u t= ≥
£
Â

a
a

a

2

0  

и задачей Дирихле на границе ∂W  области W.  
Функции aa : , �+ ¥ ÆW  a £ 2m,  принадле-
жат пространству C Cb

k( , ( )) + W  для достаточно 
большого k Œ�,  и удовлетворяют условию Лип-
шица как функции первой переменной. Более 
того, предположим, что семейство дифференци-
альных выражений � t ,  t ≥ 0,  равномерно эл-
липтично.

Из сделанных предположений следует, что 
эллиптические операторы A t( ),  t ≥ 0,  явля-
ются генераторами аналитических полугрупп 
операторов и, более того, выполнены, условия 
теоремы Соболевского—Танабе [47], из кото-
рой следует, что рассматриваемая задача 
Коши на  +  корректно определена и сущес-
твует семейст во эволюционных операторов 
U : End ( ),D W+ Æ L2  которое решает рассматри-
ваемую задачу Коши. Поэтому определен опе-
ратор LE d dt A t= - +/ ( )  в любом из однородных 
пространств функций F( , ) + X  и, следователь-
но, к нему применимы полученные здесь ре-
зультаты.

Пример 10.3. (системы дифференциальных 
уравнений, корректные по Петровскому). Пусть 
p p j k j

m( ) ( ) ,,x = =� 1  x Œ n ,  n Œ� , — матрица, эле-
ментами которой служат полиномы pkj

n: , �Æ  
p akj Nkj

( ) .
| |

x x
a a

a=
£Â  Здесь a Œ +�n ,  aa Œ�,  за-

висящее от k  и j.  В гильбертовом пространстве 
оператор A p i= ∂( ),  ∂ = ∂ º ∂( , , ),1 n  i 2 1= - ,  опре-
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деляется с помощью преобразования Фурье F  
формулой A p= ()1F F- ◊  и он является опера-
тором с матричными коэффициентами с симво-
лом p . Говорят, что A  корректен по Петров-
скому, если для некоторого w Œ   спектр 
s x( ( ))p  матрицы p( )x  удовлетворяет включе-
н и ю  s x l l w( ( )) { : Re }p Ã Œ £�  д л я  в с е х 
x Œ n .  В этом случае A  порождает сильно 
непрерывную полугруппу операторов 
T L n: End ( ) + Æ 2  и имеет область определе-
ния D A( ),  совпадающую с пространством Со-
болева W N n

2 ( )  порядка N . Эта полугруппа 
гиперболична (оператор T(1)  обладает свой-
ством s( ( )) ),T 1 « = ΔT  если множества s x( ( )),p  
x Œ n ,  равномерно отделены от i.  Тогда се-
мейство U( , ) ( ),t s T t s= -  s t£ ,  s t, ,Œ +  допус-
кает экспоненциальную дихотомию на  + .  В 
этом случае устойчивые и неустойчивые под-
пространства бесконечномерны, если они нену-
левые.

Пример 10.4. Как уже отмечалось в § 1, изу-
чение спектральных свойств дифференциаль-
ного оператора LE  связано с изучением опера-
тора Винера—Хопфа. Пусть S L Xp: ( , ) + Æ  

L X Lp p( , ) +Æ =  — оператор Винера—Хопфа 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) , , ,Sx t x t t s x s ds t x Lp= - - Œ Œ
•

+Ú
0

K     

ядро которого K : End Æ X  суммируемо и 
имеет символ 

 W I e t dti t( ) ( ) ,l ll= - ŒÚ


K   

вида 

 W I NR A M( ) ( , ) , ,l l l= - Œ   (10.12)

где iA D A Y Y: ( ) Ã Æ  (Y  — вспомогательное 
банахово пространство) — генератор полугруп-
пы операторов T Y: End + Æ  класса C0,  для 
которой выполнено условие s( ( ))T 1 « = ΔT  (и, 
следовательно, s( ) .A « = Δ ) Линейные опе-
раторы M X Y: ,Æ  N Y X: Æ  являются огра-
ниченными. В частности, при X m= �  в работе 
[22; раздел XIII.4] доказано, что если символ 
W  является рациональной функций, то такое 
представление возможно для некоторых опера-
торов A nŒEnd ,�  M m n: ,� �Æ  N n m: � �Æ  
и некоторого n Œ�.  Выбор подходящего ба-
нахова пространства X  позволяет любую 
функцию W I= - ,̂K  голоморфную в области 
� �a l l a= Œ <{ : Im }  представить в виде 
(10.12) при Y = .�  Нетрудно установить (см. 
[22; лемма 18.5.1] для X n= � ), что оператор S  
представим в виде 

 S I iN ME= + -� �L 1 ,  

где �  M L X L Yp p: ( , ) ( , ),+ +Æ  � N L Yp: ( , )+ Æ  
L Xp( , )+Æ  — операторы умножения на опе-

раторы M  и N  соответственно, 

 
L LE E

p

p

d dt iA D L Y

L Y E P

= - + Ã Æ

Æ =
+

+

/ : ( ) ( , )

( , ), Im ,out



  
 

где Pout  — проектор Рисса, построенный по 
с п е к т р а л ь н о м у  м н о ж е с т в у  s lout {= Œ 

s l( ( )) : }Œ >T 1 1  для оператораT(1) .
Это представление позволяет установить, что 

имеет место (см. [22, теорема 18.5.3 ] для 
X n= � )

Теорема 10.7.  Пусть �L LE E MN= - =  
 LE

p pd dt A MN D L X L X= - + - Ã Æ+
+/ : ( ) ( , ) ( , ),  

p Œ •[ , ].1  Тогда 

 Ker (Ker ), Im (Im )S N S ME E= = -� �L L 1  

и оператор S  фредгольмов тогда и только тог-
да, когда фредгольмов оператор �LE ,  при этом их 
индексы совпадают. В частности, S  обратим 
тогда и только тогда, когда обратим оператор 
�LE  и в этом случае S I iN ME

- -= -1 1� � �L .
Аналогичный подход можно осуществить 

при исследовании тёплицевых операторов, 
действующих в пространствах � � �p p X= +( , ),  
p Œ •[ , ].1  Только теперь при их изучении будет 
использоваться отношение DE

pLRŒ �  для под-
ходящего E CS XŒ ( ).

Возникает естественный вопрос: влечет ли 
фредгольмовость оператора LE  (отношения DE ) 
для F F= c  экспоненциальную дихотомию се-
мейства U . Отрицательный ответ дает

Пример 10.5. Пусть A A X X0 0: ( )D Ã Æ  - 
г е н е р а т о р  п о л у г р у п п ы  о п е р а т о р о в 
T X0 : End + Æ  класса C0,  для которой T0(1)  
- фредгольмов оператор, причем Ker ( ) { }.*T0 1 0π  
Рассмотрим функцию A t A( ) ,= 0  t Œ[ , ),0 1  
A t I( ) (ln ) ,= 2  t Œ •[ , )1  и дифференциальный 
оператор LX d dt A t= - +/ ( )  в одном из однород-
ных пространств функций F F= +( , ) X  со 
с в о й с т в о м  F F= .c  То г д а  U( , ) ( ),1 0 10= T  
U( , ) ,n n I- =1 2  n ≥ 2,  и соответствующее раз-
ностное отношение D FX LRC XŒ +( , )�  опреде-
ляется равенствами 

 
D FX x y X y n x n x n

n y x T x
= Œ = - -

≥ = -
+{( , ) ( , ) : ( ) ( ) ( ),

, ( ) ( ) ( ) (
� 2 1

2 1 1 1 00 ))}
 

Семейство U  допускает тривиальную экс-
поненциальную дихотомию на множестве �  с 
P = 0  и Q I= ,  и поэтому имеют место пред-
ставления

А. Г. Баскаков
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Ker { ( , ) : ( )
Ker ( ), ( ) , };

Im { ( ,

D F

D F

X

X

x X x
T x k k

f X

= Œ Œ
Œ = ≥

= Œ

+

+

�

�

0
1 0 10

)) : ( ) Im ( )} Im ,

( , ) Ker { ( , ) : ( )def
*

f T

X X
X

X

1 1

0
0Œ =

= = Œ ¢ =•
+ +

D

D F� � �x x 00

1 1 2 1 2 00
1

,

( ) Ker ( ) , ( ) ( ), } { }.*x x xŒ = ≥ π- +T n nn  

Таким образом, DX  — фредгольмово отноше-
ние, а из леммы 8.7 следует, что семейство U  не 
допускает экспоненциальную дихотомию на 
� + .

Пример 10.6. Пусть U :  + +Æ  — невоз-
растающая непрерывная ненулевая функция с 
компактным носителем, X = �  и семейство 
эволюционных операторов U : EndD+ Æ X  
определим равенствами: U( , ) = ( ) ( ) ,1t s U t U s -  
е с л и  U s( ) 0,π  D( , ) = 0,t s  е с л и  U s( ) = 0,  
0 < .£ £ •s t  Тогда U  не может решать задачу 
Коши (1.4) для любого дифференциального 
уравнения вида (1.1) с A SŒ +

1( , ). �
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