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 О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ПОДОБИЯ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ* 
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Описаны один способ преобразования подобия возмущенных линейных операторов и его 
применение к исследованию спектральных дифференциальных операторов, определяемых 
квазипериодическими краевыми условиями.

§ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПОДОБИЯ
Пусть X  — комплексное банахово про-

странство, EndX  — банахова алгебра линейных 
ограниченных операторов, действующих в X  
Всюду через A  обозначается замкнутый линей-
ный оператор, действующий в X  с областью 
определения D A( ).  Он в дальнейшем играет 
роль невозмущенного оператора и обычно хо-
рошо изучен. Символом L XA( )  обозначим ба-
нахово пространство операторов, действующих 
в X  и подчиненных оператору A.  Это означает, 
что если B AŒL X( ),  то D B D A( ) ( )…  и полага-
ется 

B C Bx C x Ax x D AA = { > 0 : ( ) ( )}inf £ + " Œ
Основные результаты статьи связаны с пре-

образованиями подобия возмущенного опера-
тора A B- ,  где B AŒL X( ),  в оператор A B- 0,  
где оператор B0  имеет более простую структуру 
по отношению к A.  В основе проводимых ис-
следований лежит метод подобных операторов, 
основные положения которого изложены в ра-
ботах [1]—[3]. При этом используется

Определение 1. Два линейных оператора 
A D Ai i: ( ) ,Ã ÆX X  i = 1,2,  называются подоб-
ными, если существует непрерывно обратимый 
оператор U ŒEndX  такой, что UD A D A( ) ( )2 1=  и 

  AUx UA x x D A1 2 2= Œ, ( ).
Оператор U  называется оператором преоб-

разования оператора A1  в A2.
Основной составляющей метода подобных 

операторов является понятие допустимой трой-
ки, которая должна для применимости метода 
удовлетворять ряду условий.

Определение 2. Пусть A  — линейное под-
пространство операторов из L XA( )  и J : ,A AÆ  

G : EndA Æ X  — трансформаторы (т. е. линей-
ные операторы в пространствах операторов). 
Тройку ( , , )A J G  назовем допустимой тройкой 
для оператора A,  а A  — допустимым про-
странством возмущений, если выполнены 
следующие условия:

1) A  — банахово пространство (со своей 
нормой), непрерывно вложенное в L XA( )  (т. е. 
существует постоянная C > 0  такая, что 
X C XA £  " ŒX L XA( ));

2) J  и G  — непрерывные трансформато-
ры;

3) ( ) ( ) ( )GX D A D AÃ  и A X X A X JXG G- = -( )  
" ŒX A,  причем GX ŒEndX  — единственное 
решение уравнения AY YA X X- = - J ,  удов-
летворяющее условию JY = 0;

4) X YG ,  ( ) ,GX Y Œ A  " ŒX Y, A  и сущест-
вует такая постоянная g > 0,  что 

 max{ , ( ) }, ,X Y X Y X Y X YG G £ Œg A

5) для любых X Œ A,  e > 0,  можно указать 
число l re Œ ( ),A  такое, что X A I( ) .1- <-l ee

Пусть ( , , )A J G  — допустимая для оператора 
A D A: ( ) Ã ÆX X  тройка и B  — некоторый 
оператор из пространства допустимых возму-
щений A . Тогда для любого оператора X Œ A  
равенство 

  ( )( ) ( )( ),A B I X I X A X- + = + -G G J  (1)

означающее подобие оператора A B-  операто-
ру A X- J ,  можно переписать в виде нелиней-
ного уравнения 

  X B X X X B= - +G G( )( ) .J  (2)
Теорема 1. Оператор A B-  подобен опера-

тору A X- J 0,  если выполнено неравенство 

  J B G < 1
6

.

Оператор X0 Œ A  является решением нелиней-
ного уравнения (2) и его можно найти методом 
простых итераций.
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Построение допустимой тройки ( , , )A J G  для 
невозмущенного оператора A D A: ( ) Ã ÆX X  
обычно осуществляется таким образом, что 
пространство A  содержало возмущение B.  
Однако, часто такое построение трудно осущес-
твимо. Здесь мы изложим способ построения 
преобразования подобия оператора A B-  в 
более простой оператор, когда допустимая трой-
ка возникает после предварительного преобра-
зования возмущенного оператора и только затем 
появляется допустимая тройка, а также приме-
няется теорема 1.

Во-первых, возмущение B  должно быть 
подчинено оператору A  и, более того, быть вы-
полнено условие 5) из определения 2. Транс-
форматор J  вначале определим на всем бана-
ховом пространстве L XA( )  таким образом, 
чтобы он являлся проектором и операторы вида 
A X- J ,  X AŒL X( ),  имели несложную структу-
ру. Например, это может означать, что оператор 
A X- J  имеет легко вычислимый спектр или 
легко вычислимые спектральные компоненты. 
Далее, рассмотрим линейное уравнение 

  AY YA B B- = - J  (3)

в банаховом пространстве L XA( )  и допустим, 
что оно имеет решение Y0 ,ŒEndX  которое 
обладает свойствами: Y D A D A0 ( ) ( ),Ã  сущест-
вует допустимая для A  тройка ( , , )0 0 0A J G  такая, 
что выполнены свойства

1) Y0,  BY0,  Y B0 0;J Œ A

2) A0  инвариантно относительно J  и J0  
совпадает с J  на A0.

В дальнейшем оператор Y0  будет обозначать-
ся через GB.  При сделанных предположениях 
относительно возмущения B  имеет место

Теорема 2. Оператор A B-  подобен операто-
ру A B- 0,  где B B I B B B B B0

1( ) ( ( ) ),= - + --J JG G G  
причем имеет место равенство 

  ( )( ) ( )( ).0A B I B I B A B- + = + -G G  (4)

Доказательство теоремы основано на прос-
той проверке равенства (4) с использованием 
отмеченных ранее свойств оператора Y B0 = .G

Теорема 2 позволяет свести изучение опера-
тора A B-  к изучению подобного ему операто-
ра A B- 0.  Поскольку оператор A B- J  имеет 
более простую структуру по сравнению с A B-  
и поскольку оператор ( ) ( ( ) )1I B B B B B+ --G G G J  
принадлежит допустимому пространству A0,  то 
дальнейшее изучение оператора A B- 0  может 
осуществляться, например, заменой невозму-
щенного оператора A  оператором A A B1 = ,- J  

для которого A0  может остаться также допус-
тимым пространством возмущений с тем же 
выбором оператора J0.  Далее следует применять 
теорему 1. Важно отметить, что в данном случае 
мы не строим допустимое пространство возму-
щений, которое содержит оператор B.

§ 2. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПОДОБИЯ 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ 

П у с т ь   La : ([0,1], ) ([0,1],2
2

2
2

2W W Lm� = Ã
) ([0,1], )2

2
2 2 2W L L Lm m� �= Ã = Æ  — диффе-

ренциальный оператор, порожденный в гиль-
бертовом пространстве L2  векторных функций 
(W2

2  — пространство Соболева) дифференци-
альным выражением 

  l y y t Q t y t( ) ( ) ( ) ( )= - ¢¢ +
и квазипериодическими краевыми условиями 

  y e y y e yi i( ) ( ), ( ) ( ),1 0 1 0= ¢ = ¢a a

где a pŒ[0, 2 ).  Здесь Q L mŒ 2([0,1], )End �  — 
операторнозначная функция.

Такие краевые условия играют фундамен-
тальную роль в спектральной теории дифферен-
циального оператора L D L L m: ( ) ( , )2Ã Æ �  

L m( , ),2Æ  �  порожденного дифференциаль-
ным выражением l y( )  с периодическим потен-
циалом Q m: . �Æ End  Это объясняется тем, 
что спектр оператора L  является объединением 
спектров операторов Lt ,  t Œ[0, 2 )p  (см. [4]). Из 
классических результатов [5] нетрудно полу-
чить, что собственные значения оператора Lt  
состоят из m  последовательностей 

  { , }, { , }, ,{ , },,l l lk k k mk k k1 2Œ Œ º Œ� � �
которые лежат внутри окружностей радиусов 
O k m( ),1-

 центры которых совпадают с собствен-
ными значениями (2 ) ,2kp a+  k Œ�,  оператора 
Ay y= ,- ¢¢  который далее считается невозму-
щенным оператором. Оператор By Qy=  счита-
ется возмущением и тогда La = -A B.  При этом 
отметим, что если Q L LŒ •2 ,\  то B  — неогра-
ниченный оператор в L2.

Нетрудно показать, что оператор B  удовлет-
воряет условию 5) из определения 2. Отметим, 
что оператор A  является самосопряженным с 
компактной резольвентой и собственные фун-
кции вида 

  j p an k ke i n t n k m, exp ( ) , , ,= + Œ £ £2 1�
где e em1, ,…  — стандартный ортонормирован-
ный базис в �m ,  образуют ортонормированный 
базис в L2,  причем A nn k n kj p a j, ,( ) ,= +2 2  n Œ�,  
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1 £ £k m.  Пусть Pn ,  n Œ�,  — проектор Рисса, 
о т в е ч а ю щ и й  с о б с т в е н н о м у  з н а ч е н и ю 
l p an n= +( ) .2 2  Поскольку они являются ор-
топроекторами, то (см. [1]) корректно опреде-
лен оператор J : ( ) ( )2 2L L L LA AÆ  с помощью 
формулы 

  
JX P X A I P A I

X
n

n n

A

= - -

Œ
-•

•
-Â

=
0

1
0

2

( ) ( ),

( ),

l l

L L

где l0  — некоторая точка из резольвентного 
множества r( )A  оператора A.  Из вида опера-
тора B  следует, что оператор B JB0 =  при ус-
ловии, что a π 0,  a pπ ,  допускает представ-
ление 

  ( )( ) ( ), ,B y t Q y t y L0 0 2= Œ
где оператор Q m

0 ŒEnd �  определяется равенст-
вом 

  Q Q t dt0
0

1

= Ú ( ) .

Далее, следуя схеме построений из § 1, рас-
смотрим уравнение вида (3) для рассматривае-
мых операторов A  и B.  Его решением будет 
интегральный оператор Y B0 ,= G  который име-
ет ядро G m: [ , ] [ , ] End0 1 0 1¥ Æ �  вида 

  G t s
Q

t s
t s Q

t s
s t

Q
t s( , )

( ) , ,
=

- +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+ - +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£

+Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

1 2

1

2
2

2

2
2(( ) , ,t s Q

t s
t s- +Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

<

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô 2 2

где Q1  — периодическая функция, являющаяся 
интегралом от функции Q Q- 0  и функция Q2  
имеет вид Q t n Q i mt

n
m2

0

1
24 2( ) ( ) exp ,=

π

-Â p p  если 

Q  имеет ряд Фурье вида Q t Q i nt
n

n( ) exp .∼
=-•

•

Â 2p  

Такие формулы для J  и G  были получены в 
диссертации [6] для периодических краевых 
условий и они остаются верными и при l π 0.

Далее, в качестве пространства допустимых 
возмущений A0  рассмотрим двусторонний 
идеал операторов Гильберта—Шмидта с тем же 
выбором J.  Ясно, что этому идеалу принадле-
жит оператор Y0,  а также операторы BY0,  B BJ .  
Следовательно, в силу теоремы 2 оператор 

La = A B-  подобен оператору вида A B B- -J 1,  
где B1  — оператор Гильберта—Шмидта. Пусть 
lk

0,  1 ,£ £k m  — собственные значения опера-
тора Q m

0 .ŒEnd �  Тогда спектр дифференци-

ального оператора A B
d
dt

Q- = - -J
2

2 0  состоит 

из собственных значений вида 

  ( ) , , .2 12 0p a ln k m nk+ + £ £ Œ�
Считая оператор A B- J  невозмущенным и 
применяя теорему 1, получаем, что он подобен 
оператору A B X- -J J 0,  где X0  — оператор 
Гильберта—Шмидта. При этом в качестве про-
странства допустимых возмущений выступает 
пространство операторов Гильберта—Шмидта 
(более подробно см. [1] и [3]). Итак, из полу-
ченных результатов следует

Теорема 3. Пусть оператор Q m
0 ŒEnd �  

имеет простые собственные значения l l1
0 0, ,… m  

и a pπ 0, .  Тогда спектр s la( ) { , ,,L = Œn k n �  
}£ £k m1  оператора La  допускает представле-

ние вида 

 l p a l mn k k nkn n N k m, ( ) , ,= + + + ≥ £ £2 12 0

для некоторого N Œ�,  где последовательности 
( ),,mn k  1 ,£ £k m  обладают свойством 

  
n N

n k k m
≥
Â < • £ £m , , .

2
1
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