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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОДНОГО КЛАССА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

С НЕЛОКАЛЬНЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ

А. В. Дербушев

Воронежский государственный университет

В статье получена асимптотика спектра и спектральных проекторов оператора дифференци-
рования с нелокальным краевым условием. 

Рассмотрим линейный дифференциальный 
оператор 
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где функция a  принадлежит гильбертову про-
странству L L2 2= (0,1) , измеримых и суммиру-
емых с квадратом комплексных функций , оп-
ределенных на отрезке [0,1] .

Лемма 1. Оператор A  замкнут и его об-
ласть определения D( )A  плотна в L2(0,1) .

Доказательство. Пусть { }xn  — сходящаяся 
последовательность функций из D( )A  к x L0 2Œ , 
для которой последовательность ее производных 
{ }�xn  сходится к некоторой функции y L0 2Œ . 
Тогда x W0 2

1(0,1)Œ  , последовательность { }xn  
сходится равномерно к функции x0 , �x y0 0=  

(см. [1]). Поскольку x x a s x s dsn n n(0) = (1) ( ) ( ) ,
0

1
+ Ú  

n ≥ 1 , то из отмеченных свойств последователь-
ности { }xn  следует, что в этих равенствах воз-
можен предельный переход и поэтому 

x x a s x s ds0 0 0

1

0(0) = (1) ( ) ( )+ Ú , т.е. x D0 ( )Œ A . Сле-

довательно, Ax y0 0= . Таким образом, замкну-
тость оператора A  доказана.

Докажем плотность D( )A  в L2(0,1) . Пос-
кольку пространство Соболева W2

1(0,1)  плотно 
в L2(0,1)  (см. [1]) , то достаточно установить , 
что любая функция x W0 2

1(0,1)Œ  является пре-
делом некоторой последовательности { }xn  из 
D( )A . Такую последовательность { }xn  постро-
им следующим образом. Положим 
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где числовая последовательность { }an  выби-
рается из условия принадлежности функций 
xn ,  n ≥ 1,  области определения D( )A  опера-
тора  A .  Для этого  следует  положить 
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 n ≥ 1.  

Заметим, что последовательность an  ограниче-
на . Поэтому имеют место оценки 
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Лемма доказана.
Для изучения оператора A  рассмотрим 

оператор 
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Наша дальнейшая цель состоит в доказа-
тельстве равенства B A= *  и последующего 
изучения оператора B  методом подобных опе-
раторов.

Оператор B  представим в виде 

 B = ,A B-  (1)

где Ay iy y D A D= , ( ) = ( )� Œ B  и оператор B D A: ( ) Ã 
L L2 2Ã Æ  имеет вид 

 ( )( ) = ( ) (0), ( )By t ia t y y D A- Œ .  (2)

Отметим, что оператор A  является самосо-
пряженным оператором. Его спектр представим 
в виде 
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 s p( ) { , },A n n= Œ2  �  

a собственные функции e t en
i nt( ) = ,2p  n Œ�,  

образуют ортонормированный базис в L2(0,1) .
Лемма 2. Для любого e > 0  существует ве-

щественное число l r se Œ =( ) \ ( )A A�  такое, 
что 

 B A I( ) < .1- -l ee  

Доказательство. Если l rŒ ( )A ,  то для лю-
бой функции y LŒ 2(0,1)  имеет место следующее 
представление 
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из которого получаем оценки 
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Следовательно,  B A I
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Из этой оценки получаем существование le Œ 	  
с требуемым свойством. Лемма доказана.

Следствие1. Оператор B  имеет непустое 
резольвентное множество.

Доказательство. Из леммы 2 следует сущес-
т в о в а н и е  ч и с л а  l r0 ( )Œ A  т а к о г о ,  ч т о 
B A I( ) < 10

1- -l . Оператор A B I- -( )0l  пред-
ставим в виде 

 A B I I B A I A I- - - - --l l l0 0
1

0= ( ( ) )( )  

произведения двух обратимых операторов. Сле-
довательно, l r0 ( )Œ -A B . Следствие доказано.

Лемма 3. Оператор B  является сопряжен-
ным к оператору A .

Доказательство. Существование сопряжен-
ного к A  оператора следует из равенства 
D L( ) = 2A .С помощью интегрирования по час-
тям для любых x DŒ ( ),A  y DŒ ( )B  получаем 
равенства 
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Из полученных равенств следует, что B AÃ * , 
т.е. сопряженный к A  оператор A*  является 
расширением оператора B . Тогда для любого 
l rŒ π Δ( )B ∩	 (см. следствие 1) имеет место 
включение B B A Al ll l= =* *- Ã -I I  и пос-
кольку оператор Bl  непрерывно обратим, то его 
образ совпадает со всем пространством L2 . По 
теореме Банаха—Хаусдорфа [см. 2] из условия 
равенств образов операторов Im Im*A Bl l= = L2  
следует, что Im ImA Bl l= , т.е. Im Al  — замкну-
тое подпространство в L2 . Поскольку B Al lÃ * , 
то A A Bl l l= ( )* * *Ã .  Так как D D( ) = ( )A Al  
плотно в L2  (см. лемму 1) и Bl

*  — обратимый 
оператор (как сопряженный к обратному), то 
Im Im *A Bl l= = L2 . Следовательно, Im Al = L2  
т.е. Al  — сюрьективный оператор.

Допустим , что B Al lπ * . Тогда существует 
ненулевой вектор �x D DŒ ( ) \ ( )*A Bl l  и тогда 
( , ) ( , ), ( ).*A A Al l lx x x x x D� �= Œ  Из сюрьективнос-
ти Bl  следует , что найдется такой вектор 
x D0 ( )Œ Bl ,  ч т о  B Al lx x0

*= �  и  т о г д а 
( , ) ( , ) ( , )*A B Al l lx x x x x x0 0= = � . Вычитая получен-
ные равенства, получаем 
 ( , ) , ( ).A Alx x x x D0 0- = Œ�   

Поскольку Im Al = L2 , то x x0 = 0- � . Получено 
противоречие. Лемма доказана.

Для изучения оператора B A= * , представ-
ленного в виде (1) будем использовать метод 
подобных операторов (см. [3]). Его применение 
будет осуществляться дважды. Вначале B  пре-
образуем (преобразованием подобия) в опера-
тор вида A B- 0 , где оператор B0  принадлежит 
пространству s2 2( )L  операторов Гильберта—
Шмидта,  действующих в L2  с  нормой 
X tr XX2

* 1 2= ( ( )) ,/  X LŒs2 2( ) ,  где tr XX( )*  
обозначает след оператора XX * . Важно отме-
тить, что s2 2( )L  образует замкнутый двусторон-
ний идеал в алгебре EndL2  линейных ограни-
ченных операторов, действующих в L2  (см. [4]), 
причем X X2 ,£  X LŒs2 2( ) . Для преобразо-
вания оператора A B-  в оператор A B- 0  с 
определяемым далее оператором B L0 2 2( )Œs  
рассмотрим полную систему ортопроекторов Pn ,  
n Œ� , построенную по невозмущенному опе-
ратору A  вида 

 P x x e e n x Ln n n= Œ Œ( , ) , , .  � 2  
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Ясно, что для любой функции x D AŒ ( )  имеет 
место равенства 
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В в е д е м  с л е д у ю щ е е  о б о з н а ч е н и е 
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i ms= ( ) ,

0

1 2Ú - p  m Œ�  — коэффициенты 

Фурье функции a . При этом ясно, что 

 P BP P BP a m nm n m n m2
= = Œ, , �  

Введем в рассмотрение операторы 
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Далее используется
Лемма 4. [5] Если линейный оператор 

X L L: 2 2Æ  о б л а д а е т  с в о й с т в о м 

m n m nP XP
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,  то он принадлежит 

s2 2 2( )L EndLÃ  и X P BP
n m m n2

2

,

2= .
ŒÂ �

Лемма 5. Операторы B U kk k, , 0≥ , являют-
ся операторами Гильберта—Шмидта, причем 
limk kUÆ• 2

= 0 .
Доказательство. Из полученных представ-

лений операторов P BP m nm n , , Œ� , следует, что 
P BP a P jj j j j= ,  Œ� , и поэтому 

| |j k j jP BP
≥ +Â =

1
 

| |j k j ja P
≥ +Â=

1
 — оператор Гильберта—Шмидта. 

Следовательно, такими является и операторы 
B kk , 0≥ .

Для нормы Гильберта—Шмидта операторов 
U kk , 0≥ , имеют место оценки (при этом исполь-
зуется неравенство Бесселя, тождество Парсе-
валя и равенства P BP a m nm n m= , , Œ� ) 
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Будем производить суммирование по диаго-
налям вида: m n p- = , где p Œ� \ { }0  и при 
p k kŒ -[ , ]  в диагоналях отсуствуют элементы 
такие, что max{| |,| |}m n k£ . Продолжая оцен-
ки, получаем 

 
U

a
m nk

j k m n j

m
2

2

1

2

2 24
£

-
+

= +

•

- =
Â Â | |

( )p

 

a
j

k

m n j

m
1 2

24
+

=-•

- -

- =-
Â Â | |

p (( )

| |
( );| |

m n

a
m nj

k

m n j m k

m

j k

k

m n

-
+

+
-

+

+

= - = ≥ +

=-

- -

- =-

Â Â

Â

2

1 1

2

2 2

1

4p

jj m k

m

j k j

k

m

a
m n

j
a

j

;| |

| |
( )≥ +

= +

•

= -

Â

Â Â

-
£

£ +

1

2

2 2

2
1

2
2

2
1

2

4

1
2

1 1
2

1

p

p p nn j m k
m

m k
m

a

a
k

a k

= ≥ +

≥ +

Â

Â

£

£ + Æ Æ •

;| |

| |

| |

| | , .

1

2

2

2
1

2

2
1
12

0
p

 

 

Лемма доказана.
Далее воспользуемся преобразованием по-

добия из работы [3, § 19]. При этом ,используя 
лемму 5, выберем k Œ�  так, чтобы U Uk k£ £

2
 

£ 1 2/ .  Тогда получаем равенства 
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Следовательно, 

 ( )( ) = ( )( ),A B I U I U A Bk k k- + + - �  

г д е  �B B I U BU B U Bk k k k k k= ( ) ( ( ) )1- + --  е с т ь 
оператор Гильберта—Шмидта (использовалось 
отмеченное ранее свойство , что оператоы Гиль-
берта—Шмидта образуют двусторонний идеал 
в алгебре EndL2 .) Поскольку подобные опера-
торы имеют одинаковый спектр (см. [1]), то 
доказана

Лемма 6. Оператор A B-  подобен операто-
ру A B- � , где �B  — оператор Гильберта—Шмид-
та и s s( ) = ( )A B A B- - � . При этом оператор 
преобразования U  оператора A B-  в оператор 
A B- �  имеет вид U = I U+ , где U  — оператор 
Гильберта—Шмидта.

Используя терминологию из [3], построим 
допустимую для невозмущенного оператора A  
тройку ( ( ), , )2 2s L Jm mG  , где пространство опе-
раторов Гильберта—Шмидта s2 2( )L  играет роль 
пространства допустимых возмущений, а транс-
форматоры (операторы в пространстве линей-
ных операторов) 

 Gm mJ L L m, : ( ) ( ),2 2 2 2s sÆ Œ �  

имеют вид 
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где �P Pm j m

m
j=

=-Â .

Спектральные свойства одного класса дифференциальных операторов с нелокальным краевым условием
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Оценим нормы трансформаторов Jm m, ,G  
m Œ �.
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Таким образом, Jm 2
1£ , Gm 2

1(2 )£ -p . В сле-
дующей теореме, вытекающей из [3, теорема 
27.1], используется компактность операторов 
из s2 2( )L .

Теорема 1. Существует число m Œ �  такое, 
что оператор A* = A B-  подобен оператору 
вида A J Xm- 0 , где X0  — некоторый оператор 
из s2 2( )L  и преобразование оператора A B-  в 
A J Xm- 0  осуществляет оператор вида I Um+ , 
где Um  — некоторый оператор из s2 2( )L .

Доказательство.Вначале, используя лемму 
6 , преобразуем оператор A B-  в оператор 
A B- �  , где �B LŒs2 2( )  оператором преобразова-
ния U I U= + � , где �U LŒs2 2( )  и �U

2
1 4£ / . Для 

оператора A B- �  выполнено условие 3 из тео-
ремы 27.1 работы [3] (рассматривается постро-
енная допустимая тройка ( )s2 2( ), ,L Jm mG ) и 
поэтому существует такое m Œ � , что оператор 
A B- �  подобен оператору вида 

 A J Xm- 0,  

где X0  — некоторый оператор из s2 2( )L  , а пре-
образование подобия осуществляет оператор 
I Xm+ G 0 , где G Gm mX L X0 2 2 0 2

( ), 1 2Œ £s / . Сле-
довательно, оператор A B-  подобен оператору 
A J Xm- 0  , а их подобие осуществляет оператор 
I U I X I U I U X X Um m m m+ = + + = + + +( )( ) ( ) ,G G G0 0 0

� � �   

т.е. U Lm Œs2 2( )  и Um 2
<

1
2

1
4

1
8

< 1+ +  теорема 

доказана.
Применив к полученному при доказательс-

тве теоремы 1 равенству ( )( ) =A B I Um- +  
= ( )( )0I U A J Xm m+ -  операцию сопряжения, 
получим равенства (используются простые 
свойства сопряженных операторов; см. [2, тео-
рема 3,1.6] и [3, лемма 10.2]) 

 
( ) ( )( )

( )( ),

* * *

* *

I U I U A B

A J X I U

m m

m m

+ = + - =

= - +

A

0

 

из котороых получаем 

 A( ) = ( ) ( ),* 1 * 1
0
*I U I U A J Xm m m+ + -- -  

т.е. исследуемый оператор A  подобен операто-
ру A J Xm- 0

* . Поскольку U Um m
*

2 2
= < 1 , то 

оператор ( ) =* 1I U I Vm m+ +- , где V Lm Œs2 2( ) . 
Отметим также, что X L0

*
2 2( )Œs  и поэтому 

X J X Lm m= ( )0
*

2 2Œs .  И т а к ,  A( ) =I Vm+  
= ( )( ).I V A Xm m+ -

Это равенство может служить основой для 
исследования спектральных свойств оператора 
A . Так как подобные операторы имеют одина-
ковый спектр и потому выполнено равенство 

 s s( ) = ( ).A A Xm-  

Далее, из вида оператора X J Xm m= 0
*  следу-

ет, что подпространства Im , Im ,�P Pm k  k m≥ + 1,  
являются инвариантными для оператора A Xm-  
(более подробно см. [3]) и, следовательно, 

 
s s

s l

( ) ( )

( ) { , \ { , , }},

A = - =

= » Œ - º

A X

A n m m
m

m n  �
 

где Am  — сужение оператора A Xm-  на конеч-
номерное (размерности 2 1m + ) подпространс-
тво Im ,�Pm  а числа ln ,  n m mŒ - º� \ { , , }  до-
пускают представление вида 

 l p an ni n n m= + ≥ +2 1,| | ,  

где каждое число an  однозначно определяется 
из представления P X P Pn m n n n= a  (учитывается 
одномерность проектора Pn ). Кроме того, из 
доказанного включения X Lm Œs2 2( )  следует , 
что 

| | 1
2| | <

n m n≥ +Â •a . Таким образом, установ-
лена

Теорема 2. Спектр оператора A  предста-
вим в виде двустороний последовательности 
чисел { , }ln n Œ� , для которой выполнено свойс-
тво 

 
n

n n
Œ
Â - •

�

| 2 | < .2l p  

Через � �P nn ,  Œ  обозначим проектор Рисса, 
отвечающий собственному значению ln  опера-
тора A.  Тогда (см. [3, стр. 145]) имеют место 
равенства 

 � �P P V P PV I V nn n m n n m m- = - + Œ-( )( ) , .1   

Из этих равенств получаем оценки (учитывает-
ся, что V Lm Œs2 2( ) ) 

 

� �P P P P V P PV

I V V P PV

I V

n n n n m n n m

m m n n m

m

- £ - £ - ¥

¥ + £ +( ) ¥

¥ +

-

-

2

2

1
2 2

( )

( ) 11 , . n Œ�

 

Непосредственно,  из  формулы Vm 2

2 £  

PV P
i j i m j

2
£

ŒÂ , �
 следует, что 

n m nV P
ŒÂ +
� 2

2
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m n m mPV V
ŒÂ+ £
� 2

2

2

22 .  Следовательно, уста-

новлена
Теорема 3.  Для систем проекторов 

{ , , }P P nn n
� �Œ  имеет место свойство 

 
n

n nP P
Œ
Â - •

�

� 2
< .  

Таким образом, система проекторов { }�Pn  
является квадратично близкой к системе про-
екторов { }Pn .
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