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УДК 517.9

О НЕРАВЕНСТВАХ ТИПА БОРА—ФАВАРА*

А. Г. Баскаков, К. А. Синтяева

Воронежский государственный университет 

Получены оценки резольвенты генератора изометрической группы операторов. В частности, 
приводятся неулучшаемые оценки интеграла от голоморфных в полуплоскости функций, ог-
раниченных на всей вещественной оси. Получены приложения к теории возмущений линейных 
операторов.

ВВЕДЕНИЕ 

В 1935 году Г. Бором [1] было доказано 
следующее знаменитое неравенство (оценка 
интеграла) 
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для любого тригонометрического полинома вида 
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Â . Затем эта оценка была распро-

странена Ж. Фаваром [2] и Б. М. Левитаном [3] 
на почти периодические и ограниченные фун-
кции. В этих же работах было обобщено и не-
равенство С. Н. Бернштейна для целых функ-
ций, ограниченных на вещественной оси 	 .

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство, EndX  — банахова алгебра линейных 
ограниченных операторов, действующих в X , 
и T EndX: 	 Æ  — сильно непрерывное изо-
метрическое представление (изометрическая 
группа операторов). Пусть iA D A X X: ( ) Ã Æ  
есть её генератор. Тогда спектр s( )A  оператора 
A  вещественный [4], и поэтому его резольвен-
тное множество r( )A  содержит � 	\ . В част-
ности, если X Cu= ( )	  — банахово пространс-
тво равномерно непрерывных и ограниченных 
на 	  комплексных функций с "supremum" 
нормой, то группа операторов S t( ) , t Œ 	 , 
( ( ) )( ) = ( )S t x x tt t + , t,t Œ 	 , сдвигов функций 
сильно непрерывна и изометрична, а её генера-

тором является оператор 
d
dt

D= . Следователь-

но, s( )D iÃ 	 . Поскольку De i el ll= , для 
e t exp i tl l( ) = ( ) , l Œ 	 , t Œ 	 , то s( ) =A 	 , где 
A i D= 1- . При сужении группы операторов S  
на инвариантные подпространства спектр опе-
ратора A  может уже не заполнять 	  и, в част-

ности, может случиться так, что 0 ( )œs A . Так 
обстоит дело с подпространством X C0 2 ,0= ( )p 	  
непрерывных периодических периода 2p  фун-
кций, имеющих нулевое среднее, т. е. в этом 
случае 0 ( | )0œs A X . Следовательно, обратим 
оператор A X| 0 , который является оператором 
интегрирования периодических функций. Зна-
чит, классические оценки Фавара можно интер-
претировать как оценку нормы оператора 
( | ) 1A Xn

-  на подпространстве Xn  периодичес-
ких функций, имеющих ряд Фурье вида 
a t a e

k n
k

ikt( )
| |

∼
≥

Â .

Таким образом, более общей постановкой 
задачи является оценка величины A-1  для гене-
ратора iA  произвольной изометрической группы 
операторов T EndX: 	 Æ  при условии, что 
o AŒ r( ) . Используя результаты из статей [2], [3], 
можно доказать (это не является целью данной 

статьи), что верна оценка A
dist A

- £1

2 (0, ( ))
p

s
, 

и эта оценка неулучшаема в классе всех изомет-

рических представлений. Разумеется, если 
X  — гильбертово пространство, то A  — само-
сопряженный оператор и в этом случае 
A dist a- -1 1= ( (0, ( )))s . Цель данной работы — ус-

тановить это равенство, не делая ограничений на 
банахово пространство X , а лишь предполагая, 
что s( ) = (0, )A Ã •+	 , либо s( ) = ( , 0)A Ã -•-	 .

1. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Пусть L1( )	  — банахова алгебра всех сум-
мируемых на 	  комплексных функций со 
свёрткой функций в качестве умножения и с 

нормой f f t dt1 = | ( ) |
	
Ú .

Наличие изометрического представления 
T EndX: 	 Æ  позволяет задать на банаховом 
пространстве X  структуру банахова L1( )	  — 
модуля с помощью формулы 
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 fx f t T t xdt f L x X= ( ) ( ) , ( ), .1
	

	Ú - Œ Œ   (2)

Из формулы (2) следует, что корректно оп-
ределён оператор �T f EndX( ) Œ , �T f x fx( ) = , 
x XŒ , f LŒ 1( )	  и верна оценкa 

 T̂ f f( ) .1£  (3)

Таким образом, построен гомоморфизм 
� 	T L EndX: ( )1 Æ  и �T £ 1 . Гомоморфизм �T  

можно и часто полезно рассматривать как фун-
кциональное исчисление для оператора A  ( iA  
— генератор группы { ( ), }T t t Œ 	 ), полагая 

 f̂ A T f f L( ) = ( ), ( ),1
� 	 Œ  (4)

где f̂ f t e dti t( ) = ( )l l

	
Ú - , l Œ 	 , — преобразование 

Фурье для функции f LŒ 1( )	 . Естественность 
такого исчисления объясняется формулой 

 R A x A I x T f x x X( , ) = ( ) = ( ) , ,0 0
1

0l l- Œ- �  (5)

где l a b0 = + i , b > 0 , f t exp i t0( ) = ( )a b- , t ≥ 0,  
f t0( ) = 0 , t < 0 , f̂ t0 0

1( ) = ( )l l- - , l Œ 	 .
Важным является следующее понятие 
Определение 1. Спектром Бёрлинга векто-

ра x XŒ  называется множество L( )x  из 	 , 
являющееся дополнением в 	  к множеству 
{ :0l ŒR  существует функция f L0 1( )Œ 	  такая, 
что f̂0 0( ) 0l π  и f x0 = 0} .

Имеет место следующие две леммы (см. [4, 
гл. 1])

Лемма 1. Имеют место следующие свойс-
тва: 

1. L( ) = = 0x xΔ ¤ ; 
2 .  L L L( ) ( ) ( ), ,Bx Cy x y x y X+ Ã » Œ  для 

любых операторов B C EndX, Œ , перестановоч-
ных с операторами � 	T f f L( ), ( )1 Œ ; 

3. L L( ) ( )fx f xÃ «supp ˆ , f LŒ 1( )	 , x XŒ ; 
4. fx = 0 , если supp ˆ ( )f x« = ΔL ; 
5. fx x= , если множество L( )x  компактно 

и f̂ = 1  в некоторой окрестности множества 
L( )x ; 

6. функция t T t x X
 	( ) : Æ  для x  c ком-
пактным L( )x  допускает расширение до целой 
функции. 

Если D  — замкнутое подмножество из X , 
то подпространство X x X x( ) = { : ( ) }D L DŒ Ã  
замкнуто; оно называется спектральным под-
пространством из X . Из свойства 2 леммы 1 
следует, что X( )D  является инвариантным для 
оператора T t( ) , t Œ 	 , и, следовательно, отно-
сительно оператора A . Следовательно, X( )D  — 
подмодуль из X .

Лемма 2. Для любого замкнутого множества 
D  из 	  имеют место включения 

 s s( | ( )) ( )A X AD DÃ Ã  

и равенство 

 s l l s( ( )) = ( ( )) = { ( ), ( )}.T f f X f Aˆ ˆL Œ  

Из свойства 4 леммы 1 следует, что каждый 
из операторов �T f f A( ) = ( )0 0̂ , где f L0 1( )Œ 	 , сов-
падает с операторами �T f( ) , где f LŒ 1( )	  тако-
ва, что ˆ ˆf f= 0  в некоторой окрестности множес-
тва s( )A . Следовательно, задача оценки нормы 
оператора �T f( )0  сводится к оценке 

 � �T f T f( ) inf ( ) ,0 £  

где inf  берётся по всем функциям f LŒ 1( )	  со 
свойством ˆ ˆf f= 0  в некоторой окрестности мно-
жества s( )A Ã 	 . Такой подход к оценкам норм 
операторов был высказан в статье [5] (см. также 
[6], где для этой цели использовать положитель-
но определённые функции; эта идея ещё ранее 
высказывалась М. Г. Крейном).

Реализацией этой идеи может служить по-
лучение неравенства Бернштейна для непре-
рывного в равномерной операторной топологии 
представления T . В этом случае A EndXŒ , и 
неравентсво Бернштейна получается из равенс-
тва A r A= ( ) , где r A( )  — спектральный ради-
ус оператора A .

Лемма 3. Если 0 ( )Œ r A , то оператор A-1  
представим в виде

 A x T f x f t T t xdt x X- Ú - Œ1 = ( ) = ( ) ( ) , ,�
	

  (6)

где f  — любая функция из L1( )	 , для которой 

f̂ ( ) =
1l
l

 в некоторой окрестности множества 

s( )A .
Доказательство. Пусть ( )fn  — любая аппрок-

симативная единица из L1( )	 , для которой 
supp f̂n  — компакт для любого n Œ 	 . Тогда 

n
nf x x

Æ•
lim = , x XŒ , а из свойства 3 леммы 1 по-

лучаем, что векторы x f xn n= , n ≥ 1 , имеют 
компактный спектр Берлинга. Следовательно, 
равенства (6) достаточно установить для векто-
ров x XŒ  c компактным L( )x . Тогда из свойс-
тва  6  леммы 1  следует,  что  функция 
t T t x X
 	( ) :- Æ  бесконечно дифференци-
руема. Далее, из свойства 4 леммы 1 получаем, 
что равенство (6) достаточно установить для 
любой f LŒ 1( )	 , для f̂ ( ) = 1l l -  в некоторой 
окрестности компакта L( )x  и её носитель supp f̂  
является компактным множеством. Последнее 
свойство ведёт к бесконечной дифференцируе-
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мости функции f  и множество L( )fx Ã 
L( )f xÃ «supp ˆ  является компактным. Следо-

вательно, векторы x , fx  принадлежат D A( ) . 
Имеют место равенства: 

 

AT f x T f Ax f t AT t xdt

if t T t xdt g t T

� �
	

	 	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= = - =

= - ¢ - =

Ú

Ú Ú (( ) ( ) ,- =t xdt T g x�
 

где использовалось интегрирование по частям, 
g LŒ 1( )	  и ˆ ˆg f( ) = ( ) = 1l l l  в некоторой окрес-
тности множества L( )x . Поэтому из свойства 5 
леммы 1 получаем равенство 

 AT f x T f Ax x� �( ) = ( ) = ,  

из которых следует доказываемое представле-
ние (6). Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть s a( ) [ , )A Ã • , где a > 0  
(либо s a( ) ( , ]A Ã -• - ). Тогда

 A r A- -1 1= ( ) =
1

,
a

 (7)

где r A( )1-  — спектральный радиус оператора 
A-1 .

Таким образом, из условий теоремы следует, 
что L( ) [ , )x Ã •a  для любого x XŒ .

Доказательство. Рассмотрим функцию 
f̂ : 	 �Æ  вида 

 ˆ ( )
, [ , ),

(| | ) , ( , ).
fa l

l l a

l a a l a
=

Œ •

- + Œ -•

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

-

-

1

1
 

Эта функция является сдвигом (на a ) функ-
ции 

 ĝa l l a l( ) = (| | ) , ,1+ Œ-  	  

которая является четной, выпуклой (вниз) 
функцией и 

| |
( ) = 0

l
a l

Æ•
limĝ . Тогда из критерия 

Пойа (см. [7, теорема 4.3.1]) следует, что фун-
кция ĝa  положительно определена и является 
преобразованием Фурье суммируемой неотри-
цательной функции g La Œ 1( )	 . Следовательно, 
g ga a a

1
1= (0) =ˆ - .Поэтому f ga a a

1
1= = - .

Докажем, что оператор A-1  допускает пред-
ставление 
 A T f-1 = ( ).�

a  

Поскольку f̂a  совпадает с функцией l l
 -1  
на множестве s( )A , а не в его окрестности, то 
мы не можем воспользоваться леммой 3. Одна-
ко, необходимым свойством обладают функции 
fa e e a- Œ, (0, ) ,  п р и ч е м  fa e a e-

--
1

1= ( ) , 
f fa e- - Æ

1
0  при e Æ 0 . Следовательно, 

 � �T f T f A( ) = ( ) = .
0

1
a

e
a e

Æ
-

-lim  

Из этого представления и полученного ра-
венства fa a

1
1= -  получаем

 A T f r A- - -1 1 1= ( ) = = ( ).�
a a  

Теорема доказана.
Следствие 1. Оператор A  обратим на спект-

ральных подпространствах X Xa a= ([ , )),•  
a > 0  и ( | ) 1 1A Xa a- -£ .

Следствие 2. Пусть j pŒC2 ( )	  имеет ряд 
Фурье вида 

 j j( ) .t e
k n

k
ikt∼

≥
Â  

Тогда она имеет ограниченный интеграл 
y pŒC2 ( )	  и y y j

p
= | ( ) |

[0,2 ]

1

t
t n

Œ

-£max .

Определение 2. Банахово пространство 
локально суммируемых измеримых функций 
F( )	  назовём однородным пространством функ-
ций, если выполнены условия: 

1) сдвиг ( ( ) )( ) = ( )S t s t sj j + , s t, Œ 	 , любой 
функции j Œ F( )	  принадлежит F( )	  и 
S h( ) =j j ; 

2) функция t S t
 	 	( ) : ( )j Æ F  непрерыв-
на. 

Таким образом, в каждом однородном про-
странстве функций F( )	  действует сильно не-
прерывная группа изометрических операторв 
S t( ) , t Œ 	 . Следовательно, F( )	  является ба-
наховым L1( )	 -модулем, и поэтому можно го-
ворить о спектре Берлинга функций из F( )	 . 
Поскольку полученные результаты относятся к 
банаховым модулям с положительным спектром 
Берлинга для векторов из этих модулей, то по-
лезна следующая полученная в статье [4, лемма 
8.2] характеризация функций из однородного 
пространства F( ).	 +

Для того,чтобы L( ) = (0, )j Ã •	  необходи-
мо и достаточно, чтобы функция j Œ F( )	  до-
пускала ограниченное голоморфное продолже-
ние в полуплоскость � �+ = Œ >{ : Re }.z z 0

Из этого критерия и теоремы 1 следует, что 
любая функция j Œ F( )	  c L( )j Ã +	  обладает 
интегралом y Œ F( )	  и

 y j j£ -dist( , ( )) .0 1L  (8)

Отметим, что примерами однородных про-
странств являются пространства Лебега 
L pp( ), [1, )	 Œ • , банахово пространство Cu( )	  
равномерно непрерывных и ограниченный на 
	  функций, подпространство функций из про-
странства Степанова Sp( )	 , p Œ •[1, ) , в котором 
операция сдвигов функции непрерывна по 
норме из Sp( )	 .

О неравенствах типа Бора—Фавара
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2. ПРИЛОЖЕНИЕ К ТЕОРИИ 
ВОЗМУЩЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ

Наличие изометрического представления 
T EndX: 	 Æ  позволяет в банаховой алгебре 
EndX  ввести структуру банахова L1( )	 -модуля, 
положив

 
( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ), .

fB x f t T t BT t xdt

f L B EndX

= -

Œ Œ

Ú
	

	1

 (9)

Таким образом, эта структура определяется 
с помощью представления T End EndXad : ( )	 Æ  
вида

 T t B T t BT t t B EndXad( ) ( ) ( ), , .= - Œ Œ  	  

Следовательно, можно говорить о спектре 
Берлинга любого оператора B EndXŒ . Хотя 
представление Tad  не является непрерывным в 
равномерной операторной топологии, оно яв-
ляется непрерывным в сильной операторной 
топологии, и это позволяет получить все отме-
ченные выше результаты.

Определение 3. [4]. Оператор B EndXŒ  
называется каузальным (причинным), если 
L( )B Ã +	 , и — равномерно каузальным, если 
L( )B Ã +	 .

Пример. Пусть X — сепарабельное гильбер-
тово пространство с ортонормированным базисом 
e e1 2, , ...  и ( )lk  — неубывающая последователь-
ность вещественных чисел. Рассмотрим изомет-
рическое представление T EndX: 	 Æ  вида:

 T t x x e e x X
n

n n
i nt( ) ( , ) , .= Œ

=-•

•

Â l   

Пусть B EndXŒ  и B = ( )bij  его матрица, т. е. 
( ) = ( , )b Be eij j i , i j, Œ� . Тогда из формулы (9) 
следует, что оператор fB EndXŒ , где f LŒ 1( )	 , 
имеет матрицу Bf  вида Bf i j ijf b= ( ( ) )ˆ l l- . От-
сюда следует, что оператор B каузален тогда и 
только тогда, когда bij = 0  при j i>  и B равно-
мерно каузален тогда и только тогда, когда су-
ществует такое a > 0 , что bij = 0  для l l ai j- < . 
В этом случае L( ) [ , )B Ã •a . Отметим, что L( )B  
с о в п а д а е т  с  з а м ы к а н и е м  м н о ж е с т в а 
{ : 0}l li j ijb- π .  При этом если функция 
f LŒ 1( )	  такова, что f ( ) = 1l l -  при l a≥ , то 

оператор fB  имеет матрицу вида 
1

l li j
ijb

-
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
. 

И, более того, fB B£ -a 1 .
Пусть A D A X X: ( ) Ã Æ  — самосопряжен-

ный оператор, X  — гильбертово пространство. 
Тогда оператор iA  — генератор группы 

{ ( ), }T t t Œ 	  унитарных операторов и, следова-
тельно, X  является банаховым L1( )	 -модулем. 
Пусть a > 0  и через End Xa  обозначим подпро-
странство равномерно каузальных операторов 
со спектром Берлинга из множества [ , )a • . Из 
статьи [4] следует, что End Xa  — замкнутая 
подалгебра из EndX ,  причем L( , )1 2B B Ã  

L L( ) ( )1 2B BÃ +  для любых B B End X1 2, Œ a .
Пусть функция f LŒ 1( )	  обладает свойс-

твом f̂ ( ) = 1l l - , l a≥ . Рассмотрим трансфор-
матор (оператор в пространстве операторов) 

 

G

G

: ,

( ) ( ) ( ) ( ) , .

EndX EndX

B T f B f t T t BT t dt B EndXad

Æ

= = - ŒÚ
	

  

Из полученных результатов следуют оценки 

 G GB B B nn£ º £- -a a1
1

1, ( , ) ( ) ,  

где B B B EndXn, , ,1 … Œ . Именно из этих оценок, 
используя метод подобных операторов [9, гл. 2] 
получаем следующий результат.

Теорема 2. Каждый из операторов A B- , 
B End XŒ a  подобен оператору A . В частности, 
s s( ) = ( )A B A- .
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