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ОЦЕНКИ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА*

Ю. Н. Синтяев

Воронежский государственный университет 

В статье рассматриваются оценки ограниченных решений линейных дифференциальных урав-
нений второго порядка с ограниченными операторными коэффициентами. Получена оценка 

нормы обратного к оператору L = ( ) : ( , )
2

2
2d

dt
A t W H L Lp p p+ Ã Æ	  в L•  через его норму в L2 . Также 

исследован случай дифференциального оператора с постоянными коэффициентами.

Рассматривается линейный дифференци-
альный оператор 

 L = ( ) : ( , ) ,
2

2
2d

dt
A t W H L Lp p p+ Ã Æ	  (1)

действующий в банаховом пространстве 
L L Hp p= ( , )	 , p Œ •[1, ], измеримых по Бохне-
ру функций, определённых на вещественной 
оси 	 , со значениями в комплексном гильбер-
товом пространстве H  и суммируемых со сте-
пенью p  (существенно ограниченных при 
p = • ). Его областью определения является 
пространство Соболева W W Hp p

2 2= ( , ) =	  
x L x L x Lp p p= { : , }� ��Œ Œ Œ  [1]. Операторнознач-

ная функция A EndH   : 	 Æ  считается прина-
длежащей банахову пространству C EndHb( , )	
, где EndH  — банахова алгебра линейных огра-
ниченных операторов, действующих в H . Сим-
волом x p  обозначается норма функции x LpŒ  
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x LŒ • ). Норма ограниченного оператора 
B EndLpŒ  обозначается через B p . Символом 
lp  обозначим пространство последовательностей 
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Гильбертово пространство L H2( , )	  интерес-
но тем, что в ряде случаев легко оценить норму 
L-1

2
 обратного оператора L-1  в EndL2 . Основ-

ные результаты работы связаны с оценкой нор-
мы оператора L-1  в пространстве L•  через 
норму этого оператора в пространстве L2 . Сле-
довательно, такие теоремы дают оценки огра-
ниченных решений уравнения (1).

Лемма 1. Для любых g > 0  и x W HŒ 2
2( , )	  

верна оценка
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Следствие 1. Имеет место (вытекающая из 
(2) при g = ( )2 2

1 1 4��x x - / ) оценка 
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Следствие 2. Для любого x WŒ 2
2  верно не-

равенство: 
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Лемма 2. Для любых b > 0  и x W HŒ 2
2( , )	  

верна оценка
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Далее символом Wp
m  обозначается про-

с т р а н с т в о  С о б о л е в а  W W Hp
m

p
m= ( , ) =	  

x L x L k mp
k

p= { : ,1 }( )Œ Œ £ £ , где x k( )  — k -ая 
производная от функции x , понимаемая в обоб-
щенном смысле.

Исследование дифференциального операто-
ра (1) можно свести к исследованию дифферен-
циального оператора(см. [2, c.137]) 
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введя замену переменных y x= 1 , 
dy
dt

x= 2 . При 

этом оператор A( )t  определяется формулой 
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Лемма 3. Из обратимости оператора L  сле-
дует, что W Lp p

1 ¥ Ã Im L̂ , причём Ker ˆ { }L = 0 .
Доказательство. Очевидно, что равенство 

KerL̂ = {0}  следует из обратимости оператора 
L .  Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  в к л ю ч е н и я 
W Lp p

1 ¥ Ã Im L̂  рассмотрим �f f f= ( , )1 2 , где 
( , )1 2f f  — любая пара из W Lp p

1 ¥ ,  и рассмотрим 
уравнение L̂x f= � , то есть систему уравнений: 
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которая в свою очередь сводится к дифферен-
циальному уравнению второго порядка 
�� �x A t x f f1 1 1 2( ) =+ + , однозначно разрешимое по 
условию леммы.

Для однородного дифференциального урав-
нения �x t t x t( ) = ( ) ( )A  обозначим семейство 
эволюционных операторов U : 	 	¥ Æ EndH , 
U( , ) = ( ) ( )1t U t Ut t- ,  где  U t( )  — оператор 
Коши(см. [2]). Эволюционное семейство обда-
дает следующими свойствами :

1) U( , ) =t t I ,
2) U U U( , ) ( , ) = ( , )t s s tt t ,
3) U U( , ) = ( ( , )) 1t tt t - ,

4) U( , ) ( )t exp A d
t

t t t
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Нетрудно убедиться в том, что существует 
такое число K > 0 , что 
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Лемма 4. Из обратимости оператора 
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следует обратимость разностного оператора 

 D l H H l H H pp p: ( , ) ( , ), [ , ],� �¥ Æ ¥ Œ •1  

определённого равенством: 
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Доказательство. Пусть оператор L  обратим. 
Тогда, согласно лемме 3, W L Imp p

1 ¥ Ã L̂  и 
Ker ˆ { }L = 0 . Докажем, что и оператор D  обра-
тим, причём обратный имеет вид: 

 D x y x x L H Hp
- = + Œ ¥1 � �, ( , ),  

где через �y  обозначено сужение функции 
y Bx W H W Hp p= Œ ¥-̂ ( , ) ( , )L 1 2 1	 	  на �  и линей-
ный оператор B l H H W Hp p: ( , ) ( , )1� 	¥ Æ ¥ 

L Hp( , )	¥  определён равенствами: 
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Здесь j : 	 	Æ  — периодическая периода 1 
функция, причём j( ) = 30( 2 )4 3 2s s s s- + , s Œ[0,1].  
Оператор B  корректно определён, так как фун-
кция j  — ограничена и непрерывно дифферен-
цируема, семейство U( , 1)s n -  удовлетворяет 
соотношению sup ( , ) ,

s
s n K

Œ
- = < •

	
U 1  для всех 

s n nŒ -[ 1, ]  и дифференцируемо по первому 
аргументу,  функция A  ограничена,  и 
x l H HpŒ ¥( , )� . Далее, оператор B  ограничен, 

и B K£ 15
8

.

Доказательство инъективности проводится 
аналогично доказательству инъективности в 
лемме 2 статьи [3].

Докажем сюръективность оператора D . 
Пусть g l H HpŒ ¥( , )� . Тогда (см. лемму 3)  
f Bg W H L Hp p= ( , ) ( , )1Œ ¥	 	  и x f W HpŒ Œ ¥-L 1 2( , )	  
W Hp¥ 1( , )	 . Отсюда имеем 
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Следовательно, D x g g( ) =� + , если только будет 
установлено, что � �x l H HpŒ ¥( , ) . Имеют место 
следующие оценки: 
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Поэтому � �x l H HŒ ¥•( , ) , если p = • . Из фор-
мулы (4) получаем 

 �
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Пусть теперь 1 <£ •p . Поскольку ( )a b p+ £  
2 ( )1 a bp p p£ +-  для любых a b, 0≥ , то, интегрируя 

по отрезку [ 1, ]n n-  обе части неравенства (4), 
возведённые в степень p , получаем неравен-
ства 
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Поэтому при 1 <£ •p  имеет место оценка 

 �x K x gp p£ +3 ( ).  (7)

Таким образом из оценок (4)—(7) получаем, 
что при любом p Œ •[1, ]  функция �x  принадле-
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жит пространству l H Hp( , )� ¥ . Следовательно, 
оператор D  обратим и �x g D g+ -= 1 . Лемма 
доказана.

Теорема 1. Обратимость оператора (1) эк-
вивалентна обратимости оператора 

 ˆ ( ) : ,L A= - ¥ Æ ¥d
dt

t W W L Lp p p p
1 1  (8)

причём обратимость L  в одном из пространств 
Lp0

, p0 [1, ]Œ •  влечёт его обратимость во всех 
остальных пространствах Lp , p Œ •[1, ].

Доказательство. Из обратимости оператора 
(1) следует обратимость оператора D , а значит 
(см лемму 3 статьи [3]) и обратимость операто-
ра (8). Обратно, из обратимости оператора (8) 
следует обратимость оператора (3), а значит и 
обратимость (1). Далее, пусть оператор L  обра-
тим в одном из пространств Lp0

, p0 [1, ]Œ • . 
Тогда обратим оператор D l H Hp: ( , )

0
� ¥ Æ 

l H Hp ( , )
0

�Æ ¥ . Из результатов статьи [3] сле-
дует, что оператор D  обратим в lp , p Œ •[1, ]. А 
значит обратим оператор (8), p Œ •[1, ], откуда 
обратим оператор (3), p Œ •[1, ]. Наконец, об-
ратим оператор L  для всех p Œ •[1, ].

Теорема 2.  Пусть оператор L = +d
dt

2

2  

+ Ã ÆA t W L L2
2

2 2( ) :  обратим. Тогда он обратим 
в пространстве L•  и имеет место оценка

 L L L-
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- -£ +1 1
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2
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Далее расматриваются оценки ограничен-
ных решений дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами. Полученные в 
теореме 2 оценки, представляют интерес даже 
для дифференциального оператора L  с посто-
янными коэффициентами A t A EndH( ) ∫ Œ  0 . 
Рассмотрим задачу об оценке ограниченного 
решения дифференциального уравнения: 

 �� 	x t A x t f t f L H( ) ( ) ( ), ( , ),+ = Œ •0  

при условии, что 

 s( ) ,A0 ∩	 + = Δ  (10)

где 	 	+ Œ ≥= , 0t t . Из тождества Планшереля 
в гильбертовом пространстве L H2( , )	  легко 
получить оценки нормы обратного оператора к 
дифференциальному оператору 

 L = + Ã Æd
dt

A W L L
2

2 0 2
2
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Имеет место
Лемма 5. Если выполнено условие (10), то 
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где R A A I( , ) = ( )0 0
1m m- -  — резольвента опера-

тора A0  (I — тождественный оператор). В час-
тности, если A0  нормальный оператор, то 
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2 0

1= ( , ( ))dist A	 s , 

где dist A( , ( ))	 + s 0  — расстояние от спектра 
s( )0A  оператора A0  до вещественной полуоси 
	 + .

Для любых пространств Lp , p Œ •[1, ], опе-
ратор L0  также является обратимым и обратный 
к нему определяется формулой (см [2]). 
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Ясно, что норма L0
1-  в любом из пространств 

Lp  оценивается следующим образом: 

 L0
1

1 00
= ( ) .- £ Úp A AG G t dt

	

 

Отметим сложность оценки величины GA0 1
,  

требующую вычисления операторных экспо-
нент. Оказалось, что величину L0

1-

•EndL
 можно 

оценить, используя норму резольвенты опера-
тора A0 . А именно, из леммы 5 и теоремы 2 
следует

Теорема 3. При выполнении условия (10) 

оператор L0

2

2 0=
d
dt

A+  обратим в L H•( , )	  и 

имеет место оценка
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В частности, если A0  нормальный оператор из 
EndH , 
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