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С БЕСКОНЕЧНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 
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Изучается общая краевая задача для полулинейного функционально-дифференциального 
включения с бесконечным запаздыванием в банаховом пространстве. Вводится многозначный 
уплотняющий интегральный оператор, неподвижные точки которого являются ослабленными 
решениями вышеуказанной задачи. Это позволяет применить к данной задаче теорию тополо-
гической степени и получить общую теорему существования. В качестве примеров рассматри-
ваются задача Коши и периодическая задача.

ВВЕДЕНИЕ

Функционально-дифференциальные урав-
нения и включения различных типов с беско-
нечным запаздыванием изучались в целом ряде 
работ (см., например, [1—4] и имеющиеся там 
ссылки). В настоящей работе мы изучаем об-
щую краевую задачу для полулинейного фун-
кционально-дифференциального включения с 
бесконечным запаздыванием в банаховом про-
странстве. Предполагается, что распределенное 
бесконечное запаздывание принадлежит фазо-
вому пространству типа Хейла—Като, которое 
представляет собой нормированное пространс-
тво, удовлетворяющее некоторому набору акси-
ом (см. [3, 4]). Вводится многозначный интег-
ральный оператор, неподвижные точки которо-
го являются ослабленными решениями выше-
указанной задачи. Изучаются свойства этого 
мультиоператора, в частности, мы приводим 
условия, при которых этот мультиоператор яв-
ляется уплотняющим относительно векторной 
меры некомпактности специального вида. Это 
позволяет применить методы теории топологи-
ческой степени уплотняющих многозначных 
отображений (см., например, [5, 6]) и получить 
общую теорему существования. Рассматрива-
ются некоторые частные случаи, среди кото-
рых — задача Коши и периодическая задача. 
Отметим, что дифференциальные включения 
различных классов с краевыми условиями, 
заданными в операторной форме, рассматрива-
лись в последние годы в работах [7—14]. В 
частности, в настоящей работе получено разви-

тие ряда результатов, установленных в работе 
авторов [7] для функционально-дифференци-
альных включений с конечным запаздывани-
ем.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Напомним некоторые понятия (см., напри-
мер, [5, 6, 15, 16]). Пусть X  — метрическое 
пространство; E  — нормированное пространс-
тво; P( )E обозначает набор всех непустых под-
множеств E . Символами K( )E  и Kv( )E  мы 
обозначаем совокупности всех непустых ком-
пактных и, соответственно, компактных выпук-
лых подмножеств E .

Определение 1.1 Многозначное отображе-
ние (мультиотображение) F E: ( )X KÆ  на-
зывается полунепрерывным сверху (п.н.с.), 
если малый прообраз F F+

- Œ Ã1( ) = { : ( ) }V x X x V  
является открытым подмножеством X  для каж-
дого открытогоV Ã E . Отметим, что если для 
любого открытого множества V Ã E  открыт его 
полный прообраз F F-

- Œ « π Δ1( ) = { : ( ) },V x X x V  
то мультиотображение F  называется полу-
непрерывным снизу.

Определение 1.2. Мультиотображение 
F E: ( )X KÆ  называется компактным, если 
его область значений F( )X  является относи-
тельно компактным подмножеством E.  

Определение 1.3. Пусть E  — нормирован-
ное пространство; ( , )A ≥ 0  — (частично) упоря-
доченное множество. Функция b : ( )P E AÆ  
называется мерой некомпактности (МНК) в E,  
если 

 b b( ) ( )coW W=  

для каждого W ŒP( ).E  
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МНК b  называется: 
a) монотонной, если W W1 2Õ  влечет b( )1W £  

b( )2W£ ; 
b) несингулярной, если b b( { }) = ( )W W» a  

для каждых a ŒE,  W ŒP( )E ; 
c) инвариантной относительно объедине-

ния с компактными множествами, если 
b b( ) = ( )W W» K  для каждых W ŒP( )E  и ком-
пактного в E  множества K ; 

d) инвариантной относительно симметрии в 
нуле, если b b( ) = ( )-W W  для любого W ŒP( )E ; 

e) вещественной, если A = [0, ]+•  с естест-
венным упорядочением. 

Если A  — конус в банаховом пространстве, 
то МНК b  называется: 

f) алгебраически полу-аддитивной, если 
b b b( ) ( ) ( )0 1 0 1W W W W+ £ +  для каждых W0 , 
W1 ( )ŒP E ; 

g) правильной, если b( ) = 0W  равносильно 
относительной компактности W . 

В качестве примера МНК, обладающей все-
ми указанными свойствами, мы можем рассмот-
реть МНК Хаусдорфа: 

 
имеет конечную сеть

( )

inf{ 0 :   }.

c

e e

W =

= > W -
 

Пусть I Õ 	  — замкнутый интервал. При-
мерами вещественных мер некомпактности, 
определенных на пространстве непрерывных 
функций C I E( ; )  со значениям в банаховом 
пространстве E  являются следующие характе-
ристики:

1) модуль равностепенной непрерывности : 

 mod ( ) lim sup max ( ) ( ) .
| |C

x t t E
x t x tW

W
= -

Æ Œ - <d d0 7 2
1 2  

2) модуль послойной некомпактности: 

 j c( ) = ( ( )),W W
t I

E t
Œ

sup  

где W W( ) = { ( ) : }.t x t x Œ
Пусть E  и ¢E  — нормированные пространс-

тва с мерами некомпактности b  и ¢b  соответс-
твенно; L : E EÆ ¢  — непрерывный линейный 
оператор.

Определение 1.4. Оператор L  называется 
( , )b b ¢  — ограниченным, если найдется C ≥ 0  
такое, что 

 
для всех ограниченных множеств

( ) ( )

 .

L Cb bW £ W¢

W Ã E
 

Значение L ( , ) ,b b ¢  равное точной нижней грани 
множества всех таких коэффициентов называ-
ется ( , )b b ¢ -нормой оператора L . 

В частности, если E E= ¢  и b b= ¢ , то L ( , )b b  
будем обозначать как L ( )b  и называть b -нор-
мой оператора L . Для вычисления c -нормы 
оператора L  мы можем применять формулу 

 L LS LB( ) ( ) ( ),c c c= =  

где S  и B  — единичные сфера и шар в E , со-
ответственно. Легко видеть, что 

 L L( ) .c £  

Определение 1.5. Мультиотображение 
F E E: ( )X KÕ Æ  называется уплотняющим 
относительно МНК b  в E  (или b -уплотняю-
щим), если для каждого W Õ X , не являюще-
гося относительно компактным, выполнено 

 b b( ( )) ( ).F W W/≥  

Пусть U  — открытое множество в E , K EÕ  
— выпуклое замкнутое множество такое, что 
U UK K= «  не пусто и ограничено и пусть 
b  — монотонная несингулярная МНК в E .

Пусть F KK: ( )U KvÆ  — b -уплотняющее 
п.н.с. мультиотображение и пусть x xœ F( )  для 
всех x UŒ ∂ K , где UK  и ∂UK  обозначают, соот-
ветственно, замыкание и границу множества 
UK  в относительной топологии пространства K . 
В этой ситуации для соответствующего мульти-
поля i - F  определена характеристика — отно-
сительная топологическая степень 

 deg ( , ),K KFi U-  

обладающая всеми стандартными свойствами 
(см. [5]). В частности, отличие этой характерис-
тики от нуля влечет существование по крайней 
мере одной неподвижной точки x UŒ K,  
x xŒ F( ).

Мы будем использовать следующее понятие. 
Пусть E  — банахово пространство; для T > 0  
символом L T E1([0, ]; )  мы будем обозначать 
пространство всех интегрируемых по Бохнеру 
функций из [0, ]T  вE . 

Определение 1.6. Последовательность 
{ } ([ , ]; )f L T En n=

• Ã1
1 0  называется полукомпакт-

ной, если она интегрально ограничена и мно-
жество { ( )} =1f t En n

• Ã  относительно компактно 
для п.в. t TŒ[0, ] . 

Теорема 1.1. (см., например, [5]). Каждая 
полукомпактная последовательность слабо 
компактна в пространствеL d E1([0, ]; ) . 

Мы будем использовать аксиоматическое 
определение фазового пространства B , введен-
ное Дж. Хейлом и Дж. Като (см. [3, 4]). Про-
странство B  будет рассматриваться как линей-
ное топологическое пространство функций, 
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заданных на ( , 0]-•  со значениями в E,  наде-
ленное полунормой ◊ B .

Для любой функции x T E: ( ; ]-• Æ  и каж-
дого t TŒ -•( ; ] , xt  представляет собой функцию 
из ( , 0]-•  в E,  заданную как 

 x x tt( ) ( ), ( ; ].q q q= + Œ -• 0  

Будет предполагаться, что B  удовлетворяет 
следующим аксиомам.

( )B1  Если функция x T E: ( ; ]-• Æ  непре-
рывна на [0; ]T  и x0 ŒB , то для любого t TŒ[0; ]  
выполнено 

(i) xt ŒB ; 
(ii) функция t xt
  непрерывна; 
(iii) x K t x M t xt B t B

£ +
£ £

( ) ( ) ( )
0

0
t

tsup ,  где 

функции K M, : [0; ) [0; )• Æ •  не зависят от x , 
K  строго положительна и непрерывна, а M  
локально ограничена.

( )B2  Существует l > 0  такое, что 

 y y(0)
E Bl£  

для всех y ŒB .
Отметим, что при данных условиях про-

странство C 00  всех непрерывных функций из 
( , 0]-•  в E  с компактным носителем входит в 
любое фазовое пространство B  ([4], Предложе-
ние 1.2.1). Будем предполагать дополнительно, 
что выполнено следующее условие.

( )BC1  Если равномерно ограниченная пос-
ледовательность { }y n n C=

+• Ã1 00  сходится к фун-
кции y  компактно (т.е. равномерно на каждом 
компактном подмножестве ( , 0]-• ), то y ŒB  и 

 
n

n BÆ+•
-lim y y = 0.  

Из условия ( )BC1  вытекает, что банахово 
пространство BC BC E= (( , 0]; )-•  ограничен-
ных непрерывных функций непрерывно вло-
жено в B . Точнее говоря, справедливо следую-
щее утверждение.

Теорема 1.2 ([4], Предложение 7.1.1). 
(i) BC CÃ 00 , где C 00  обозначает замыкание 

C 00  в B ; 
(ii) если равномерно ограниченная после-

довательность { }y n  в BC  сходится к функ-
ции y  компактно на ( , 0]-• , то y ŒB  и 

n
n

Æ+•
-lim y y

B
= 0 ; 

(iii) найдется константа L > 0  такая, что 
y yB BCL£  для всех y ŒBC .

Наконец, будем предполагать выполненным 
следующее условие.

( )BC2  Е с л и  y ŒBC  и  y BC π 0,  т о 
y

B
π 0.

Из этого предположения вытекает, что про-
странство BC наделенное ◊ B  является нормиро-
ванным пространством. Мы будем обозначать его 
BC.

Рассмотрим следующие примеры фазовых 
пространств, удовлетворяющих всем вышеука-
занным условиям.

(1) Для g > 0  пусть B C= g  — пространство 
непрерывных функций j : ( ; 0] ,-• Æ E  имею-
щих предел 

q

gqj q
Æ-•
lime ( )  и 

 j j q
q

gq
B e= ( ) .

< 0-• £
sup  

(9) (Пространства c «затухающей памя-
тью»). Пусть B =C r  — пространство функций 
j : ( ; 0]-• Æ E  таких, что 

a) j  непрерывна на[ ; 0], > 0-r r ; 
b) j  измерима по Лебегу на ( ; )-• r  и най-

дется положительная интегрируемая по Лебегу 
функция r : ( ; )-• - Æ +r 	  такая, что функция 
rj  интегрируема по Лебегу на ( ; )-• r ; более 
того, найдется локально ограниченная функ-
ция P : ( ; 0]-• Æ +	  такая, что для всех x £ 0 , 
r x q x r q( ) ( ) ( )+ £ P  для п.в. q Œ -• -( ; )r . Тогда 

 j j q r q j q q
qB r

r

d= +
- £ £

-•

-

Ú0
sup ( ) ( ) ( ) .  

Простой пример такого пространства полу-
чается, если положить r q mq( ) = ,e  m Œ 	.

2. ОБЩАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА

Пусть E  — сепарабельное банахово про-
странство, B  — фазовое пространство и T > 0 .

Рассмотрим следующую общую граничную 
задачу для полулинейного функционально-
дифференциального включения с бесконечным 
запаздыванием: 

 ¢ Œ + ≥x t Ax t F t x tt( ) ( ) ( , ), , 0  (1)

 Q Sx xŒ ,  (2)

при следующих предположениях.
(A) Линейный оператор A D A E E: ( ) Õ Æ  

является производящим оператором сильно 
непрерывной полугруппы ограниченных ли-
нейных операторов exp{ }tA .

Мультиотображение F T Kv E: [0, ] ( )¥ ÆB  
удовлетворяет следующим условиям: 

(F1) для любого y ŒBC  мультифункция 
F T Kv E(, ) : [0; ] ( )◊ Æy  обладает измеримым 
сечением; 

(F2) для п.в. t TŒ[0; ]  мультиотображение 
F t Kv E( , ) : ( )◊ ÆBC  п.н.с.; 

(F5) для любого непустого ограниченного 
множества  W Ã BC  найдется  функция 
aW Œ +L T1 [0, ]  такая, что 

Общая краевая задача для функционально-дифференциальных включений с бесконечным запаздыванием 
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 F t z z F t t
E E( , ) : sup{ : ( , )} ( )y y a= Œ £ W  

для п.в. t TŒ[0, ]иy Œ W ; 
(F4) существует функция k L TŒ +

1 [0, ]  такая, 
что для каждого непустого ограниченного мно-
жества W Ã BC  выполнено 

 c j( ( , )) ( ) ( )F t k tW W£  

для п.в. t TŒ[0, ],  где c  — МНК Хаусдорфа в 
E  и j( )W  — модуль послойной некомпактнос-
ти множества W.

Обозначим символом C T E(( ; ]; )-•  норми-
рованное пространство ограниченных непре-
рывных функций x T E: ( ; ] ,-• Æ  наделенное 
нормой 

 x x xC T C
= ,0 [0; ]B

+ |  

где последняя норма — обычная sup -норма 
пространства C T E([0; ]; ) .

Для операторов из граничного условия (2) 
мы будем предполагать выполненными следу-
ющие требования:

( )Q  Q C BC: (( ; ]; )-• ÆT E  — линейный 
ограниченный оператор;

( )S  мультиотображение S C: (( ; ]; )-• ÆT E  
BC( )Æ Cv  вполне непрерывно, т.е. является 

п.н.с. и переводит ограниченные множества в 
относительно компактные.

Из условий (F1)—(F3) и ( )B1  вытекает, 
что суперпозиционный мультиоператор 
P CF T E P L T E: (( ; ]; ) ( ([0, ]; )),1-• Æ  заданный 
как 

 
п.в.

1( ) = { ([1, ]; ) : ( ) ( , )

[0, ]}
F tx f L T E f t F t x

t T

Œ Œ

Œ

P
 

корректно определен (см., например, [15], 
[5]).

Определение 2.1. Функция x C T EŒ -•(( ; ]; )  
называется ослабленным решением задачи 
(1)—(2) (ср. [17]), если 

 

где
0

;

( ) exp{ } (0)

exp{( ) } ( ) ,

[0; ],   ( ).

t

F

x x

x t tA x

t s A f s ds

t T f x

Œ

= +

+ -

Œ Œ

Ú

Q S

P

 

Определение 2.2. Линейный оператор 
G L T E C T E: ([0, ]; ) (( ; ]; ),1 Æ -•  заданный как 

 Gf t
t s A f s ds t T

t

t

( )
exp{( ) } ( ) , [ ; ];

, ( ; ]
=

- Œ

Œ -•

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

Ú
0

0

0 0 

называется оператором Коши. 
Следуя [5], можно убедиться в том, что опе-

ратор Коши обладает следующими свойства-
ми. 

Теорема 2.1. Для любой полукомпактной 
последовательности { } =1fn n

•  в пространстве 
L T E1([0, ]; )  последовательность { } =1Gfn n

•  относи-
тельно компактна в пространстве C(( , ]; )-• T E .

Т е о р е м а  2 . 2 .  Ко м п о з и ц и я  G F� P :  
T E Kv T EC C: (( , ]; ) ( (( , ]; ))-• Æ -•  — п.н.с. муль-

тиотображение с выпуклыми компактными 
значениями. 

Обозначим C0  подпространство C(( ; ]; ),-• T E  
состоящее из функций вида 

 x t tA x t T( ) exp{ } ( ), [ , ]= Œ0 0  

и обозначим Q0  сужение Q  на C0.
Основным требованием на граничные опе-

раторы Q  и S  будет следующее условие.
( )QS  Существует непрерывный линейный опе-
ратор L : 0BC CÆ  такой, что ( )( ) = 00I y Gf- -Q QL  
для каждых x T EŒ -•C(( , ]; ),  y xŒS( )  и f xFŒ P ( ).

Для того, чтобы привести пример выполне-
ния условия ( ),QS  рассмотрим линейный опе-
ратор r : ,0BC CÆ  определенный следующим 
образом: 

 ( )( )
( ), ( , ];

exp{ } ( ), [ ; ].
r t

t t

tA t T
y

y

y
=

Œ -•

Œ

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

 

 

0

0 0
 

Отметим, что из условия ( 2)B  вытекает, что 
оператор r  непрерывен.

Предположим, что 
( )�Q  Линейный непрерывный оператор 

�Q BC BC: ,Æ  определенный как �Q Qy y= ( ),r  
обладает непрерывным обратным �Q-1 . 

Нетрудно видеть, что при условии ( )�Q  опе-
ратор L  может быть задан следующим обра-
зом: 

 Ly y= [ ( )].1r �Q-  (3)

В предположении, что выполнено условие 
( )QS , рассмотрим мультиоператор 

 G : (( ; ]; ) ( (( ; ]; )),C C-• Æ -•T E Kv T E  

заданный следующим образом: 

 G L L( ) = ( ) ( ) ( ).x x I G xFS Q P+ -  

Из теоремы 2.2 и условий, наложенных на опе-
раторы Q , S  и L  вытекает, что мультиоператор 
G  п.н.с. и имеет выпуклые компактные значе-
ния. Нетрудно проверить, что мультиоператор 
G  ограничен, т.е. переводит ограниченные мно-
жества в ограниченные. Опишем его дальней-
шие свойства.

М. М. Басова, В. В. Обуховский
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Теорема 2.3. Неподвижные точки мульти-
оператора G  являются ослабленными решени-
ями задачи (1)—(2). 

Доказательство: Пустьx xŒ G( ) . Это означа-
ет, что найдутся y xŒS( ) , f xFŒ P ( )  такие, что 
x y I Gf= ( )L L+ - Q .

Поскольку функция x  может быть пред-
ставлена в виде 

 x y Gf Gf= ( ) ,L - +Q  

мы получаем, что x  удовлетворяет интеграль-
ному уравнению из определения 2.1.

Проверим выполнение граничного условия. 
Используя условие ( )QS , получаем 

 

Q Q Q Q

Q Q Q Q

Q Q

x y I Gf

y y y Gf Gf

y I y Gf

= + - =

= - - + + =

= - - -

0

0 0

0

L L

L L

L

( )

( )

( )( ) == Œy xS .

 

■
Рассмотрим МНК n  на пространстве 

C(( ; ]; )-• T E  со значениями в конусе 	 +
2 : 

 n j( ) ( ( ),mod ( )),W W W= C C  

где jC  — модуль послойной некомпактности в 
пространстве C(( ; ]; )-• T E .

Отметим, что 

 j jC
t T

BC t( ) = ( ),
0

W W
£ £
sup  

где Wt BCÃ , W Wt tx x= { : }Œ  и для t TŒ[0, ] :

 
j c t

c t c
t

t t

BC t t

t
t

( ) sup ( ( ))

sup ( ( )) sup (

W W

W W

= =

= + =
-•£ £

-•£ £ -•£ £

0

0
(( )),t

 

где c  — МНК Хаусдорфа в E.
Обозначим �C  подпространство C(( ; ]; ),-• T E  

состоящее из функций, равных нулю на ( ; 0].-•  
Ясно,  что �C  изоморфно пространству 
C([0, ]; ).T E  

Теорема 2.4. Пусть выполнены следующие 
условия: 

(H1) найдется b ≥ 0  такое, что для любого 
ограниченного множества W Ã �C  выполнено 

 j jBC Cb( ) ( );QW W£  

(H2) для любой относительно компактной 
последовательности { }yn Ã �C  последователь-
ность { }LQyn  равностепенно непрерывна; 

(H3) найдется функция h L TŒ +
1 ([0, ])  та-

кая, что 

 exp{ } ( );( )tA h tc £  

(H4) ( )sup ( ) ( ) ,( , )1 1
0

0

+ - = <
£ £ ÚL j j mBC C

t T

t

b h t s k s ds  

где k( )◊  — функция из условия (F4).

Тогда мультиоператор G  является n -уп-
лотняющим на ограниченных подмножествах 
пространства C(( ; ]; )-• T E . 

Доказательство. Пусть W  — ограниченное 
подмножество C(( ; ]; )-• T E , для которого вы-
полнено 

 n n( ) ( ).GW W≥  

Покажем, что множество W  относительно ком-
пактно.

Из вышеуказанного неравенства вытекает, 
что 

 j jC C( ) ( ).GW W≥  

Возьмем произвольные t TŒ[0; ]  и t Œ -•[ , ]t  и 
оценим c t( ( ))GW . Поскольку множество L WS( )  
относительно компактно, достаточно оценить 
величину 

 c t(( ) ( )( )).I G F- L WQ P  

Получаем 

 

c t j

jj j

j

( ( )( )) ( ( ))

( ( ))( , )

( ,

L W L W

L W

L

Q P Q P

Q P

G G

G

F C F

BC C
BC F

BC

£ £

£ £

£ jj

j j

j

c

C
C F

BC C

t T
F

b G

b G t

)

( , )

0

( ( )) =

( ( )( )).

P

P

W

L W=
£ £
sup

 

Для оценки c( ( )( ))GP tF W  отметим, что для 
0 £ £s t  имеем 

 

c

cc

( {( ) } ( , ))

{( ) } ( ( , ))

( ) (

( )

exp

exp

t s A F s

t s A F s

h t s k s

s

s

- £

£ - £

£ -

W

W

)) ( ) ( ) ( ) ( ).j jBC s Ch t s k sW W£ -

 

Тогда по теореме о c -оценке многозначного 
интеграла (см. [5], Теорема 4.2.3) получаем 

 c j( ( )( )) ( ) ( ) ( ).
0

G t h t s k s dsF

t

P CW W£ - ◊Ú  

Применив теперь свойство алгебраической по-
луаддитивности МНК c,  имеем 

 

c t

j

j j(( ) ( )) ( )

sup ( ) ( )

( , )I G b

h t s k s ds

F

t T

t

- £ + ¥

¥ - ◊
£ £ Ú

L W LQ P BC C1

0
0

CC ( ) ( ).W W= ◊m jC

 

Тогда

 j c t m j
t

C C( ) sup sup ( ( )) ( ).GW GW W= £ ◊
£ £ -•£ £0 t T t

 

Мы получаем 
 j j m jC C C( ) ( ) ( ),W GW W£ £ ◊  

откуда 

 jC( ) = 0.W  (4)

Общая краевая задача для функционально-дифференциальных включений с бесконечным запаздыванием 
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Покажем теперь, что множество W  равно-
степенно непрерывно. Заметим, что из соотно-
шения 

 mod ( ) mod ( )C CW GW£  

вытекает, что достаточно доказать равностепен-
ную непрерывность множества GW . Это, в свою 
очередь, равносильно тому, что каждая после-
довательность 

 { } ( ) ( )g I Gn FÃ - L WQ P  

равностепенно непрерывна. Для произвольной 
такой последовательности { }gn  рассмотрим 
последовательности { }xn Ã W  и{ }fn , f xn F nŒ P ( )  
такие, что 

 g I Gf nn n= - =( ) , , , ...LQ  1 2  

Из условия (F3) следует, что последователь-
ность функций { }fn  интегрально ограничена. 
Из (4) вытекает, что для последовательности 
{ }xn  выполнено соотношение 

 c({ ( )}) , [ , ]x t t Tn = " Œ0 0  

и тогда из условия ( 4)F  получаем, что 

 п в({ ( )}) 0 . . [0, ],nf t t Tc = Œ  

т.е. последовательность { }fn  полукомпактна. Из 
теоремы 2.1 следует, что последовательность 
{ }Gfn Ã �C  относительно компактна и, следова-
тельно, равностепенно непрерывна. Применяя 
условие (H2), получаем, что последовательность 
{ }gn  равностепенно непрерывна.

Из теоремы Арцела—Асколи (см., напри-
мер, [18]) вытекает, что множество W  относи-
тельно компактно в топологии равномерной 
сходимости на компактных подмножествах 
( ; 0]-• . Но тогда из теоремы 1.2 следует, что 
множество W  относительно компактно и в про-
странстве C(( ; ]; ).-• T E  ■

Установленные свойства мультиоператора 
G  дают возможность применять для его иссле-
дования теорию топологической степени. Мы 
можем сформулировать следующий общий 
принцип существования ослабленных решений 
задачи (1)—(2).

Теорема 2.5 При указанных выше условиях, 
пусть ограниченное множество W Ã -•C(( ; ]; )T E  
не имеет ослабленных решений задачи (1)—(2) 
на своей границе ∂W  и пусть deg( , )i - πG W 0 . 
Тогда множество ослабленных решений задачи 
(1)—(2), содержащихся в W , не пусто. 

В качестве примера применения этого при-
нципа рассмотрим следующее утверждение.

Теорема 2.6 При указанных выше условиях 
предположим дополнительно, что 

(H5) найдется последовательность функ-
ций wn L TŒ +

1 [0; ] , n = 1,2,...  такая, что 

 
n

T

nn
t dt

Æ• Ú =lim ( ) ;
1

0
0

w

и 

 
j

j w
B £

£ Œ
n

nF t t t Tsup ( , ) ( ) . . [ ; ],  4; O ? 2 0

(H6) выполнено следующее асимптотичес-
кое условие 

 
x

x
xC

B

C

S

Æ•
=lim inf

( )
.0  

Тогда множество ослабленных решений за-
дачи (1)—(2) не пусто.

Доказательство. Покажем, что найдется 
замкнутый шар B T Er Ã -•C(( ; ]; )  такой, что 
G( ) .B Br rÕ

В предположении противного, используя 
ограниченность мультиоператора G,  мы можем 
найти последовательность натуральных чисел 
qn Æ •  и последовательности { }xn , { }yn  в 
C(( ; ]; )-• T E  такие, чтоy xn nŒ G( ) , x qn nC

£ , 
y qn nC

>  и xn C
Æ •.

Тогда мы получаем 

 
y x Gf Gf

x Gf

n C n n n

n n T E

£ + + £

£ + +

L L

L L

S Q

S Q

C C C

B C
( ) ,

([ , ]; )
1

0

 

где f xn F nŒ P ( ).  Поскольку exp{ }tA  — сильно 
непрерывная полугруппа, мы имеем оценку 

 exp{ } ,tA Me tt£ ≥g  0  

для некоторых констант M ≥ 1,  g ≥ 0.
Тогда 

 y x Me f s dsn n
T

T

nC B
S S£ + + ÚL Lg ( ) ( ) .1

0

 

Отсюда получаем 

 

1 <

(1 )
1

( )

(1

0

y
q

x
q

Me
q

f s ds

x
x

Me

n

n

n B

n

wT

n

T

n

n

n

wT

C

B

C

S

S

S

£ +

+ + £

£ + +

Ú

L

L

L LLS )
1

( ) ,
0q

f s ds
n

T

nÚ

 

что противоречит предположениям (H5) и 
(H6).

Нам остается лишь применить теорему о 
неподвижной точке для уплотняющих мульти-
отображений (см., например, Теорему 1.2.70 [6] 
или cледствие 3.3.1 [5]). ■

М. М. Басова, В. В. Обуховский
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3. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

1. Случай выполнения условия ( )�Q . Не-
трудно видеть, что ( , )j jBC C -норма оператора r  
допускает следующую оценку: 

 r R h t
t T

( , ) max{ , sup ( )}.j jBC C £ =
£ £

1
0

 

Тогда для ( , )j jBC C -нормы оператора L  по-
лучаем оценку 

 L ( , ) ( )
.j j j

BC C BCB£ -R � 1  

Это означает, что в данном случае условие 
(H4) имеет вид 

( )H ¢4  1 11

0
0

+( ) - <-

£ £ ÚR b h t s k s ds
t T

t
�Q BC( )

sup ( ) ( ) .
j

 

2. Задача Коши. В этом случае граничное 
условие может быть записано в следующем 
виде: 

 Qx u= ,  (5)

где Qx x= 0,  u ŒBC  — заданная функция. Тог-
да, очевидно, Sx u∫ , b = 0 . Для любой после-
довательности { }yn Ã �C  последовательность 
{ }LQyn  постоянна и равна нулю, так что усло-
вие (H2) выполнено. Далее, оператор �Q  — тож-
дественный и условие (H4) приобретает следу-
ющий вид: 

( )H ¢¢4  
0

0

1
£ £ Ú - <
t T

t

h t s k s dssup ( ) ( ) .  

Из теоремы 2.6 мы получаем следующий 
результат. 

Теорема 3.1 При условиях (A), (F1), (F2), 
(F4), (H3), ( )H ¢¢4  и (H5) существует ослаблен-
ное решение задачи Коши (1), (5).

2. Периодическая задача. Рассмотрим гра-
ничное условие 

 Qx = 0,  (6)

где Qx x xT= 0- . Заметим, что из условия 
( ( ))B1 iii  вытекает, что Q  — непрерывный ли-
нейный оператор.

Будем предполагать выполненным следую-
щее условие: 
(A1) линейный оператор exp{ }TA I-  обра-
тим. 

В данной задаче, учитывая, что Sx ∫ 0,  до-
статочно построить оператор L  на подпро-
странстве QC BC� Ã  исходя из формулы (3). 
Заметим, что подпространство QC�  в нашем 
случае состоит из непрерывных функций 
y : ( , 0] ,-• Æ E  равных нулю на ( , ]-• -T . До-
статочно естественно предполагать, что

( )QC�  любое множество Y Ã QC� , ограниченное 
относительно нормы ◊ B ,  равномерно ограни-
чено. 

Пусть теперь y ŒQC�  — заданная функция, 
найдем функцию x ŒBC  такую, что �Qx y= ,  
где, как и прежде, �Q Qx x= ( ).r Имеем 

 ( ) ( ) ( ) ,r r rT Tx x x x y- = - =0  (7)

откуда 

 x y( ) (exp{ } ) ( ),0 01= - -TA I  

и далее для q Œ -[ , 0] :T

 
x q q x y q

q y y

( ) exp{( ) } ( ) ( )

exp{( ) }(exp{ } ) ( ) (

= + - =

= + - --

T A

T A TA I

0

01 qq).
 (8)

Если же теперь q < ,-T  то из (7) получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,r TTx q x q x q x q- = + - = 0  

то есть функция x  является T -периодической 
на ( , 0]-•  и ее значения полностью определя-
ются формулой (8). Таким образом мы постро-
или оператор, обратный к �Q  на QC�.

Далее, пусть некоторое множество функций 
Y Ã QC�  ограничено относительно ◊ B . Тогда, 
применяя свойство ( )QC� , мы видим из формулы 
(8), что соответствующее семейство функций 
X Y= = Œ-{ : }x y y�Q 1  равномерно ограничено 
на ( , 0],-•  а значит, по теореме 1.2 (iii) ограни-
чено и в пространстве BC.  Это означает, что 
оператор �Q-1  непрерывен на QC�.

Оператор L  на QC�  может быть задан в яв-
ном виде: 

( )( )

[exp{( ) }(exp{ } ) ( ) ( )]

[ , ];

exp{

Ly

y y

t

T t A TA I t

t
T

=

+ - -

Œ -•

-1 0

0

,

ttA TA I t T}(exp{ } ) ( ), [ ; ],- Œ

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

-1 0 0y

где [ ]◊ T  обозначает T -периодическое продолже-
ние на [ , 0]-•  функции, заданной на [ , 0].-T

Нетрудно видеть, что условие (H1) в нашем 
случае выполнено с константой b = 1 .

Пусть, далее, { }yn Ã �C  — относительно ком-
пактная последовательность, тогда последова-
тельность { } ,y n Ã QC�  y n n n Ty y= = ( ) ,Q  равно-
степенно непрерывна и { (0)}y n  — относитель-
но компактное подмножество E.  Но тогда из 
задания оператора L  видно, что и последова-
тельность { }Ly n  равностепенно непрерывна, 
что означает выполнение условия (H2).

Отметим теперь, что ( )jBC -норма оператора 
�Q-1  на QC�  может быть оценена следующим 

образом: 

Общая краевая задача для функционально-дифференциальных включений с бесконечным запаздыванием 
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 �Q BC-

£ £

-£ ◊ - +1

0

1 1
( ) ( )sup ( ) (exp{ } ) .
j c

t T
h t TA I  

Тогда условие ( 4 )H ¢  может быть записано в 
виде 

( )H ¢¢¢4  
1 1

0

1

0
0

+ ◊ - +( )È
ÎÍ

˘
˚̇

¥

¥

£ £

-

£ £ Ú

R h t TA I

h t

t T

t T

t

sup ( ) (exp{ } )

sup (

( )c

-- <s k s ds) ( ) .1

Мультиоператор G  в случае периодической 
задачи имеет вид 

 G L( ) ( ) ( ).x I GP xF= - Q  

Для его задания в явном виде заметим, что для 
f P xFŒ ( )  имеем 

 
( )( ) exp{( ) } ( ) ,

[ , ].

QGf t T t s A f s ds

t T

T t

= + -

Œ -

+

Ú
0

0

 

Таким образом G( )x  состоит из всех функций 
y T EŒ -•C(( ; ]; ),  которые для f xFŒ P ( )  при 
t Œ -•[ , 0]  имеют вид 

 

y t T t s A f s ds

T t A TA I

T t

( ) exp{( ) } ( )

exp{( ) }(exp{ } )

= + -
È

Î
Í -

- + -

+

-

Ú
0

1 ¥¥

¥ -
˘

˚
˙Ú

0

T

T

T s A f s dsexp{( ) } ( ) ,

 

а при t TŒ[0, ] : 

 

y t t s A f s ds tA

TA I T

t

T

( ) exp{( ) } ( ) exp{ }

(exp{ } ) exp{(

= - - ¥

¥ - -

Ú

Ú-

0

1

0

ss A f s ds) } ( )
 

(ср. [19, 5]).
Применение теоремы 2.6 дает следующее 

утверждение. 
Теорема 3.2. При выполнении условий (A), 

(A1), (F1), (F2), (F4), (H3), ( 4 ),H ¢¢¢  (H5) и ( )QC�  
периодическая задача (1), (6) имеет ослаблен-
ное решение. 

В заключение заметим, что применение 
техники непрерывных сечений интегрального 
мультиоператора (см., например, [15, 5]) поз-
воляет получить аналогичные результаты для 
случая когда многозначная нелинейность 
F T B K E: [0, ] ( )¥ Æ  (с невыпуклыми значени-
ями) удовлетворяет вместо условий (F1), (F2) 
условию почти полунепрерывности снизу 

(F
L
) существует последовательность непе-

ресекающихся компактных подмножеств { },In  

I Tn Ã [0, ]  такая, что: а) множество [ , ] \0 T In n»  
имеет нулевую меру Лебега и б) сужение F  на 
каждое множество J In n= ¥ B  полунепрерыв-
но снизу. 
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