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Настоящая работа посвящена изучению включений вида A x G x( ) ( ),Œ  где A — деминепрерывный 
оператор, удовлетворяющий условию a  И. В. Скрыпника, G — компактное многозначное 
отображение аппроксимируемого типа. Эффективным средством решения задач такого рода 
является использование топологических характеристик. В данной статье исследуются свойства 
множества решений.
Необходимость изучения включений с различными классами операторов возникает при ис-
следовании многих задач теории дифференциальных уравнений и теории оптимального уп-
равления.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе изучаются свойства 
множества решений включений, содержащих 
операторы класса a  (см. [1]) и компактные 
многозначные отображения аппроксимируемо-
го типа. В работе доказываются некоторые тео-
ремы о разрешимости включений данного типа, 
а также приводятся условия, при которых мно-
жество решений является компактным и связ-
ным.

Необходимость изучения включений с раз-
личными классами операторов возникает при 
исследовании многих задач теории дифферен-
циальных уравнений и теории оптимального 
управления (см., например, [2]). Одним из 
средств решения задач подобного рода является 
использование топологических инвариантов 
типа степени для многозначных возмущений 
различных классов.

В данной статье используется топологичес-
кая степень компактных CJ -возмущений отоб-
ражений, удовлетворяющих условию a . Конс-
трукция этой характеристики предложена в 
работе [3]. 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ

Пусть X  — действительное рефлексивное 
банахово пространство, X *  — его сопряженное. 
Обозначим сильную и слабую сходимости соот-
ветственно через Æ  и ⇀ . Для произвольных 
элементов x XŒ  и h XŒ *  через · Òh x,  обозна-

чим действие функционала h  на элементе x .
Рассмотрим отображение A D X: Æ * , где 

D  — произвольное ограниченное открытое 
множество пространства X , а D  — его замы-
кание.

Определение 1. Оператор A  называется 
деминепрерывным на D , если для любой после-
довательности u Dn Œ , сильно сходящейся к 
u D0 Œ , имеет место равенство 

 при всех0( ), ( ),   ,lim n
n

A u x A u x x X
Æ•

· Ò = · Ò Œ  

то есть A u A un( ) ( ).0⇀
Определение 2 (cм. [1]). Будем говорить, 

что оператор A  удовлетворяет условию a( )F , 
где F DÃ , если для произвольной последова-
тельности { }u Fn Ã  из u un ⇀ 0  и 

 следует0 0( ), 0  .lim n n n
n

A u u u u u
Æ•

· - Ò £ Æ  

Рассмотренный в определении 2 класс опе-
раторов представляет собой разновидность так 
называемых обобщенных монотонных отобра-
жений. Топологические характеристики для 
некоторых видов таких отображений (в том 
числе и для отображений, удовлетворяющих 
условиям a  и a0 ) введены и подробно изучены 
И. В. Скрыпником в монографии [1].

Приведем теперь определение одного класса 
многозначных отображений, обозначаемого 
символом CJ . Но сначала напомним некоторые 
понятия и факты (см. [2, 4, 5]).

Пусть X , ¢X , Z  — метрические пространс-
тва. Многозначное отображение(мультиотобра-
жение) S : X ZÆ  — это такое соответствие, 
которое сопоставляет каждой точке x ŒX  не-
пустое подмножество S( )x Ã Z . Если для лю-
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бого x ŒX  множество S( )x  является компакт-
ным, то говорят, что S  имеет компактные зна-
чения. В настоящей статье рассматриваются 
только такие многозначные отображения.

Определение 3. Многозначное отображение 
S : X ZÆ  называется полунепрерывным свер-
ху, если для каждого открытого множества 
V Ã Z  множество S S+

- Œ Ã1( ) = { : ( ) }V x x VX  
открыто в X . 

Определение 4. Непустое компактное под-
множество M  метрического пространства Z  
называется асферичным (или • -близостно 
связным), если для любого e > 0  найдется d , 
0 < <d e , такое, что для каждого n = 0,1,...  
любое непрерывное отображение g S O Mn: Æ d ( )  
может быть продолжено до непрерывного отоб-
ражения �g B O Mn: + Æ1  ( )e , где Sn , Bn+1  — еди-
ничные сфера и шар в 	n+1 ; O Md ( ) , O Me( )  
обозначают соответствующие окрестности 
множества M .

Определение 5. Полунепрерывное сверху 
многозначное отображение S : X ZÆ  называ-
ется J -мультиотображением ( ( , ))S ŒJ X Z , 
если каждое значение S( )x , x ŒX , — асферич-
ное множество.

Наконец, символом CJ( , )X X ¢ , мы будем 
обозначать совокупность всех мультиотображе-
ний G : X XÆ ¢  вида G = j � S , где S ŒJ( , )X Z  
для некоторого метрического пространства Z , 
j : Z XÆ ¢  — непрерывное однозначное отоб-
ражение.

Покажем насколько широк класс CJ -муль-
тиотображений. Для этого отметим следующие 
топологические понятия и факты.

Определение 6. (см. [6]). Метрическое про-
странство Z  называется ANR-пространс-
твом, если для всякого замкнутого подмножест-
ва B  произвольного метрического пространства 
X  любое непрерывное отображение f B: Æ Z  
допускает непрерывное продолжение �f U: Æ Z  
на некоторую окрестность U  множества B  в 
пространстве X .

Лемма 1. (см. [6]). Конечномерный компакт 
является ANR-пространством тогда и только 
тогда, когда он локально стягиваем.

Определение 7. Непустое компактное мно-
жество S называется Rd -множеством, если его 
можно представить как пересечение убывающей 
последовательности стягиваемых компактных 
подмножеств.

Лемма 2. (см.[5]). Пусть Z  — ANR-про-
странство. Тогда полунепрерывное сверху муль-

тиотображение S : X ZÆ  является J -отоб-
ражением в каждом из следующих случаев:

для любого x ŒX  множество S( )x  является
a) выпуклым множеством;
b) стягиваемым множеством;
c) Rd -множеством.
В частности, любое непрерывное однознач-

ное отображение � : X ZÆ  является J -отоб-
ражением.

В дальнейшем нам потребуется понятие 
однозначной непрерывной аппроксимации 
мультиотображения.

Пусть S : X ZÆ  — многозначное отобра-
жение. 

Определение 8. Непрерывное отображение 
se : X ZÆ , e > 0 , называется e -аппроксима-
цией S , если для каждого x ŒX  существует 

¢ Œx O xe( )  такое, что se e( ) ( ( ))x O xŒ ¢S . Очевид-
но, что это эквивалентно тому, что se( )x Œ 

e e( ( ( )))O O xŒ S  или тому, что G GSse eÃ O ( ),  где 
Gse

, GS  обозначают графики se  и S  соответс-
твенно. При этом метрика в X Z¥  определя-
ется естественным путем как d x z x z(( , ),( , ))¢ ¢ =  

d x x d z zX Zmax{ ( , ), ( , )}.= ¢ ¢
Совокупность всех e -аппроксимаций муль-

тиотображения S  обозначим символом a( , ).S e
Просуммируем необходимые нам свойства 

e -аппроксимаций в следующих утверждениях.
Лемма 3.(см. [4]) Пусть S : X ZÆ  полу-

непрерывное сверху мультиотображение.
I) Пусть X1  — компактное подмножество 

X . Тогда для любого e > 0  существует d > 0  
такое, что если s dŒa( , )S , то s e| ( | , )

1 1X XŒa S ;
II) Пусть X  — компакт, j : Z XÆ ¢  — не-

прерывное отображение. Тогда для любого e > 0  
существует d > 0  такое, что из того, что 
s dŒa( , )S  следует, что j s j e� �Œa( , )S ;

III) Пусть X  — компакт, S* [0,1]: X Z¥ Æ  
— полунепрерывное сверху мультиотображение. 
Тогда для каждого l Œ[0,1]  и любого e > 0  су-
ществует d > 0  такое, что из того, что 
s d* *( , )Œa S  следует, что s l l e* *( , ) ( (, ), ).◊ Œ ◊a S

Пусть f : X XÆ ¢  — однозначное отображе-
ние, G : X XÆ ¢  — мультиотображение. Мно-
жество решений включения f x G x( ) ( )Œ  обоз-
начим символом 

 Coin f G x X f x G x( , ) { : ( ) ( )}.= Œ Œ  

Лемма 4 (cм. [7]). Пусть f : X XÆ ¢ , 
j : Z XÆ ¢  — непрерывные отображения, 
S : X ZÆ  — полунепрерывное сверху мульти-
отображение. Пусть X1  — компактное подмно-
жество X  такое, что 

О применении топологической степени к изучению структуры множества решений ...
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 Coin f X( , ) .j � ∩S 1 = Δ  

Тогда, если e > 0  достаточно мало и s ee Œa( , )S , 
то 

 Coin f X( , ) .j se� ∩ 1 = Δ  
Следующее аппроксимационное свойство 

J -мультиотображений, восходящее к работе 
А. Д. Мышкиса [4], доказано в статье [8].

Лемма 5. Пусть X  — компактное ANR-
пространство, S ŒJ( , )X Z . Тогда

I) мультиотображение S  аппроксимируемо, 
т.е. для любого e > 0  найдется s ee Œa( , )S ;

II) для любого e > 0  найдется d0 > 0  такое, 
что для каждого d  (0 < < )0d d  и для любых 
двух d -аппроксимаций sd , ¢ Œs dd a( , )S  найдет-
ся непрерывное отображение �s : X Z¥ Æ[0,1]  
такое, что

a) �s sd(, 0) =◊ , �s sd(,1) =◊ ¢ ;
b) �s l e(, ) ( , )◊ Œa S  для каждого l Œ[0,1] .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА СТЕПЕНИ 
КОМПАКТНЫХ CJ-ВОЗМУЩЕНИЙ 

ОТОБРАЖEНИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ 
УСЛОВИЮ a

Указанная в заголовке топологическая харак-
теристика представляет собой степень включений 
для так называемых компактных троек с опера-
торами класса a . Опишем кратко схему постро-
ения данной степени (подробнее см. [3]).

Пусть X  — действительное сепарабельное 
рефлексивное банахово пространство. Обозна-
чим через E( )X  множество всех конечномерных 
подпространств X.

Пусть U  — ограниченное открытое подмно-
жество X такое, что для любого E XŒ E( )  мно-
жество U E«  локально стягиваемо.

П у с т ь  A U X: *Æ ,  G U X: *Æ ,  г д е 
G J U X= ( , ).*j � S ŒC  

Определение 9. Будем говорить, что ( , , )A G U  
является компактной тройкой с оператором 
класса a , если выполнены следующие условия:

c1) A — деминепрерывное отображение, 
удовлетворяющее условию a( ),U

c2) G U( )  относительно компактно в X *,
c3) Coin A G U( , ) .« ∂ = Δ  
Далее для краткости будем называть ( , , )A G U  

просто компактной тройкой.
Пусть E  — конечномерное подпространство 

X c базисом v vm1, ..., .  Определим pE X E: * Æ  
по правилу 

 для *

1

( ) ,   .
m

E i i
i

h h v v h Xp
=

= · Ò ŒÂ  

Всюду далее символ DE , где D  — некоторое 
подмножество X , E XŒ E( ) , обозначает мно-
жество D E« .

Рассмотрим отображения 

 A U E Z E G U EE E E E E: , : , : ,Æ Æ Æ  j  

где A A GE E E E E E= = =p j p j j� � �, , .  S
Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть ( , , )A G U  компактная 

тройка и множество P UÃ  удовлетворяет 
следующим свойствам:

I) P  замкнуто,
II) Coin A G P( , ) .« = Δ
Тогда существует E X0 ( )Œ E  такое, что для 

любого E E… 0 , E XŒ E( )  верно: 
 Coin A G PE E E( , ) .« = Δ  (1)
Доказательство. Обозначим через ZE

E
0

 мно-
жество, состоящее из таких элементов x PEŒ ,  
для которых найдется g G xŒ ( ),  удовлетворяю-
щее условиям: 

 
и

для любого 0

( ) , 0  ( ) , 0

 .

A x g x A x g v

v E

· - Ò £ · - Ò =

Œ
 

Покажем сначала, что существует подпро-
странство E X0 ( )Œ E  такое, что при E E… 0 , 
E XŒ E( )  множество ZE

E
0

 пусто. Предположим 
противное, то есть, что для любого E XŒ E( )  
существует E X1 ( )Œ E ,  E E1 …  такое, что 
ZE

E1 .π Δ
Обозначим T ZE

E E
E
E=

¢…

¢∪ ,  ¢ ŒE XE( )  и пусть 

сл.
ET  — слабое замыкание TE .

Тогда система множеств сл.{ , ( )}ET E XŒ E  
центрирована. Действительно, возьмем произ-
вольную конечную подсистему: T TE Ep1

A; A;. ., ..., .  
Рассмотрим линейную оболочку L( ,..., )1E Ep Œ 

( )XŒ E . По нашему предположению существу-
ет �E XŒ E( )  такое, что Z E Ep

E
L( ,..., ) .

1
  � π Δ  Заметим, 

что Z Z j pE Ep
E

Ej
E

L( 1,..., ) , = 1,..., .� �Ã  
Поэтому сл.

( ,..., )1
,E E

E E E E Ep j j j
Z Z T TΔ π Ã Ã ÃL

� �
 

1,..., .j p=  Отсюда 

 сл.

=1
,

p

Ejj
T π Δ∩  

что и означает центрированность исходной 
системы множеств.

С учетом этого факта и рефлексивности про-
странства X получим (см. [9]) существование 
некоторого сл.

0
( )

.E
E X

u T
Œ

Œ ∩
E

Покажем, что u P0 Œ  и A u G u( ) ( ).0 0Œ  Возь-
мем E XŒ E( )  такое, что u E0 Œ . По построению 

сл.
0 .Eu TŒ  Поэтому существует последователь-

ность { }un , где u Zn E
EnŒ ,  E E u un n… , 0 ⇀  и 

Е. С. Барановский
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 · - Ò £ · - Ò =A u g u A u g un n n n n( ) , , ( ) , ,0 00  (2)

 для всех( ) , 0  n nA u g w w E· - Ò = Œ  (3)

где g G u G Un nŒ Ã( ) ( ) . Так как множество G U( )  
относительно компактно, то без ограничения 
общности будем считать, что g gn Æ 0.

Заметим, что имеет место представление 

 
· - Ò = · - - Ò +

+· - - Ò + · - Ò

A u u u A u g u u

g g u u g u u
n n n n n

n n n

( ), ( ) ,

, , .
0 0

0 0 0 0

 (4)

Очевидно, что второе и третье слагаемые в 
правой части (4) сходятся к нулю. Кроме того, 
из (2) следует, что · - - Ò £A u g u un n n( ) , .0 0  По-
этому, в силу свойств верхнего предела числовой 
последовательности, мы имеем 

 
n

n nA u u u
Æ•

· - Ò £lim ( ), .0 0  (5)

Так как оператор A  удовлетворяет условию 
a( ), ,  0U u P U u un En n  Œ Ã ⇀  и выполнено не-
равенство (5), то мы получим u un Æ 0 . Поэтому, 
в силу замкнутости множества P , имеем 
u P0 .Œ

Из условий u u g G u g gn n n nÆ Œ Æ0 0, ( ),  и 
полунепрерывности сверху G вытекает, что 
g G u0 0( ).Œ  Действительно, предположив про-
тивное, можно найти такое e0 > 0 , что g V0 0

œ e , 
где Ve0

 обозначает e0 -окрестность компактного 
множества G u( )0 . Из полунепрерывности свер-
ху мультиотображения G  следует (см. опреде-
ление 3), что множество G V+

-1

0/2( )e  открыто. Так 
как u0  принадлежит этому множеству и u un Æ 0

, то u G Vn Œ +
-1

0/2( )e  при достаточно больших 
n Œ �.  Поэтому g G u Vn nŒ Ã( ) ,

0/2e  а значит 
g gn - ≥0 * 0/2e , где ◊ *  — норма в X *.  Полу-

ченное неравенство противоречит сильной 
сходимости gn  к g0.

Переходя к пределу при n Æ •  в равенстве 
(3), мы получим, что · - ÒA u g w( ) , = 00 0  для лю-
бого w EŒ .

Таким образом, для произвольного E XŒ E( )  
такого, что u E0 Œ , можно найти g G u0 0 ( )Œ  та-
кое, что · - ÒA u g w( ) , = 00 0  для любого w EŒ .

Так как X — сепарабельное пространство, 
то существует Q — счетное всюду плотное в X 
п о д м н о ж е с т в о .  П у с т ь  о н о  и м е е т  в и д 
Q x x xk= { , ,..., , ...}1 2 . Рассмотрим 

F u x F u x x F u x xk k1 0 1 2 0 1 2 0 1= = =L L L( , ), ( , , ),..., ( , , ..., ),..,  
где L  обозначает линейную оболочку соответс-
твующих элементов.

Из приведенных выше рассуждений 
следует,что для F Xk Œ E( )  можно выбрать 
f G uk Œ ( )0  так, что 

 для любого0( ) , 0 .k kA u f w w F· - Ò = Œ  (6)

Кроме того, без ограничения общности мож-
но считать, что f f G uk Æ Œ*

0( )  (т.к. G u( )0  — 
компакт). Покажем, что · - ÒA u f x( ) , = 00

*  для 
любого x XŒ .

Зафиксируем x XŒ  и возьмем произволь-
ное e > 0.

П у с т ь  С  —  к о н с т а н т а ,  т а к а я ,  ч т о 
A u C f Ck( ) < , <0 * *

 для любого k = 1,2,...
Так как множество Q  — всюду плотно в X, 

то существует x Qm Œ  такое, что x x Cm  < /4 ,- e  
где ◊  — норма в X.

Возьмем k Œ �  настолько большим, что 
| , |< /4*· - Òf f xk e  и k m≥  (это можно сделать, 
так как f fk Æ *  и x  — фиксировано).

Заметим, что x F Fm m kŒ Ã . Поэтому из ра-
венства (6) имеем · - ÒA u f xk m( ) ,  = 0.0

С учетом всех последних соотношений не-
трудно видеть, что справедлива следующая 
оценка: 

 

· - Ò £ · - Ò +

+ · - - Ò +

+ · - Ò £

A u f x A u f x

A u f x x

f f x A u

k m

k m

k

( ) , ( ) ,

( ) ,

, (

*

*

0 0

0

00

4 4 4 3 4

)

,

( / ) ( / ) / /

*

*
*

◊ - +

+ ◊ - + · - Ò £

£ ◊ + ◊ + = <

x x

f x x f f x

C C C C

m

k m k

e e e e ee.

 

Отсюда следует, что · - ÒA u f x( ) , = 0.0
*  В 

силу произвольности x XŒ  можно заключить, 
ч т о  A u f G u( ) = ( )0

*
0Œ ,  а  з н а ч и т 

u Coin A G0 ( , ).Œ
В с п о м и н а я ,  ч т о  u P0 Œ  п о л у ч и м : 

u Coin A G P0 ( , )Œ « . А это противоречит усло-
вию (II). Таким образом, доказано существова-
ние пространства E X0 ( )Œ E  такого, что при 
E E E X… Œ0, ( )E , пусто множество ZE

E
0
.

Теперь докажем утверждение теоремы. Пока-
жем, что выбранное нами E X0 ( )Œ E  удовлетво-
ряет условиям теоремы. Предположим против-
ное. Тогда существует такое E E E X1 0 1, ( )… Œ E , 
что 

 Coin A G PE E E( , ) .
1 1 1

« π Δ  (7)

Пусть u1  принадлежит пересечению из (7). 
Тогда существует g G u1 1( )Œ  для которого верно 

 A u gE E1 1 1 1( ) ( ).= p  (8)

Выберем базис в E1  в виде v v v vm m m1 1 1
, ..., , , ...,+ ,  

где v vm1, ...,  — базис в E0 . Тогда равенство (8) 
эквивалентно записи: 

 · - Ò = =A u g v i mi( ) , , , ..., .1 1 10 1  (9)

О применении топологической степени к изучению структуры множества решений ...
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Покажем, что u ZE
E

1 0
1 .Œ  Это даст противоре-

чие с тем, что ZE
E

0
1 = .Δ

Так как u E1 1,Œ  то имеет место соотношение 

u v
i

m

i i1
=1

1

= ,Âx  xi Œ 	 . С помощью этого представ-

ления и равенства (9) получим

 
· - Ò = · - Ò =

= · - Ò
=

=

Â

Â

A u g u A u g v

A u g v
i

m

i i

i

m

i i

( ) , ( ) ,

( ) ,

1 1 1 1 1
1

1

1

1

1 1

x

x == 0.
 

Аналогично · - ÒA u g v( ) , = 01 1  для любого 
v EŒ 0.  Таким образом, u ZE

E
1 0

1 = .Œ Δ  Мы полу-
чили противоречие. Теорема доказана. �

Для того, чтобы ввести определение степени 
включений компактной тройки ( , , )A G U , заме-
тим следующее.

Для множества P U= ∂  выполнены условия 
теоремы 1. Зафиксируем подпространство 
E X0 ( )Œ E  такое, что верно 

 Coin A G UE E E( , ) .
0 0 0

« ∂ = Δ  (10)

Из свойств множества U  вытекает, что 
U U EE0 0= «  локально стягиваемо. Поэтому из 
леммы 1 получаем, что UE0

 является ANR-про-
странством.

Для отображения S |
0UE

 выполнены все ус-
ловия леммы 5, а значит для любого e > 0  су-
ществует непрерывная e -аппроксимация 
s ee Œa UE

( | , )
0

S .

Из равенства (10) и леммы 4 следует, что при 
достаточно малом e > 0  : 

 для любого
0 0 0

( )( ) 0 .E E EA x x Uej s- π Œ ∂�  

Теперь можно дать следующее определение.
 Определение 10. Степень включений для 

компактной тройки ( , , )A G U  определяется 
равенством: 

  Deg A G U deg A UE E E( , , ) = ( , , 0),
0 0 0

- j se�

где deg( , , )A UE E E0 0 0
0- j se�  — cтепень конечно-

мерного отображения  A U EE E E0 0 0 0- Æj se� :  
относительно точки 0.

Предложенное определение корректно, то есть 
степень не зависит ни от выбора подпростран-
ства E0 , ни от выбора e -аппроксимации se  
(см. [3]).

Нам потребуются некоторые свойства вве-
денной выше характеристики. Это стандартные 
свойства в теории степени, но для данных клас-
сов отображений они нигде ранее не были из-
ложены, поэтому приведем их здесь.

Теорема 2. (Аддитивная зависимость сте-
пени от области). Пусть ¢U  и ¢¢U  — непересе-
кающиеся открытые подмножества U  и 
( , , )A G U  — компактная тройка такая, что 

 Coin A G U U U( , ) ( \ ( )) .∩ ¢ » ¢¢ = Δ  

Тогда 

 
Deg A G U

Deg A G U Deg A G U

( , , )

( , , ) ( , , ).

=

= ¢ + ¢¢
 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  м н о ж е с т в а 
P U U U= ¢ » ¢¢\ ( )  выполнены условия теоремы 
1. Поэтому существует конечномерное подпро-
странство E X0 ( )Œ E  такое, что для любого 
E E… 0 , E XŒ E( )  верно:

 Coin A G U U UE E E E E( , ) ( \ ( )) ,« ¢ » ¢¢ = Δ  

где ¢UE , ¢¢UE  обозначают как обычно области 
¢ «U E  и ¢¢ «U E  в конечномерном подпро-

странстве E .
Из последнего равенства и леммы 4 следует, 

что при достаточно малом e > 0 : 

 
для любого

( )( ) 0

\ ( ),

E E

E E E

A x

x U U U

ej s- π

Œ »¢ ¢¢

�
 

где s ee Œa UE
( | , )S .

По свойствам конечномерной степени име-
ем:

deg( , , )

deg( , , ) deg( , ,

A U

A U A U

E E E

E E E E E E

- =

= - ¢ + - ¢¢

j s

j s j s

e

e e

�

� �

0

0 00).
С другой стороны, из конструкции опреде-

ления степени компактных троек вытекает, что 
степень, стоящую в левой части последнего 
равенства, можно использовать для вычисления 
Deg A G U( , , ),  а степени из правой части — для 
определения Deg A G U( , , )¢  и Deg A G U( , , )¢¢  соот-
ветственно. Отсюда и следует требуемое равенс-
тво. �  

Покажем теперь, что рассмотренная нами 
характеристика является топологическим ин-
вариантом.

Определение 11. Две компактные тройки 

 и0 0 0 0 1 1 1 1( , , )  ( , , )A G U A G Uj j= S = S� �  

называются гомотопными, если выполнены 
следующие условия:

h1) существует отображение �A U: [0,1]¥ Æ  
X *Æ , удовлетворяющее условию a ( )( )t U∂  (это 

означает, что для любых последовательностей 
u U tn nŒ ∂ Œ, [0,1]  из u un ⇀ 0  и 

n
n n nA u t u u

Æ•
· - Ò £lim ( , ),�

0 0   

следует u un Æ 0 ), причем 

Е. С. Барановский
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 � �A A A A(, ) , ( , ) ,◊ = ◊ =0 10 1  

и для любых последовательностей tn Œ[0,1],  
u Un Œ  из u un Æ ,0  t tn Æ 0  следует � ⇀A u tn n( , )  
⇀ �A u t( , )0 0 .

h2) Существуeт многозначное отображение 
�S Œ ¥J U Z( [0,1], )  такое, что 

 � �S S S S(, ) , ( , ) ,◊ = ◊ =0 10 1  

и однозначное непрерывное �j : [0,1] *Z X¥ Æ  
такое, что 

 � �j j j j(, ) , ( , ) ,◊ = ◊ =0 10 1  

h3)  для многозначного отображения 
�G U K X: [0,1] ( )*¥ Æ  заданного по правилу 

 � � �G x t x t t x t U( , ) ( ( , ), ), ( , ) [ , ],= Œ ¥j S  0 1

множество �G U( [0,1])¥  относительно компак-
тно,

h4)  множество Coin A G U( , ) ( [ , ])� � « ∂ ¥ 0 1  
пусто, где 

 Coin A G x t U A x t G x t( , ) {( , ) [ , ] : ( , ) ( , )}.� � � �= Œ ¥ Œ0 1  

Гомотопность троек мы будем обозначать 
( , , ) ( , , ).0 0 1 1A G U A G U∼  

Теорема 3. Пусть ( , , ) ( , , )0 0 1 1A G U A G U∼ . 
Тогда 

 Deg A G U Deg A G U( , , ) = ( , , ).0 0 1 1  

Доказательство. Гомотопность компактных 
троек означает, что выполняются условия 
h1)—h4) из определения 11. На основе условия 
h4) аналогично теореме 1 доказывается сущес-
твование такого E X0 ( )Œ E , что для любого 
E E… 0 , E XŒ E( )  верно: 

 Coin A G UE E E( , ) ( [0,1]) = ,� � ∩ ∂ ¥ Δ  (11)

где � � �A AE E= p ,  � � �G GE E= p  и � �AG,  определены 
в h1) и h3) соответственно.

Заметим, что для мультиотображения 
�S | [0,1]UE ¥  определенного в h2) выполнены все 
условия леммы 5, а значит для любого e > 0  
найдется � �s ee Œ ¥a UE

( | , ).[0,1]S

Обозначим s se ei i= (, ),� ◊  i = 0,1  и отметим, 
что при достаточно малом e > 0  эти отображе-
ния можно использовать в качестве непрерыв-
ных аппроксимаций мультиотображений 
�S S| [0,1] (, ) = |

UE
i UE

i¥ ◊  (см. лемма 3 (III)) в оп-

ределении Deg A G Ui i( , , ),  i = 0 1, ,  а значит 

 Deg A G U A Ui i iE iE i E( , , ) deg( , , ),= - j s e� 0  

где A A iiE E i iE E i= = =p j p j� �, , , .  0 1
Поэтому, для того чтобы доказать теорему, 

достаточно установить,что 

 
deg( , , )

deg( , , ).

A U
A U
E E E

E E E

0 0 0

1 1 1

0

0

- =
= -

j s
j s

e

e

�

�
 (12)

Рассмотрим семейство отображений 
�H U EtE E: ,Æ  

 
� � � �H x A x t x t t

x t U

tE E E

E

( ) ( , ) ( ( , ), ),

( , ) [ , ],

= -

Œ ¥

j se

0 1
 

где � �A,j  определены в условиях h1), h2).
Легко заметить, что 

 � �H x A x x iiE iE iE i( ) = ( ) ( ), = 0,1.- j s e   (13)

Кроме того, из равенства (11) и леммы 4 
следует, что 

 Coin A UE E E( , ) ( [ , ]) ,� � � � ∩j se ∂ ¥ = Δ0 1  

а значит �H xtE ( ) 0π  для всех x U tEŒ ∂ Œ, [0,1].
По свойствам конечномерной степени 

 deg H U deg H UE E E E( , , 0) = ( , , 0).0 1
� �  (14)

Подставляя в равенство (14) выражения для 
�HiE  из равенств (13), мы убедимся в справед-

ливости (12), что и доказывает теорему. �  
Одно из важнейших свойств степени вклю-

чений сформулировано в следующей теореме.
Теорема 4. Если ( , , )A G U  — компактная 

тройка и Coin A G( , ) = Δ , то 

 Deg A G U( , , ) = 0.  

Доказательство. Для множества P U=  
выполнены все условия теоремы 1. Поэтому 
существует пространство E X0 Œ E( )  такое, что 
для любого E E E X… Œ0, ( )E  верно 

 Coin A G UE E E( , ) = .« Δ  

Применив лемму 4 к нашему случаю, полу-
чим, что при достаточно малом e > 0 : 

 для любого( )( ) 0 ,E E EA x x Uej s- π Œ�  

где s ee Œa
E

( | , ).S S
Из свойств конечномерной степени и опре-

деления 10 имеем 

 Deg A G U A UE E E( , , ) deg( , , ) .= - =j se� 0 0  

Теорема доказана. �
Из последней теоремы вытекает признак 

разрешимости включения A x G x( ) ( )Œ .
Теорема 5. Пусть ( , , )A G U  — компактная 

тройка и Deg A G U( , , ) 0.π  Тогда множество 
Coin A G( , )  непусто.

В качестве примера применения теорем 3  и 
5  приведем следующий результат.

Теорема 6. Пусть A X X: *Æ  нечетный деми-
непрерывный оператор. Пусть A  удовлетворяет 
условию a  на каждом ограниченном подмножест-

О применении топологической степени к изучению структуры множества решений ...
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ве пространства X.  Предположим также, что 
G CJ X X= ( , ),*j � S Œ  множество G( )W  отно-
сительно компактно для любого ограниченного 
W Ã X  и множество решений однопараметричес-
кого семейства операторных включений: 

 A x G x( ) ( ), [ , ]Œ Œl l 0 1  

априори ограничено. Тогда Coin A G( , ) .π Δ
Доказательство. Из условий теоремы сле-

дует, что существует шар B Ã X  с центром в 
нуле, граница которого ∂B  не содержит реше-
ний включения A x G x( ) ( ).Œ l

Р а с с м о т р и м  м у л ь т и о т о б р а ж е н и е 
Ĝ X: [0,1] ,*B ¥ Æ  заданное с помощью ра-
венств: 

 
ˆ( , ) ˆ( ( ), ),

ˆ( , ) ( ), ( , ) [ , ].

G x t x t
z t t z z t

=
= Œ ¥

j
j j

S
 B 0 1

 

Нетрудно видеть, что эти отображения удов-
летворяют условиям определения 11, а значит 
компактные тройки ( , , )A G B  и ( , 0, )A B  гомото-
пны. Из теоремы 3 вытекает, что 

 Deg A G Deg A( , , ) ( , , ).B B= 0  

Bычисление степени тройки ( , 0, )A B  сво-
дится к вычислению степени нечетного отобра-
жения A  множества B  относительно 0 *ŒX  (в 
смысле определения степени отображений клас-
са a , см. [1] ). В этом случае степень равна 
нечетному числу (cм. [1], теорема 4.5 ).

Из нечетности Deg A( , 0, )B  и равенства 
Deg A G Deg A( , , ) = ( , 0, )B B  в ы т е к а е т ,  ч т о 
Deg A G( , , ) 0.B π

Применив теорему 5 к нашей ситуации, 
можно сделать вывод о том, что множество 
Coin A G( , )  непусто. Теорема доказана. �

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА МНОЖЕСТВА 
РЕШЕНИЙ

Теорема 7. Пусть ( , , )A G U  — компактная 
тройка. Тогда множество Q Coin A G= ( , )  ком-
пактно.

Доказательству этой теоремы предпошлем 
следующую лемму.

Лемма 6. Пусть D  — открытое ограничен-
ное подмножество рефлексивного банахова про-
странства X . Пусть A D X: *Æ  деминепре-
рывно и удовлетворяет условию a( )D . Тогда A  
является собственным отображением, то есть 
для любого компакта K XÃ *  множество 
A K x D A x K- Œ Œ1( ) = { : ( ) }  компактно в X .

Доказательство. Пусть K XÃ *  — компак-
тное множество. Покажем, что A K-1( )  компакт-
но в X.

Возьмем произвольную последовательность 
v A Kn Œ -1( ) . Это означает, что A v Kn( ) Œ . Поэто-
му без ограничения общности можно считать, что 
A vn( )  сходится к некоторому k K A v knŒ Æ: ( )  
при n Æ • .

Известно, что в случае рефлексивного бана-
хова пространства из любой последовательнос-
ти элементов ограниченного множества можно 
выделить слабо сходящуюся подпоследователь-
ность (см. [10]). Поэтому, переходя (если это 
нужно) к подпоследовательности будем считать, 
что v vn ⇀ 0  при n Æ • .

Далее вычислим lim
n n nA v v v

Æ•
· - Ò( ), 0 . Нетруд-

но видеть, что имеет место представление: 

 · - Ò = · - - Ò + · - ÒA v v v A v k v v k v vn n n n n( ), ( ) , , .0 0 0  

При этом оба слагаемых в правой части ра-
венства сходятся к нулю: первое — из-за сходи-
мости A vn( )  к k , а второе — из-за слабой схо-
димости vn  к v0 . Поэтому 

 lim .
n n nA v v v

Æ•
· - Ò( ), = 00  

Вспоминая, что отображение A  удовлетво-
ряет условию a( )D , мы получим, что 

 где0 .nv v D nÆ Œ Æ •  

Таким образом, из произвольной последо-
вательности элементов A K-1( )  мы выделили 
сходящуюся подпоследовательность. Остается 
только показать, что предел этой подпоследова-
тельности v0  принадлежит A K-1( ) .

Действительно, из деминепрерывности отоб-
ражения A  и сходимости v vn Æ 0  следует, что 
A v A vn( ) ( )0⇀ . С другой стороны A v k Kn( ) ,Æ Œ  
а значит в силу единственности предела имеем 
A v k( ) = .0  Поэтому v A K0

1( )Œ - . Лемма доказа-
на. �

Доказательство теоремы 7. Множество 

K G U= ( )  компактно. Из леммы 6 и включения 
Q A KÃ -1( )  следует относительная компакт-
ность множества Q.

Теперь для доказательства теоремы доста-
точно установить замкнутость Q . Пусть x Q0 Œ . 
Тогда найдется последовательность x Qn Œ ,  
x xn Æ 0  при n Æ • .

Поскольку A x G x Kn n( ) ( ) ,Œ Ã  то без ограни-
ч е н и я  о б щ н о с т и  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о 
A x y Xn( ) .0

*Æ Œ  C другой стороны, из деми-
непрерывности оператора A  вытекает, что 
A x A xn( ) ( ).0⇀  Поэтому, в силу единственности 
предела, y A x0 0= ( ).

И з  у с л о в и й  x xn Æ 0,  A x A xn( ) ( ),0Æ  
A x G xn n( ) ( )Œ  и полунепрерывности сверху 

Е. С. Барановский
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мультиотображения G  cледует (cм. [2], теоре-
мы 1.2.24; 1.2.29), что A x G x( ) ( )0 0Œ , то есть 
x Q0 .Œ  Теорема доказана. �  

При изучении структуры множества решений 
различных классов уравнений важную роль иг-
рает принцип связности, доказанный М. А. Крас-
носельским и А. И. Перовым для однозначных 
вполне непрерывных отображений (см. [11]). 
Обобщение этого принципа на случай многознач-
ных отображений доказано в работе [12].

В следующей теореме предлагаются, условия 
при которых множество решений включений 
вида A x G x( ) ( )Œ  обладает свойством связности.

Теорема 8. Пусть ( , = , )A G Uj � S  — ком-
пактная тройка и Deg A G U( , , )  0.π  Пусть для 
любого e > 0  и любой точки x Q Coin A G1 = ( , )Œ  
существует компактная тройка ( , , ), 1 , 1

A Ux xe ej r� ,  
где re, 1

:x U ZÆ  непрерывное однозначное отоб-
ражение, такая, что выполнены следующие 
условия:

d1) множество Q Coin Ax x xe e ej r, , ,( , )
1 1 1

= �  
связно,

d2) существует точка y Q xŒ e, 1
, для которой 

y x- 1 < e  
и для отображений �A xe, 1

,  и �G xe, 1
, заданных фор-

мулами 

 
�

�

A x t t A x tA x

G x t t x t

x x

x

e e

e j r

, ,

,

( , ) ( ) ( ) ( ),

( , ) (( ) ( )
1 1

1

1

1

= - +

= - +S ee, ( )),x x
1

 

справедливы свойства:
d3) множество �G Uxe, 1

( [0,1])¥  относитель-
но компактно,

d4) множество S x U A x tx xe e, 1 , 1
= { : ( , )Œ Œ�  

G x t txe, 1
( , ), [0,1]}Œ Œ�  лежит в e -окрестности 

множества Q.
Тогда множество Q Coin A G= ( , )  непусто, 

компактно и связно.
Доказательство. Непустота и компактность 

множества Q  вытекают из теорем 5 и 7 соответс-
твенно. Докажем связность этого множества. 
Для этого предположим противное. Тогда Q  
можно представить в виде Q P P= ,0 1»  где P P0 1,  
непустые замкнутые множества и P P0 1 = .« Δ

Пусть e > 0  такое число, что 

 U P U P U U P U Pe e e e( ) ( ) , ( ) ( ),0 1 0 1« = Δ … »  

где U P U Pe e( ), ( )0 1  обозначают e -окрестности 
множеств P0  и P1  соответственно.

В силу теоремы 2 справедливо равенство

 
Deg A G U

Deg A G U P Deg A G U P

( , , )

( , , ( )) ( , , ( )).

=

= +e e0 1

 

Следовательно, хотя бы одно из слагаемых 
в правой части равенства отлично от нуля. Для 
определенности пусть Deg A G U P( , , ( )) 0.0e π  
Рассмотрим произвольную точку x P1 1 Œ  и отоб-
ражения A xe, 1

 и re, 1x
, удовлетворяющие усло-

виям теоремы. Из условий d3), d4) вытекает, что 
к о м п а к т н ы е  т р о й к и  ( , , ( ))0A G U Pe  и 
( , , ( )), 1 , 1 0A U Px xe e ej r�  гомотопны. Тогда

Deg A G U P Deg A U Px x( , , ( )) ( , , ( )) .,e e e ej r0 1 1 0 0= π�
Из теоремы 5 следует, что 

 Q U Pxe e, 1 0( ) .« π Δ  

C другой стороны, по условию d2)  мы имеем, 
что 

 Q U Pxe e, 1 1( ) .« π Δ  

Кроме того, так как 

 Q S U Q U Q U P U Px xe e e e e e, , ( ), ( ) ( ) ( ),
1 1 0 1Ã Ã = »  

то получаем, что множество Q xe, 1
 является 

несвязным. Полученное противоречие (см. ус-
ловие d1)) и доказывает теорему. �

Следствие. Пусть ( , = , )A G Uj � S  — ком-
пактная тройка и 

 Deg A G U( , , ) 0.π  

Предположим, что для всякого x UŒ  мно-
жество S( )x  выпукло и отображение j : *Z XÆ  
компактно, то есть образ j( )Z  относительно 
компактен в X *.  Если для любого d > 0  и любой 
точки x Q Coin A G1 = ( , )Œ  существует отобра-
жение s dd , 1

( , )x aŒ S  такое, что
s1) множество Q Coin Ax xd dj s, 1 , 1

= ( , )�  связ-
но,

s2) существует точка y Q xŒ d , 1
, для которой 

y x- 1 < d ,
тогда множество Q Coin A G= ( , )  непусто, ком-
пактно и связно.

Доказательство. Зафиксируем произволь-
ные e > 0  и x Q1 .Œ  Покажем, что при достаточ-
но малом d > 0  для компактной тройки 
( , , ), 1
A Uxj sd�  выполнены все условия преды-

дущей теоремы. Справедливость условий 
d d1)  3)-  очевидна. Поэтому для доказательства 
утверждения достаточно установить, что мно-
жество 

 
S x U A x t x

t x t

x

x

d

d

j

s

, 1

, 1

= : ( ) ((1 ) ( )

( )), [0,1]

Œ Œ -{ +

+ Œ }
S

 

лежит в e -окрестности множества Q,  если 
d > 0  достаточно мало.

Предположив противное, мы будем иметь 
последовательности s ddn nx a, ( , )

1
Œ S , dn > 0 , 

О применении топологической степени к изучению структуры множества решений ...
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dn Æ 0;  x Un Œ ,  y xn nŒ S( ),  t tn Æ Œ0 [0,1],  
n = 2, 3,...  такие, что 

 A x t y t x xn n n n n n( ) (( ) , ( )),= - +j sd1
1

 (15)

 x O Qn œ e( ).  (16)

Рассмотрим множества 

 X x Y A x Y y
n

n
n

n
n

n1 1 2= = =∪ ∪ ∪, ( ), .   

Нетрудно видеть, что 

 X A Y Y Z Y X1
1

1 1 2 1Ã Ã Ã- ( ), ( ), ( ).  j S  

Из этих вложений и условия относительной 
компактности множества j( )Z , из леммы 6 и 
теоремы о компактности образа полунепрерыв-
ного сверху мультиотображения (см. [2], теоре-
ма 1.2.35) следует, что множества X1  и Y2  отно-
сительно компактны. Поэтому без ограничения 
общности будем предполагать, что x xn Æ 0 , 
y yn Æ 0.  Кроме того, y xn nŒ S( ),  а значит 
y x0 0( )Œ S  (см. [2], теоремы 1.2.24; 1.2.29).

Из леммы 3, I) следует, что отображения 
sdn x X, 1 1

|  определяют последовательность g n  — 
аппроксимаций отображения S |

1X  с g n Æ 0 . 
Следовательно, 

 ( , ( )) ( )., 1 |
1

x x On n x n n X
sd gŒ GS  

График полунепрерывного сверху отобра-
жения j � S |

1X  есть компактное множество (см. 
[2]). Поэтому мы можем предположить без ог-
раничения общности, что 

 где* * |1 1
( , ( )) ( , )   ,,n nn X
x x x y nxds SÆ Œ G Æ •  

В силу единственности предела x x* 0= ,  а 
значит y x x* * 0( ) = ( ).Œ S S

Переходя в равенстве (15) к пределу при 
n Æ •,  имеем 

 A x t y t y( ) (( ) ).*0 0 0 01= - +j  

Вспоминая, что y y x0 * 0, ( )Œ S  и S( )0x  — вы-
п у к л о е  м н о ж е с т в о ,  м ы  п о л у ч и м 
(1 ) ( )0 0 0 * 0- + Œt y t y xS  и A x x( ) ( ),0 0Œj � S  то 
есть x Q0 .Œ  Это включение вместе с сходимос-
тью xn  и x0  противоречит соотношению (16). 

Полученное противоречие и доказывает следс-
твие. �
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