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УДК 517.977 

НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА 
ДЛЯ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО ИМПУЛЬСНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Н. Г. Павлова

Российский университет дружбы народов

В статье исследуется управляемая система с импульсными управлениями в окрестности анор-
мальной точки. Вводится понятие 2-нормальности, которое играет большую роль при выводе 
необходимых условий первого и второго порядка для задачи оптимального управления. В 
статье приводятся достаточные условия 2-нормальности. Получены достаточные условия экс-
тремума для 2-нормальных траекторий.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу оптимального импуль-
сного управления 
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Здесь t t tŒ[ , ]1 2  — время, t t1 2<  заданы, x  — фа-
зовая переменная, принимающая значения в 
n -мерном арифметическом пространстве 	n , 
u u u um

m= ( , , , )1 2 … 	Œ  — управление, f  — n -
мерная, g 0  — k -мерная, G  — n k¥ -мерная, а 
W  — w -мерная вектор-функции (k n m w, , ,  — 
натуральные числа), W0  и f 0  — скалярные 
функции. Функции W0  и W  предполагаются 
дважды непрерывно дифференцируемыми, 
функции f 0  и f  — дважды дифференцируемы-
ми по x  и u  для п.в. t t tŒ[ , ]1 2 , а функции g 0  и 
G  — непрерывными.

Положим 
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где K kÕ 	  — заданный острый1 выпуклый 
замкнутый конус, K 0  — его полярный. Други-
ми словами, m  — k -мерная мера Бореля, такая, 

© Павлова Н. Г., 2007
1 Выпуклый конус называется острым, если он не 

содержит ненулевых подпространств. Пустое множество 
также условимся считать острым конусом.

что m( )B KÃ  для любого борелевского множес-
тва B.

В качестве класса допустимых управлений 
рассматривается множество пар ( , ) : ,u m m Œ K  
u L t tmŒ • [ , ].1 2

Тройка ( ( ), ( ), ( )), [ , ],1 2x t u t t t t tm  Œ  называет-
ся допустимым процессом, если ( ( ), ( ))u ◊ ◊m  — до-
пустимое управление, а x( )◊  — соответствующее 
ему решение уравнения (2), удовлетворяющее 
концевым ограничениям (3), (4): 
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Определение 1. Допустимый процесс 
( , , )ˆ ˆ ˆx u m  называется конечномерным миниму-
мом, если для любого содержащего точку û  
конечномерного подпространства R L t tmÃ • [ , ]1 2  
процесс ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  является локальным миниму-
мом в задаче (1)—(4) с дополнительным огра-
ничением u R( )◊ Œ .

О п р е д е л и м  н а  м н о ж е с т в а х 
	 	 	 	 	n m n¥ ¥ ¥ ¥1 1  и 	 	2 1n w¥ +  гамильто-
ниан и малый лагранжиан по формулам 
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Здесь l 0 1Œ 	 , l1 Œ 	w , а y  — n -мерный век-
тор-столбец. Пусть ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  — заданный допус-
тимый процесс.

Определение 2. Процесс ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  удовлетво-
ряет уравнению Эйлера—Лагранжа, если су-
ществует такой вектор l π 0 , что l 0 0≥  и для 
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вектор-функции y , являющейся решением 
задачи Коши 
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имеет место 
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Здесь ˆ
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 — производная Радо-

на—Никодима, ˆ ˆx x t1 1= ( ) , ˆ ˆx x t2 2= ( ) .
Обозначим через L( , , )ˆ ˆ ˆx u m  множество век-

торов l , которые отвечают заданной экстрема-
ли ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  в силу уравнений Эйлера—Лагран-
жа.

Если конус L  не содержит элемент вида 
(0, )1l  (т.е. элемент с l 0 = 0 ), то задача назы-
вается нормальной. В противном случае задачу 
называют анормальной и для нее необходимые 
условия первого порядка выполняются триви-
ально.

Для формулировки условий второго поряд-
ка для произвольного минимизируемого функ-
ционала процесса ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  введем в рассмотре-
ние систему уравнений в вариациях 
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Здесь d dm mu L t tmŒ Œ• [ , ], (ˆ),1 2  TK  а решение 
уравнения в вариациях должно удовлетворять 
условию 
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Пусть l mŒ L( , , )ˆ ˆ ˆx u .  На пространстве 
X L t tn m= [ , ]1 2

*	 �¥ ¥•  троек ( , , )z d dmu  опреде-
лим квадратичную форму Wl  формулой 
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Здесь и далее dx  — соответствующее ( , )d dmu  
решение системы уравнений в вариациях (7) с 
начальным условием d zx t( ) =1 .

Через �X  обозначим линейное подпро-
странство X , состоящее из всех тех ( , , )z d dmu , 
что решение системы (7) dx  удовлетворяет 
граничным условиям (8). Для произвольного 
целого неотрицательного числа r  через 
L Lr r x u= ( , , )ˆ ˆ m̂  обозначим множество тех 
l mŒ L( , , )ˆ ˆ ˆx u , для которых индекс сужения 
формы Wl  на подпространство �X  не превыша-
ет r .

Пусть F  — фундаментальная матрица сис-
темы уравнений в вариациях (7), т.е. F  явля-
ется решением однородной системы 
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где I  — единичная матрица. Обозначим через d  
размерность ядра блочной матрицы ( )1
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Следующая теорема дает необходимые усло-
вия минимума второго порядка.

Теорема 1.(см. [1]). Пусть допустимый про-
цесс ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  является конечномерным миниму-
мом в задаче (1)—(4). Тогда Ld π Δ  и для лю-
бых ( , , )z d dmu XŒ � , таких, что 
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имеет место 
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Отметим, что если экстремаль ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  анор-
мальна (т.е. d > 0 ) и конус conv dL  не является 
острым, то условие (9) содержательной инфор-
мации не несет.

2. 2-НОРМАЛЬНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Для управляемой системы (2)—(4) опреде-
лим гамильтониан и малый лагранжиан по 
формулам 
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Для допустимого процесса ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  обозна-
чим через F( , , ) =ˆ ˆ ˆx u Fm  множество тех l1 Œ 	w , 
l1 0π , для которых существует абсолютно не-
прерывная вектор-функция y y

l
= ()1 ◊ , явля-

ющаяся решением задачи Коши 
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такая, что 
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на—Никодима, ˆ ˆx x t1 1= ( ) , ˆ ˆx x t2 2= ( ) .
Предположим, что F π Δ . Для l1 ŒF  оп-

ределим на �X  квадратичную форму форму-
лой 
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Д л я  н а т у р а л ь н о г о  ч и с л а  r  ч е р е з 
F F2, 2,( , , ) =r rx uˆ ˆ m̂  обозначим множество тех 
l1 Œ F , для которых индекс сужения формы 
�W

l1  на подпространство �X  не превышает r .
Определение 3. Допустимый процесс 

( , , )ˆ ˆ ˆx u m  называется 2-нормальным, если конус 
conv x urF2, ( , , )ˆ ˆ m̂  является острым.

3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
2-НОРМАЛЬНОСТИ

Предположим, что рассматриваемое управ-
ление û t( )  является кусочно-гладким, т.е. име-
ет на отрезке [ , ]1 2t t  конечное число p  точек 
разрыва t t1, ,… p , и на каждом из отрезков 
[ , ]1t ti i+  оно бесконечно дифференцируемо.

Определим векторные поля �f x t( , )  и �f x tui
( , )  

на 	n+1  формулами: 
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Положим b t ad f f x ts
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Обозначим через Bs t( )  ( )n m¥ -матрицу со столб-

цами, полученными из bs
i  удалением ( 1)n + -й коорди-

наты. Для целого s ≥ 0  рассмотрим систему уравнений 
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Через �Xs  обозначим линейное подпро-
странство X , состоящее из всех тех ( , , )z d dmu , 
что решение системы (11) dx  удовлетворяет 
граничным условиям (8). Для целого s ≥ 0  на 
пространстве �Xs определим квадратичную фор-
му 
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Положим 
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Здесь DM M Mt t t= ( 0) ( 0)+ - -  — скачок мат-
рицы M  в точке t , а через indQ  обозначен 
индекс квадратичной формы, определяемой 

Необходимые и достаточные условия экстремума для задач оптимального импульсного управления 
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симметричной матрицей Q . Отметим, что все 
матрицы, входящие в (12), симметричны.

Теорема 2. (Достаточные условия 2-нор-
мальности.) Пусть для некоторого r  конус 
convF r2,  не является острым. Тогда существует 
такое l 1

2,ŒF r , что для любого целого s ≥ 0  
выполняются условия:

1) для решения сопряженного уравне-
ния (10) y , соответствующего вектору l 1 , 
имеет место 
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= =
=
Â0

1

1 1 2

m

xx W x x

H x u t a x t u a x t
i

m

i i

2 1 2

0
1

0, ( , ) ;

( , , , ) , ( , ) , ( , ) .

 =
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=
Ây y y

 (14)

Рассмотрим допустимый процесс ( , , )ˆ ˆx u dm . Не 
теряя общности, будем считать, что û t( ) 0∫ . Для 
него система уравнений в вариациях имеет 
вид 

d x t A t x t dt

B t u t dt G t d t

W
x

x

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ),

(ˆ , ˆ

d d

d dm

= +

+ +

∂
∂ 1

1 xx x t
W
x

x x x t2 1
2

1 2 20 0) ( ) , (ˆ , ˆ ) ( ) .d d= ∂
∂

= 

 (15)

Здесь d dm mu L t tmŒ Œ• [ , ], ( )1 2  TK ˆ ; 

 
A t

a x t t
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B t b t b t

b a x t t

m

i
i

( )
( (̂ ), )

, ( ) ( ( ), , ( )),

( (̂ ), ).

= ∂
∂

= º

=

0 1 

Для произвольного l1
2,ŒF r  положим 

 
D t
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l
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Тогда 
�

�

W
l
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1 2
2 1 2 1 2

( , , )

( , )
(ˆ , ˆ , )( ( ), ( )),(

u

l
x x

x x x t x t x

=

= ∂
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, * , ,

t x t

t
D x x C x u dt

t

1 2

1

2

1 12

d

d d d d
l l

+

+ < > + < >( )Ú
где dx  — решение системы уравнений в вари-
ациях (15) с начальным условием d zx t( ) =1 .

Предположим, что матрицы A t B t( ), ( ),  
C t D t( ), ( )1 1l l

 и все их производные могут иметь 
на отрезке [ , ]1 2t t  скачки лишь в конечном числе 
p  точек t t1, ,… p .

Обозначим через �X  линейное подпространс-
тво тех ( , , )z d dmu XŒ ,  для которых выполняют-
ся терминальные ограничения из (15).

Предположим, что конус convF r2,  не являет-
ся острым. Тогда по теореме Каратеодори сущес-

твуют такие li rF1
2, ,Œ  i k= 1, 1+ , что 

i

k
i=1

1 1 = 0
+Â l . 

Следовательно, 0 =1
1

=1
1π -+ Âl lk i

k
i , откуда 

� �W W
l l

z d dm z d dm
k i

k

i
u u

+
-Â

1
1 =1 1( , , ) = ( , , ) . Но ind

i

�W
l1 £  

r i£ "  и поэтому в �X  существует такое подпро-
странство Y0 , что codimY r ks £ +( 1)  и 
�W

l
z d dm z d dm l l1 0

1
1

1( , ) = 0 ( , , ) , = .u u Y k  " Œ +  (16)

Преобразуем форму W
l1  по Гоху в силу 

системы (15). При этом для удобства в матри-
цах-функциях C , D , квадратичной форме �W  
и т.д. в дальнейшем нижний индекс l 1  будем 
опускать.

Введем новые переменные �v u= ,d  v t( ) = 0,1  
x = x Bv- . Функции x  и v  принадлежат про-
странствам �W n

•,1  и �W m
•  соответственно и удов-

летворяют соотношениям 

 
d t A t t dt A t B t

B t v t dt G t d t

x x

dm

( ) = ( ) ( ) ( ( ) ( )

( )) ( ) ( ) ( )( ),

+ -

- +�
 (17)
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W
x

x x t

W
x

x x t B t v t

1
1 2 1

2
1 2 2 2 2

0

0

(ˆ , ˆ ) ( ) ,

(ˆ , ˆ )( ( ) ( ) ( )) .

x

x
 (18)

Здесь �W n
•,1  — пространство n -мерных функций, 

имеющих кусочно-липшицеву первую произ-
водную, а �W m

•  — пространство m -мерных ку-
сочно-липшицевых функций.

Тогда 

Н. Г. Павлова



109ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2007, № 1

 

� �W W

D

( , , ) ( , , , )

( , , , ) ( ) (*

z d dm z d dm

w z d dm tt

u u v

u v C B v
i

q

i i

= =

= + <
=
Â

1

)), ( )

( ), ( ))

( ), ( ) ( ))

v

C v

t C t v t

i

i

q

i i i

t

x t t

x

t

> +

+ < > +

+ < >
=
Â2
2

1

2 2 2

D

D ++

+ < >C t B t v t v t*( ) ( ) ( ), ( )) .2 2 2 2

 

Здесь 
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* *
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 = -

= - + + -1 2 � �

  (19)

Отметим, что преобразование Гоха не меня-
ет индекса квадратичной формы.

В силу необходимых условий конечности 
индекса формы w  на �X  ([2]) выполняется 

 V t t Q t Q t Q t t( ) ; ( ) ( ) , ( ) .*= " = ≥ "0 0    � �  (20)

Первое из этих условий называется услови-
ем Гоха, а второе — обобщенным условием 
Лежандра.

Из условий (20) следует, что при j = 1  
все матрицы, входящие в (12), симметричны 
и что квадратичная форма (19) не зависит 
явным образом от du . Учитывая это, перей-
дем от формы w  к новой квадратичной фор-
ме �W(1) ,  зависящей только от  ( , , )z dmv Œ 

/ (ˆ , ˆ ) ,
*Ker W x x x W mŒ ∂ ∂ ¥ ¥•1 1 2 1

� �  и определяемой 
формулой 
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�

W 1
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1 2
2 2 1 2

( , , ) =

( , )
( , , )( ( ), ( )),( (

( )

= ∂
∂

z dm

s l d d d

v

l
x x

x x t x t xˆ ˆ tt x t
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t
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, 2 , , .

d

x x x
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+ + +( )Ú
Несложно показать, что при выполнении ус-
ловий (20) концевое значение нового управ-
ления v t( )2  можно положить равным нулю. 
Поэтому вместо системы (17)—(18) рассмот-
рим систему 

 
d t A t t dt A t B t
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x x
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= + -

- +�
 (21)
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Далее, применяя условие Лежандра к фор-
мам �W(1)  и - �W(1) , получаем 

 Q t t( ) = 0 . �"  (23)
Тогда 
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В силу того, что пространство �W m

•  плотно в 
Lm

• , будем считать, что форма �W(1)  определена 
на пространстве Ker W x x x Lm∂ ∂ ¥ ¥•/ ( , )1 1 2

*ˆ ˆ � . 
При этом вернемся к старым обозначениям и 
вместо x  и v  снова будем писать dx  и du  соот-
ветственно.

В [2] доказано неравенство 
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i
C B

C t B t
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из которого учитывая, что ind r�W £ , имеем

 g t(1) = ( ) ( ) ( )
=1

* *
2 2i

q

i
C B C t B t rÂ + £ind indD . 

Непосредственное дифференцирование 
приводит к формулам: 

 
V t

u
d
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H
u

x t u t t t

Q t
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Из этих равенств в силу (20) вытекает справед-
ливость соотношений (13) при s = 1,2 . Опре-
делим векторные поля �a0  и �ai  на 	n+1  следую-
щим образом: 
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a col a x t i mi i

0 0 1

0 1
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( ( , ), ),

( ( , ), ), , . 
 

Введем новую управляемую систему 
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a
x

a
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 (25)

Необходимые и достаточные условия экстремума для задач оптимального импульсного управления 
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и выпишем для нее гамильтониан 
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Здесь и далее у полей ad a as
i( )0� �  удалена n + 1-я 

координата. Рассмотрим траекторию ( , 0, )ˆ ˆx m  
управляемой системы (25). Тогда сопряженная 
переменная y  для новой системы очевидно 
удовлетворяет сопряженному уравнению (10). 
Непосредственным дифференцированием в силу 
системы (10) для i m= 1,  получаем тождество 
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из которого вытекает, что 

∂ ∂ = -�H x t u t t t u d a x t t dti i
( )( (̂ ), (̂ ), , ( ))/ , ( (̂ ), ) / .1 y y  

Таким образом, гамильтонианы �H  и �H (1)  свя-
заны соотношениями 
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Отсюда следует, что квадратичная форма �W(1)  и 
система (21) являются соответственно квадра-
тичной формой и системой в вариациях для 
траектории ( , 0, )ˆ ˆx m  системы (24).

Применив преобразование Гоха к форме �W(1)  
в силу системы (21), получим форму �W(2) , также 
определенную на подпространстве, определяе-
мом соответствующей системой уравнений в 
вариациях.

Условие Гоха для формы �W(1)  показывает, что 
все матрицы, входящие в выражение (12) при 
j = 2 , симметричны. Из (24) получаем, что 
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откуда следует, что g (2) £ r . Далее, из (16) вы-
текает, что форма �W(1)  также обращается в нуль 

на подпространстве конечной коразмерности, 
откуда так же, как и выше, получаем 
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Из этого равенства в силу (26)—(27) следует, 
что 
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�( (̂ ), (̂ ), , ( )) ,y   

а это и есть условие (13) при s = 3 . Таким об-
разом, последовательно применяя преобразо-
вание Гоха для форм � � …W W(2) (3), ,  и т.д., завер-
шаем рассмотрение системы (14).

2. Вернемся к общей (не обязательно линей-
ной по управлению) управляемой системе 
( 2 ) — ( 4 ) .  О п р е д е л и м  о т о б р а ж е н и я 
a t ti

n n: [ , ] ,	 	¥ Æ1 2  i m= 0, ,  следующим обра-
зом: a x t f x u t0( , ) = ( , , ),ˆ  a x t f x u t ui i( , ) = ( , , )/∂ ∂ˆ  
" Œt t t i m[ , ], = 1,1 2  . Легко видеть, что система 
в вариациях и квадратичная форма �W

l1  для 
управляемых систем (14) и (2)—(4) совпадают 
и вместо системы (2)—(4) можно рассматривать 
систему (14) и тройки ( , 0, )ˆ ˆx m  для системы (14). 
При этом отображения a i mi( ), = 0,◊   зависят от 
t  кусочно-гладким образом. Теорема доказана.

4. БЛИЗОСТЬ НЕОБХОДИМЫХ 
И ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ 

ЭКСТРЕМУМА ДЛЯ 2-НОРМАЛЬНЫХ 
ПРОЦЕССОВ

Важнейшей характеристикой необходимых 
условий второго порядка является величина 
"зазора" между ними и достаточными условия-
ми второго порядка. Оказывается, что в 2-нор-
мальном случае указанный "зазор" является 
минимально возможным применительно к не-
обходимым условиям из теоремы 1.

Определение 4. Концевые ограничения (4) на-

зываются регулярными, если rank
W

x x
x x w

∂
∂

=
( , )

(ˆ , ˆ ) .
1 2

1 2

Теорема 3. Предположим, что допустимый 
процесс ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  является 2-нормальным для 
задачи (1)—(4) и для него выполняются необхо-
димые условия второго порядка из теоремы 1.

Предположим также, что концевые ограни-
чения регулярны, матрица ∂ ∂f x t u t t u( ( ), ( ), )/ˆ ˆ  
имеет ранг m  при почти всех t  и существует 
непрерывная n -мерная вектор-функция q  та-

кая, что q q( ) ( ) 0 ( ) ( ) > 0 = 1,
=1

t G t t G t j k
i

n
i ij> "( )Â   

и q( ) ( ( ), ( ), ) 0t
f
u

x t u t t
∂
∂

∫ˆ ˆ  для п.в. t t tŒ[ , ]1 2 . Тог-
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да существуют такие вектор v wŒ 	  и вектор-
функция b( ) [ , ]1 2t L t tnŒ • , что для любого e > 0  
тройка ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  доставляет строгий конечно-
мерный минимум в следующей возмущенной 
задаче: 
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 (28)
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Œ
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 W x x v x x x x( , ) | ( , ) (ˆ , ˆ ) | , .1 2 1 2 1 2
2 0+ - = Œe m K  (30)

Доказательство. В силу 2-нормальности 
процесса ( , , )ˆ ˆ ˆx u m  конус conv x udL ( , , )ˆ ˆ m̂  является 
острым, поэтому его поляра Ld x u( , , ) 0ˆ ˆ m̂( )  имеет 
непустую внутренность.

Возьмем произвольное v int x udŒ ( )L ( , , ) 0ˆ ˆ m̂ . 
Р а с с м о т р и м  к о н у с  E e= {( , ) : 0,0 0l l ≥  
e l x x x= ( , , )/ }1 2 1l∂ ∂ˆ ˆ .  Покажем, что конус convE  
острый. Предположим противное. Тогда по те-
о р е м е  К а р а т е о д о р и  $ Œli iy= (0, )  

Œ ∂
∂Âm l

d i
ix u

l x x
x

( , , ) :
( , , )

= 01 2

1

L ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
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l
 где l l=

i iÂ , причем l 0 = 0,  

l π 0  в силу остроты конуса conv dL . Поэтому 
в силу (5) и (6) ∂ ∂l x x x( , , )/ = 01 2 2ˆ ˆ l , откуда в 
силу регулярности концевых ограничений 
l = 0 . Полученное противоречие доказывает 
остроту конуса convE .

Из остроты конуса convE  вытекает, что его 
поляра E 0  имеет непустую внутренность. Возь-
мем ( , ) ( )0 0l e int EŒ . Пусть ( , )0b b  — решение 
задачи Коши 
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Легко видеть, что ( ( ), ( )),( , ( ))0 0b b l yt t t- ∫  
=C∫ const  для любо го решения задачи (5). 

Действительно 

 

∂
∂

-

= ∂
∂

- ∂
∂

t
t t t

f
x

t t
f
x

t t

( ( ), ( )),( , ( )) =

( ), ( ) ( ) ( ), (

0 0

0
0

b b l y

l b b y tt

t
H
x

x t u t t t

)

( ), ( ( ), ( ), , ( )) = 0

+

+ ∂
∂

b yˆ ˆ

 

для любой вектор-функции y , являющейся 
решением (5).

Уменьшая по модулю ( , )0l e , добьемся того, 
чтобы | ( ) |< 10b t .  Тогда  l y b0 ( ), ( )- >t t  

l b y b l0 0 0 2 2( ) ( ), ( ) = ( ) 0> - + ≥ "t t t e t  д л я 
любого решения задачи (5). Кроме того, для 
решений системы (7)  если dx = 0 ,  то 
∂
∂

+f
u

x t u t t u t dt G t d t( ( ), ( ), ) ( ) ( ) ( )( ) = 0ˆ ˆ d dm . Поэто-

му из существования функции q  такой, что 

q( ) ( ) > 0t G t  и q( ) ( ( ), ( ), ) 0t
f
u

x t u t t
∂
∂

∫ˆ ˆ  для п.в. 

t t tŒ[ , ]1 2  вытекает, что для решений системы (7) 
если dx = 0 , то dm = 0 , а вследствие полноты 
ранга матриц ∂ ∂f x t u t t u( ( ), ( ), )/ˆ ˆ  и du = 0 . Тогда 
в силу (9) для возмущенной задачи (28)—(30) 
выполнены достаточные условия строгого ко-
нечномерного минимума ([3, теорема 7.2]). 
Теорема доказана. 
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