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ИССЛЕДОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
С УПРАВЛЯЮЩИМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

И. С. Максимова, В. Н. Розова 

Российский университет дружбы народов

Настоящая работа посвящена изучению управляемости линейных систем �x Ax B t u= + ( ) ,  где 
А

 
=

 
const, B t B t B t( ) cos sin ,= +1 2w w  t t TŒ[ , ].0

Управляющие воздействия имеют структуру указанного вида в задачах об оптимальных режи-
мах полета летательного аппарата с различными типами силовых установок (например, coswt  
и sinwt  могут характеризовать угол между вектором тяги и вектором скорости). 
Использование критериев управляемости общего вида позволило получить ряд необходимых 
и достаточных условий управляемости для поставленной задачи, сформулированных в виде 
соответствующих теорем. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим линейную неавтономную уп-
равляемую систему 

 �x A t x B t u= +( ) ( ) ,  (1)

где A t( )  — матрица размера n n¥ , B t( )  — матри-
ца размера n r¥ , x t Rn( ) Œ , u t Rr( ) ,Œ  A t C t T( ) [ , ],Œ 1

0  
B t C t T( ) [ , ],1

0Œ  t t TŒ[ , ],0  u V u t R ur( ) { ( ) | ( )◊ Œ = Œ ◊ Œ 
L t T[ , ]}.Œ • 0

Решением системы (1) при t t TŒ[ , )0  назы-
вается абсолютно непрерывная вектор-функ-
ция, удовлетворяющая почти всюду на [ , )0t T  
системе (1). Далее будем считать, что все равен-
ства и включения имеют место почти всюду на 
[ , )0t T . Известно, что при любой фиксированной 
функции u t V( ) Œ  задача Коши с условием 
x t x( ) = ,0 0  t t T0 0[ , )Œ  имеет на [ , )0t T  единствен-
ное решение, которое обозначим x t x t u( , , , ).0 0  
Фундаментальную матрицу решений системы 
�x A t x= ( )  обозначим X t( ).  

Отождествим множество линейных систем 
(1) с множеством пар матриц ( , )A B . Тогда,пара 
( , )A B  (или, что то же самое, система (1)) назы-
вается полностью управляемой на отрезке [ , ]0t T , 
если для любых x x Rn

0 1, Œ  найдется измеримое 
и ограниченное на [ , ]0t T  управление u t( ) , пере-
водящее систему (1) из состояния x0  в момент 
времени t0  в состояние x1  в момент T .

В данной работе исследуется управляемость 
системы (1) в случае, когда A const= ,  ограни-
чений на управление нет, т.е. значения управ-
ления u t( )  " Œt t T[ , )0  принадлежат Rr  без до-
полнительных условий и

 B t B t B t( ) cos sin ,= +1 2w w  (2)

где B1 , B2  — n r¥ -матрицы, B B const1 2, = .
Системы дифференциальных уравнений, 

описывающие основные динамические манев-
ры, характерные для двигателей малой тяги 
такие, как межпланетный перелет, удержание 
спутника в заданном шаровом слое, поворот 
плоскости орбиты спутника, имеют вид (1) с 
матрицей B t( )  (2). Управляющим воздействи-
ем является в таких случаях реактивное уско-
рение [1].

Сформулируем задачу:
Дана линейная управляемая система 

 �x Ax B t u= + ( ) ,  

где u t Rr( ) Œ , r n£ ,  x RnŒ ,  A  — матрица n n¥ ,  
элементы которой не зависят от t.  Матрица A  
имеет следующие собственные значения: l l1, ,..., k  
± ±ip ipr1, ..., ,  где pj π 0,  j r= 1, ,…  li RŒ ,  i k= 1,..., ,  
k r n+ 2 = .  B t n r( ) - ¥  — матрица вида (2). 
w, , = 1, ,p j rj …  — заданные действительные 
числа.

Задача:
Найти условия на матрицы A  и B1 , B2  при 

которых система (1) будет полностью управля-
ема на [0, ].T

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

В случае n r= 3, = 1  условия полной управ-
ляемости можно получить непосредственно [2]. 
Однако, при увеличении размерности на этом 
пути возникают существенные трудности. По-
этому в настоящей работе рассмотрено несколь-
ко подходов к решению поставленной задачи. 

Для простоты изложения в пункте 2.1 будет 
приведено решение для случая, когда матрица 
B t( )  имеет диагональный вид, при размернос-
тях n r= 3, = 3.  Затем, в п. 2.2 рассмотрим 
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решение задачи для диагональной матрицы 
B t( )  при размерностях n r, ,  соответственно, и в 
конце приведем решение для общего случая.

2.1. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ 
УСЛОВИЯ ПОЛНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ 

ПРИ n r= 3, = 3  
Для решения задачи о полной управляемос-

ти системы (1) на отрезке [0, ]T  воспользуемся 
теоремой 2.1 [3]. Приведем ее формулировку.

Теорема 2.1. Cледующие свойства эквива-
лентны:

a) пара ( , )A B  полностью управляема на 
отрезке [0, ]T ;

b) краевая задача 

 
�

�

x A t x B t B t y x

y A t y x T

T

T

= + =

= - =

( ) ( ) ( ) , ( ) ,

( ) , ( )

0 0

0
 

имеет только тривиальное решение;

c) существует симметричная, абсолютно 
непрерывная на [0, ]T  n n¥ -матрица V t( ) , та-
кая, что V (0) 0,£  V T( ) > 0  и при почти всех 
t TŒ[0, ]  выполнено неравенство ( )( )LV t £  

( ) ( ),B t B tT£  где 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).LV t
d
dt

V t A t V t V t A tT= - -  

В качестве матрицы V t( )  возьмем матрицу 
W t( ),  определенную равенством 

 W t t
t
X t s B s B s X t s ds

t

T T( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .0
0

= Ú  (3)

Проверим все условия теоремы 2.1. Условие 
W(0) 0£  очевидно выполнено.

Неравенство ( )( ) ( ) ( ),LV t B t B tT£  где 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )LV t
d
dt

V t A t V t V t A tT= - -  

становится равенством 

 B t B t B t B tT T( ) ( ) = ( ) ( )  

при почти всех t.
Осталось проверить свойство W T( ) > 0.  

Выпишем матрицу W T( , 0),  определенную ра-
венством (3) для поставленной задачи, где:

 

X T
e

pT pT
pT pT

X T
e

T

T

( ) cos sin
sin cos

,

( )

=
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃

=-

-

l

l

0 0
0
0

0 0
01 ccos sin

sin cos
,

( )

pT pT
pT pT

B T
b

b
b

0

0 0
0 0
0 0

1

2

3

-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃

=
Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜̃
˜̃ ,

 

где b b t b ti i i= +1 2cos sin ,w w  i = 1,2, 3.
Итак,

Итак, относительно матрицы B t( )  предпо-
ложим, что b b3 2= . Тогда матрица W T( , 0)  
примет диагональный вид.

Имеем 

 W T
e e b

b
b

ds
T

T s

( , ) .0
0 0

0 0
0 0

0

2 2
1
2

2
2

2
2

=

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

Ú
-l l

 

По условию теоремы 2.1 [3] квадратичная 
форма, соответствующая данной матрице, долж-
на быть положительно определенной. Получим, 
что для положительной определенности квад-
ратичной формы < ( , 0) >x W T xT  должны вы-
полняться следующие условия: 

 b t b t i t Ti i1 2 0 1 2 0cos sin , , , [ , ].w w+ π = Œ  

Тогда можно сформулировать следующее 
утверждение:

W T X T

e b

b ps b ps b ps
T

s

( , ) ( )

cos sin sin cos

0

0 0

0
0

2
1
2

2
2 2

3
2 2

2
2

= ¥

¥ + ◊Ú

- l

pps b ps ps

b ps ps b ps ps b ps

- ◊

◊ - ◊ +
3
2

2
2

3
2

2
2 20

cos sin

sin cos cos sin sin bb ps

ds X TT

3
2 2cos

( ),

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

¥

W T

e b

b pT b pT b pT p
T

s T

( , )

cos sin sin cos

0

0 0

0
0

2 2
1
2

2
2 2

3
2 2

2
2

=

= + ◊Ú

- -l l

TT b pT pT

b pT pT b pT pT b pT b

- ◊

◊ - ◊ +
3
2

2
2

3
2

2
2 20

cos sin

sin cos cos sin sin 33
2 2cos

.

pT

ds

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

Исследование управляемости линейных систем с управляющими воздействиями специального вида
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Утверждение 1.  Линейная система 
�x Ax B t u= ( ) ,+  где x RŒ 3 , u RŒ 3,  матрица 
A = const  и имеет следующие собственные 
значения: l,  ±ip,  где p π 0,  l ŒR,  B t( )  — диа-
гональная матрица размера 3 3,¥  с элементами 
вида 

 b t b ti i1 2cos sin ,w w+  

i = 1,2, 3,  w, p  — заданные действительные 
числа, полностью управляема на [0, ]T  тогда и 
т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  b b3 2=  и 
b t b ti i1 2 0,cos sinw w+ π  i t T= 1,2, [0, ].Œ

2.2. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ 
УСЛОВИЯ ПОЛНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ 

ПРИ n r n= =  
Пусть n r n= = .  
В качестве матрицы V t( )  возьмем матрицу, 

W T( , 0)  определенную равенством (3). Выпи-
шем данную матрицу и проверим выполнение 
условий теоремы 2.1 [3]. Рассмотрим однород-
ную систему �x A t X= ( )  .

По условию матрица A  имеет следующие 
собственные значения:

l l1, ,..., k  ± ±ip ipr1, ,...,  где pj π 0,  j r= 1, ,…  
li RŒ ,  i k= 1,..., ,  k r n+ 2 = .

Известно [4], что в этом случае матрицу A  
можно привести к виду

 

L

P

Pr

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1

�

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜

,  

где 

 L

k

=

0 0

0 0

0 0

,
1l

l

�

Ê

Ë

Á
Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜
˜̃

 

 P
p

p j rj

j

j
=

-Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ =

0

0
1, ,..., .  

Непосредственно проверяется, что фунда-
ментальной матрицей данной системы является 
матрица

 X t

L

K

Kr

( ) =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

,
1

�

�

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜

 

где 

 

� �L

e

e

K
p t p t

p t p t

k

j

j j

j j

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

=
-

Ê

l

l

1 0 0

0 0

0 0

,

cos sin

sin cosËË
Á

ˆ

¯
˜ =, , ...,j r1

 

Матрица B t( )  имеет вид: 

 B t

b

bn

( ) ,=

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

1 0 0

0 0

0 0

�  

где b b t b ti i i= ,1 2cos sinw w+  i n= 1,:, .
Аналогично пункту 2.1 предположим отно-

сительно элементов матрицы B t( )  следующее: 
пусть b b b bk k n n+ + -2 1 1= , = ....,

Таким образом, матрица W T( , 0)  имеет 
вид: 

W T

b e Te s

b e Te s

b

T k
k k

( , )0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0
0

1
2 2 1 2 1

2 2 2

= Ú

-

-

l l

l l

�

kk

nb

ds
+

-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

1
2

1
2

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�

.

Аналогично случаю, рассмотренному в пун-
кте 2.1, проверяется выполнение условия 
W(0) 0£  и неравенства ( )( ) ( ) ( ).LV t B t B tT£  

Итак, для W T( ) > 0  необходимо и достаточ-
но выполнения условий: 

 

b t b t i k

b t b t

i k k

i i

i i

1 2

1 2

0 1

0

1 3

cos sin , ,...,

cos sin ,

,

w w

w w

+ π =

+ π

= + + ,, ..., , [ , ].n t T- Œ1 0

 

Таким образом, доказана следующая теорема:
Теорема 1. Дана линейная неавтономная 

система 

 �x Ax B t u= + ( ) ,  

где x RnŒ ,  u RnŒ ,  A  — n n¥ -матрица, имею-
щая следующие собственные значения: l l1, ,... k  
± ±ip ipr1, ,...  где pj π 0,  j r= 1, ,…  li RŒ ,  i k= 1, , ,...  
k r n+ 2 = .  B t( )  — диагональная n n¥ -матрица 
с элементами вида 

 b b t b t i ni i i= + =1 2 1cos sin , ,..., ,w w  

где w, p  — заданные действительные числа.
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Пара ( , )A B  полностью управляема на отрез-
ке [0, ],T  тогда и только тогда, когда выполнены 
условия: 

 

b b b b
b t b t i k

b

k k n n

i i

i

+ + -= º =
+ π =
2 1 1

1 2

1

0 1
, , ,

cos sin , ,..., ,
cos

w w
w

 
tt b t

i k k n t T
i+ π

= + + - Œ
2 0

1 3 1 0
sin ,

, ,..., , [ , ].
w

 

 

2.3. ИССЛЕДОВАНИЕ ПОСТАВЛЕННОЙ 
ЗАДАЧИ В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ

Теперь перейдем к рассмотрению произ-
вольной матрицы B t( )  размера n r¥ .

Как и в пункте 2.1, в качестве матрицы V t( )  
возьмем матрицу W T( , 0),  определенную ра-
венством (3). Выпишем W T( , 0)  и проверим 
выполнение условий теоремы 2.1 [3]. Анало-
гично пункту 2.1, проверяются все условия те-
оремы, за исключением положительной опре-
деленности квадратичной формы: 

 h W T h h RT n( , 0) , , " Œ  (4)

которая рассмотрена ниже.
Так как матрица W T( , 0)  определена фор-

мулой (3), то квадратичная форма (3) имеет 
вид 

  0

0

1 1

0
T T

T T T T T

h W T hds

h X T X s b s B s X s X T hds

Ú
Ú

=

= - -

( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
 (5)

Рассмотрим квадратичную форму вида 

 
0

T T Th QQ hdtÚ  

и выясним, когда она является положительно 
определенной.

Пусть Q = const  и Q  — квадратная матри-
ца, тогда 

1) h Q Q hT T, 0>  тогда и только тогда, когда 
det .Q π 0  

Пусть Q Q t= ( ).  
2) Если при некотором t  вектор h  является 

собственным вектором матрицы Q t( ),  т.е. 
Q t hT ( ) = 0  и множество этих t  имеет меру нуль, 

то имеем 
0

0
T T Th Q t Q t hdtÚ >( ) ( ) .

3) Если множество точек t , для которых 
Q t hT ( ) = 0 , есть некоторый интервал D  или 
объединение интервалов, и h Q t Q t hT T( ), ( ) = 0  
при t Œ D , то

 
0

0

T T T

T

T T T T

h Q t Q t hdt

h Q t Q t hdt h Q t Q t hdt
Ú

Ú Ú
=

= +

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
[ , ]\D D

==

= >Ú[ , ]\
( ) ( )

0
0

T

T Th Q t Q t hdt
D

4) Если " Œt T[0, ]  det ( )Q t = 0  и Q t( ) 0π  (в 
случае, когда матрица Q t( )  квадратная), то "t  
$ π =h Q t ht

T
t0 0: ( ) ,  и вопрос о положительной 

определенности квадратичной формы 
h Q t Q t ht

T T
t( ), ( )  сводится к п. 3).

Теперь применим данный результат к квад-
ратичной форме (5). Пусть " Œh Rn  обозначим 
h X T hT ( ) = ,̂  тогда 

 

0

0

1 1

0

0
T T

T T T T

T T

h W T hds

h X s B s B s X s hds

h Q

Ú
Ú

Ú

=

= =

=

- -

( , )

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )ˆ

ˆ (ss Q s hdsT) ( )ˆ ,

 

где Q s X s B s( ) = ( ) ( ).1-  Квадратичная форма 

 ˆ ( ) ( ), ( ) ˆh X s B s B s X hT T T- -1 1  

является положительно определенной, когда не 
с у щ е с т в у е т  т а к о г о  в е к т о р а  h π 0,  ч т о 
B s X s hT T( ) ( ) = 0,1-  т.е. когда столбцы (или стро-
ки) матрицы B s X sT T( ) ( )1-  линейно независи-
мы.

Теперь получим условия на матрицу B s( ),  
при которых система (1) будет полностью уп-
равляема.

Если строки матрицы Q s X s B s( ) = ( ) ( )1-  ли-
нейно независимы, то ранг матрицы Q s( )  равен 
n.  Так как X s-1( )  — невырожденная матрица, 
то домножив Q s( )  на X s( ),  получим, что ранг 
матрицы X s Q s B s( ) ( ) = ( )  должен быть равен 
n.

Итак, достаточное условие полной управля-
емости системы (1) на отрезке [0, ]T  можно 
сформулировать в виде следующей теоремы:

Теорема 2. Дана линейная неавтономная 
система 

 �x Ax B t u= ( ) ,+  

где õ ,ŒRn  u RrŒ ,  A  — n n¥ -матрица, имею-
щая следующие собственные значения: l l1, ,..., k  
± ±ip ipr1, ,...,  где pj π 0,  j r= 1, ,…  li RŒ ,  i k= 1, ,...,  
k r n+ 2 = .  B t( )  — матрица специального 
вида: 

 B t t B t sin t1 2( ) ( ) ,cosw w+  

B B1 2,  — n r¥ -матрицы, где w,  pj π 0,  j r= 1, ,...  
— заданные действительные числа.

Пусть rang ( ) ,B t n=  тогда пара ( , )A B  пол-
ностью управляема на отрезке [0, ].T

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получен ряд необходимых и доста-
точных условий полной управляемости рассмат-
риваемой системы в предположении, что мат-

Исследование управляемости линейных систем с управляющими воздействиями специального вида
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рица A  имеет действительные и чисто мнимые 
собственные значения. Исследование можно 
продолжить и в случае различных вариантов 
набора собственных значений матрицы A .
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