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О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ АППРОКСИМАЦИИ ОБОБЩЁННЫХ 
ФУНКЦИЙ ШУРА В ОКРЕСТНОСТИ ЕДИНИЦЫ

Е. Н. Андреищева 

Воронежский государственный университет

В данной работе рассматривается особый класс функций — обобщённый класс Шура и иссле-
дуется вопрос представления функций Шура в окрестности единицы. Идейно такой результат 
ожидаем, но только сейчас удалось решить его технически. 

1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

В работе М. Г. Крейна и Г. Лангера [2] ис-
следуется вопрос об аппроксимации функций 
Неванлинны. Доказана следующая теорема: 

Теорема 1.1. Для функции g  в некоторой 
области Wq  следующие свойства: 

1. g NŒ � ;
2. для некоторого целого числа n ≥ 0 , сущест-

вуют 2n  вещественных чисел s s s n0 1 2 1, , ,… -  
таких, что имеет место разложение: 
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выполнены тогда и только тогда, когда сущес-
твуют пространство Понтрягина P� , макси-
мальный эрмитовый оператор A  в P�  и о-по-
рождающий элемент u AnŒdom  для оператора 
A  такие, что справедливо представление: 
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В этом случае: 
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Наша цель — получить подобный результат 
для функции Шура.

Идейно такой результат ожидаем, но только 
сейчас удалось решить его технически. С этим 
связаны кажущиеся слишком подробными 
числовые вычисления.

Пусть A0  — класс функций, голоморфных 
и заданных в окрестности нуля в открытом еди-
ничном круге D = <{ : }.x x 1

Как известно [[1], стр. 319], функция 
s A( ) 0l Œ  допускает унитарную реализацию 

 s s I T u v( ) = (0) [( ) , ]1l l l+ - -  (4)

или, иначе говоря, является характеристичес-
кой функцией некоторого унитарного операто-
ра V : 
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где K  — пространство Крейна с индефинитной 
метрикой [ , ]◊ ◊ , T  — сжимающий оператор. 

Это верно, в частности, и для функции 
Шура.

Поскольку оператор V  унитарный, то спра-
ведлива следующая система равенств: 
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При этом оператор V  выбирается мини-
мальным, что означает 

 з.л.о.= = ºK { ,( ) : , 0,1,2, }.n c mT u T v n m  

Рассмотрим разложение Тейлора функции 
s A( ) 0l Œ  в окрестности нуля: 
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Если s s(0) < 1, ( ) 1l £  и для любого k £ 2  
выполнено условие ¢ -s s k(0) = = (0) = 0( 1)… , то 
справедливо обобщённое преобразование Шура 
вида: 
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Теорема 1.2. Пусть s( )l  голоморфная в ок-
рестности нуля функция, | (0) |< 1s  и для неко-
торого натурального числа k ≥ 2  выполнено: 

 ¢ = º = =-s s k( ) ( ) .( )0 0 01  © Андреищева Е. Н., 2007
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Пусть V  — минимальный унитарный опе-
ратор, характеристическая функция которого 
совпадает с s( ).l

Тогда � = º -7.; .>.{ , , , }( )v T v T vc c k 1  — k-мерное 
положительное подпространство …  и функция 
sk ( )l  является характеристической для мини-
мального оператора Vk : 
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Причем 
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где P  — ортопроектор в K  на подпространство 
�K K L= � .

Определение 1.1. Функция s A( ) 0l Œ  назы-
вается обобщённой функцией Шура, если она 
мероморфна в открытом единичном круге и ядро 

вида 
1 ( ) ( )

1
-

-
s sl m

lm
 имеет конечное число отри-

цательных квадратов.
Множество всех таких функций назовём 

обобщённым классом Шура и обозначим S� , где 
�  — число отрицательных квадратов с учетом 
их кратностей. 

Определение 1.2. Пусть T  — сжатие в 
пространстве Понтрягина P� .

Скажем, что элемент u Œ P�  является 
порождающим для оператора T ,  если 

з.л.о.P� = ( ) ,  ,  
1

( )1I T u Tp- Œ œ{ }-l l
l

sD .

Определение 1.3. Через Wq  обозначим мно-

жество всех a Œ +�  таких, что arga p q- £
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Через ¢Wq  обозначим множество всех b Œ -�  

таких, что arg b p q+ £
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Через Lq  обозначим множество всех l ŒD  
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2. УСЛОВИЯ АППРОКСИМАЦИИ 
ОБОБЩЁННОЙ ФУНКЦИИ ШУРА 

В ОКРЕСТНОСТИ ЕДИНИЦЫ

Лемма 2.1. Для функции s , l qŒ L  с s(0) 0π  
следующие свойства: 

1. s SŒ � ;
2. 
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выполнены тогда и только тогда, когда сущес-
твуют пространство Понтрягина P� , сжима-
ющий оператор T  в P�  и порождающий эле-
мент u Œ P�  для оператора T  такие, что 
справедливо представление: 
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Доказательство. Пусть функция s  облада-
ет свойствами 1—3.

Докажем справедливость существования 
представления (9).

Из уравнения T u s vc + (0) = 0  системы (6) 
получаем, что элемент v  в (4) выражается фор-
мулой: 
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Запишем функцию Шура в операторном 
виде: 

 s s v I T u( ) = (0) [ , ] ( ) [ , ] .1l l l+ ◊ - ◊-1 1  

Рассмотрим разность
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Тогда условие 3. примет вид: 

 
l

l l
Æ

- -- - < •
1

1 1lim[( ) ,( ) ] .I T u I T u  (11)

Пусть � � �T : P P� �Æ  — унитарная дилатация 
T , где �P P� �= [ ]+ H , H  — гильбертово про-

О некоторых задачах аппроксимации обобщённых функций Шура в окрестности единицы



88 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2007, № 1

странство, P�  — пространство Понтрягина с �  
отрицательными квадратами.

Справедливо следующее разложение про-
странства �P� :

 � � �P D P D P� � �= ( ) [ ]( ( )) ,E I E+ -  (12)

где E( )D  — спектральная функция, D  — малая 
дуга единичной окружности в окрестности еди-
ницы такая, что D  не содержит собственных 
значений оператора �T , соответствующих непо-
ложительным собственным векторам (это воз-
можно, так как их конечное число).

E( )D P� �  — инвариантное подпространство 
оператора �T  и s( )�

�T E| .( )D P D
�

Ã
Проверим, что это гильбертово пространство 

со скалярным произведением [ , ]◊ ◊ .
В самом деле, если бы E( )D P� �  было про-

странством Понтрягина, тогда, по теореме Понт-
рягина [5], существовало l sD D PŒ p ET( )�

�| ( ) �
 такое, 

что �
�T x xE| =( )D P D D D�

l ,  где x x xD D D: [ , ] 0£ .
Но тогда xD  является собственным вектором 

и для оператора �T , то есть �Tx xD D D= l . Полу-
чаем противоречие с условием выбора интерва-
ла D . Следовательно, E( )D P� �  — гильбертово 
подпространство �P�  относительно [ , ]◊ ◊ �P�

.
Справедливо представление унитарного 

оператора �T :
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Для оператора �T2  единица является регу-
лярной точкой, поэтому равномерная сходи-
мость ( ) ( )2

1
2

1I T I T- Æ -- -l � �  при l Æ 1  спра-
ведлива.

И тогда можно ограничиться доказательс-
твом только для � �

�T T E1 ( )= | D P�
, где E( )D P� �  — 

гильбертово пространство.
Для этого сначала рассмотрим элемент 

u Œ P�  и его разложение u u u= 1 2+ ,  где 
u E u I E1 2( ) , ( ( )) .Œ Œ -D P D P� �

� �

Покажем, что элемент u I TŒ - -dom( ) .1�
Пусть A Ac=  — обратное преобразование 

Кэли—Неймана оператора �T :
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Аргумент l  преобразуется следующим об-
разом: 
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Согласно (11) имеем 
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Обозначим через A i I T I T1 1 1
1= ( )( )+ - -� � . 

Тогда последнее неравенство для оператора A1 , 
действующего в гильбертовом пространстве, 
можно записать следующим образом: 
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где s( ) = [ , ],1 1t E u ut  Et  — спектральная функ-
ция для самосопряженного оператора A1.

Следовательно, для любого n Œ 	 , сущест-
вует K Œ 	  такое, что 
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Поскольку a qŒW , то для любого e > 0 , для 
любого t n n nŒ - Œ( , ), 	 , существует d > 0  та-
кое, что для всех a  с Im a d>  выполнено не-
равенство 
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следовательно, согласно [3, стр. 238] заключаем, 
что u A i1 1( ).Œ +dom
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Докажем, что если u I TŒ - -dom( )� 1 , то u Œ 
I TŒ - -dom( ) .1

Пусть унитарная дилатация �T  имеет вид [1, 
стр. 319]: 
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где H H1 2,  — гильбертовы пространства, P�  
— пространство Понтрягина с �  отрицатель-
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ными квадратами, �T11  — оператор сдвига такой, 
что всякий вектор x x x H= ( , , )1 2 1… Œ  переводит 
в вектор x x x H'

1 2 1= (0, , , )… Œ . 
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Применим оператор ( )I T- �  к элементу w  : 
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Аналогично доказывается, что элемент v  

вида (10) из dom( ) .1I Tc- -
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Из условия 
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Обратно, пусть справедливо представление 
(9).

Докажем, что свойства 1—3 выполнены.
Действительно, из (11) получаем 
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Таким образом получили условие 3. леммы. 
Теорема 2.2. Для функции s  с s(0) 0π  следу-

ющие свойства: 
1.s SŒ � ;
2. для некоторого натурального числа n > 0 , 

существуют 2n  чисел c c c n1 2 2, , ,…  таких, что 
имеет место разложение: 
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выполнены тогда и только тогда, когда сущес-
твуют пространство Понтрягина P� , сжима-
ющий оператор T  в P�  и порождающий эле-
мент u I T nŒ - - +dom(( ) )( )1  для оператора T  
такой, что справедливо представление: 

 
s

s
I T I T u T u

T

c

p

( )
( )

( )
[( ) ( ) , ],

, ( ).

l l l

l
l

s

= - - - -

Œ œ

- -1
1

0

 
1

1 1

D  
 (17)

В этом случае: 
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Доказательство. Пусть выполнены свойс-
тва 1 и 2. Докажем справеливость представле-
ния (17) и формулу для коэффициентов (18).

Сначала заметим, что для любого неотрица-
тельного числа k  и u I T kŒ - - +dom( ) ( )1  выпол-
нено тождество: 
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Докажем это утверждение по индукции:
1). Для k u I T= Œ - -1  2, ( ) : dom
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2). Пусть тождество (19) справедливо для 
k u I T k- Œ - -1 , dom( ) ,  д о к а ж е м  д л я 
k u I T k, dom( ) :( ) 1Œ - - +
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Формула полностью доказана.
Из условий 1—2 теоремы и леммы 2.1 непо-

средственно следует представление (17).
Покажем, что u I T nŒ - - +dom .( ) ( 1)

Для этого рассмотрим унитарную дилатацию 
� � �T : P P� �Æ  оператора T  и разложение вида 

(12) пространства �P� .
Известен общий вид функции Неванлин-

ны: 
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где A  — самосопряжённый оператор в про-
странстве P� .

Связь операторов A  и �T  представлена фор-
мулами (13) (см. лемму 2.1). 

 

Im ( ) ( ) ( )

[( ) ( ) ,( ) ( ) ].

g g g

A A i u A A i u

b
b

b b
b b

b b

£ -
-

=

= - + - +- -1 1

 

Тогда из (14) получим 
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Функция Шура связана с функцией Неван-
линны с помощью преобразования Кэли—Ней-
мана: 
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Таким образом, мы построили функцию 
Неванлинны вида 

 g A A i u A i u W( ) = [( ) ( ) ,( ) ], .1b b b q- + + Œ ¢-  

Так как s( )l  разложима в ряд и справедли-
во представление (17), то 
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где ¢ =c s cn n( ) .0
Записав равенство (20) через дилатацию �T  

и применив преобразование Кэли—Неймана, 
получим: 

Е. Н. Андреищева 
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Обозначим через ¢ +u A i u= ( ) .  
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где �c c in n
n= ¢ +( ) .2 1

Отсюда, в силу теоремы Крейна—Лангера 
[2] : 
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и справедливо представление для коэффициен-
тов: 
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Таким образом, из (13) легко получаем фор-
мулу для коэффициентов (18). 

О с т а ё т с я  п о к а з а т ь ,  ч т о  е с л и 
u I T kŒ - - +dom( ) ( )� 1 , то u I T kŒ - - +dom( ) ( )1 .

Для k = 0  данное утверждение доказано 
ранее (см. лемму 2.1).

Пусть утверждение справедливо для 
k m= 1- . Докажем для k m= .
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П о  п р е д п о л о ж е н и ю  и н д у к ц и и 
u I T u I Tm mŒ - fi Œ -- -dom( ) dom( ) .�  Обратно, 
если u I T nŒ - - +dom( ) ( 1)  и справедливо тождес-
тво (19), выполнено: 
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Разложение (16) будет доказано, если пока-
жем, что второе слагаемое в правой части ра-
венства стремится к нулю, то есть 
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Перейдём к дилатации �T :  

 

( )[( ) ( )

,( ) ( )

( )

( )

l l- - - ¥

¥ -

- - +

+ - + +

1 1 1

1 1 1

I T I T

T u I T T u

n

n c n c n

� �

� � � ]] , ;

[( ) ( )

,( ) ] ,

Æ Æ

- Ê
Ë

ˆ
¯ - - ¥

¥ ¢ + ¢ Æ Æ

+
- +

0 1

1
2

0

2 2
1 1

 

 

l

b

b
i

A A i

u A i u

n
n

n ••.

 

То есть нужно показать, что
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Действительно, это выполнено из-за сущес-
твующих неравенств для b qŒ ¢W  
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Теорема полностью доказана. �
Рассмотрим функцию s A( ) 0l Œ  с условием 

s(0) = 0.
Таким образом система (6) примет вид: 
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Теорема 2.3. Пусть s s sk
k k( ) = ( ), (0) 0l l l π , 

k n£ , тогда следующие свойства: 
1. s SŒ � , где S�  — обобщённый класс Шура; 
2. для некоторого натурального числа n > 0 , 

существуют 2n  чисел c c c n1 2 2, , ,…  таких, что 
имеет место разложение: 
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выполнены тогда и только тогда, когда сущес-
твуют пространство Понтрягина P� , сжима-
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ющий оператор T  в P�  и порождающий эле-
мент u I T nŒ - - +dom(( ) )( )1  для оператора T  
такой, что справедливо представление: 
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В этом случае: 
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Доказательство. Для случая k = 0  теорема 
доказана ранее (см. теорему 2.2). Тогда задача 
сводится к нахождению формул для коэффици-
ентов cn .

Пусть k = 1 , тогда s s s( ) ( ), ( ) .l l l= π1 1 0 0
Для s1( )l  по теореме 2.2 справедливо разло-

жение: 
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Необходимо получить разложение вида (23) 
для функции s( )l  и выразить коэффициенты 
разложения.
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Из теоремы 1.2 для случая k = 1  имеем связь 
u Pu1 = , где P I v v T Tc= [ , ] =- ◊  — ортопроек-
тор на подпространство �P P� �= �L,  где 

з л о=L . . { }.v
Тогда 
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Таким образом из условия системы Tv = 0  
для любого n ≥ 0  выполнены равенства : 
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Представим оператор Tc  в матричном 
виде: 
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Следовательно, для любого u u cv u= , ,1 1+ Œ �P�  
c :Œ 	

Е. Н. Андреищева 
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Таким образом 

 ( ) ( ) [( ) , ] .I T u I T u I T u v v- = - - -- - -
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1 1  

Докажем теперь, что для любого n ≥ 0  вы-
полнено равенство: 

 ( ) ( ) [( ) , ] .I T u I T u I T u v v- = - - -- - -
1 1

n n n  (25)

Пусть (25) справедливо для степени - -( 1)n , 
докажем для -n.
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Равенство (25) полностью доказано.
Из системы (6) и теоремы 1.2 верно соотно-

шение u T Tuc
1 = . Поэтому для любых n n1 2,  

выполнено: 
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Рассмотрим оператор ( ) :1I Tc- -  
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Отсюда следует, что для любого n ≥ 0 :  
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Получаем коэффициенты для случая k = 1 :  
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Пусть утверждение справедливо для k m= 1- .
Докажем для k m= .
То есть нужно найти коэффициенты разло-

жения функции s sm
m( ) = ( ),l l l  sm(0) 0π . 
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Найдём коэффициенты cn  разложения фун-
кции s( )l :
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Граничный случай n = :m
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О некоторых задачах аппроксимации обобщённых функций Шура в окрестности единицы
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Граничный случай n = 1 :n +
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