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АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА ДИСКРЕТНЫХ 
ЧАСТНЫХ СУММ ФУРЬЕ—ЯКОБИ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ВИДА

Ф. М. Коркмасов

Институт проблем геотермии Дагестанского научного центра РАН 

В работе показано, что если P xm
a b, ( )  ( , , , , , ...)a b > - =1 0 1 2m  — классические многочлены Якоби, 

то система многочленов двух переменных { ( , )} { ( ) ( )},
,

, ,
,Ymn m n

r
m n m n

rx y P x P ya b a b a b
= ==0 0  ( )r m n N= 1+ £ -  

является ортогональной на множестве WN N i j i j
Nx y¥ == {( , )} ,, 0  где xi , yj  — нули многочлена Яко-

би P xN
a b, ( ).  Для произвольной непрерывной на квадрате [ 1,1]2-  функции f x y( , )  построены 

дискретные частные суммы Фурье—Якоби прямоугольного вида S f x ym n N, ,
, ( ; , )a b  по введенной 

выше ортонормированной системе. Доказано, что порядок констант Лебега Sm n N, ,
,a b  дискретных 

сумм S f x ym n N, ,
, ( ; , )a b  при - < <1 2 1 2/ , / ,a b  m n N+ £ - 1  есть O mn q(( ) ),/+1 2  где q = max{ , }.a b  

Как следствие этого результата рассмотрены некоторые аппроксимативные свойства дискрет-
ных сумм S f x ym n N, ,

, ( ; , )a b .
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Задача хранения, сжатия и передачи инфор-
мации была и остается одной из важных научно-
технических задач. Необходимость сжатия 
данных диктуется не только научными, но и 
экономическими требованиями. Например, 
актуальным является вопрос о сжатии инфор-
мации при обработке сигналов, получаемых с 
космических летательных аппаратов, при созда-
нии банков данных геофизических и сейсмичес-
ких исследований, полученных в результате 
полевых инструментальных измерений, и т.д.

В настоящее время хорошо известным и 
часто применяемым методом для сжатия инфор-
мации является спектральный метод обработки 
информации. Суть его заключается в следую-
щем. Вместо того, чтобы запоминать матрицу 
значений функции f t( , )t  запоминаются не-
сколько первых коэффициентов Фурье cmn  
разложения функции f t( , )t  по полной ортонор-
мальной системе функций w t tmn m nt x t y( , ) = ( ) ( ),  
m n, = 0,1,... :

 f t c t
m n

mn mn( , ) ( , ),
,

t w t=
=

•

Â
0

 

где скалярное произведение 
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Если функция f t( , )t  задается своими таб-
личными значениями f ti j( , )t , i j N, = 1,..., , то 
при вычислении коэффициентов cmn  более 

удобно использовать такие системы ортонор-
мальных систем w tmn t( , ) , для которых скаляр-
ное произведение имеет вид суммы: 

 ( , ) ( , ) ( , ).w w r w t w tmn kl
i

N

j

N

ij mn i j kl i jt t=
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Так как условие ортогональности (1) со 
скалярным произведением в виде суммы имеет 
место для ортонормальных многочленов диск-
ретной переменной, то эти многочлены удобно 
использовать для сжатия информации.

Пусть H n  — пространство алгебраических 
многочленов p p xn n= ( )  степени не выше n , 
C[ 1,1]-  — пространство непрерывных на [ 1,1]-  
функций. W = { , , , , }0 1x x xn… …  — сетка — дис-
кретное множество, состоящее из конечного 
или бесконечного числа различных точек дейст-
вительной оси R. В работе [1] с помощью 
квадратурной формулы Гаусса была определе-
на система многочленов Якоби { ( )},

=0
1P xi i

Na b -  
( , , , , ...),a b > - =1 2 3 N   ортогональная на сетке 
WN Nx x x= { , ,..., }1 2  относительно скалярного про-
изведения ( , ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x

x N

=
Œ
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где x j NŒ W  — нули многочлена Якоби P xN
a b, ( ),  

m j  — числа Кристоффеля или веса квадратур-

ной формулы Гаусса, h
nn
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Полагая 

 ˆ ( ) { } ( ),, , / ,P x h P xn n n
a b a b a b= -1 2  

для произвольной функции f x C( ) [ 1,1]Œ -  можно 
определить дискретную частную сумму Фу-
рье—Якоби порядка n N£ - 1  по ортонорми-
рованной системе { ˆ ( )} :,P xn n

Na b
=
-
0
1

 S f S f x f P xn N n N
k

n

k N k,
,

,
,

,
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где ˆ ( ) ˆ ( ),
, ,f f x P xk N

j

N

j j k j
a b a bm=
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1

 — дискретные коэф-

фициенты Фурье—Якоби.
Пусть теперь C

[ 1,1]2-
 — пространство непре-

рывных на квадрате [ 1,1] = [ 1,1] [ 1,1]2- - ¥ -  
функций f x y( , )  с нормой f f x y

x y
=

Œ -( , ) [ , ]
max ( , ) .
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Покажем, что система многочленов двух пере-
менных { ( , )} { ( ) ( )},

,
, ,

,Ymn m n
r

m n m n
rx y P x P ya b a b a b

= ==0 0  
( )r m n N= 1+ £ -  является ортогональной на 
сетке WN N i j i j

Nx y¥ = {( , )} , =1  относительно скаляр-
ного произведения 
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где xi , yj  — нули многочлена Якоби P xN
a b, ( ) . 

Действительно, учитывая (2) и (4), имеем 
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Полагая 

 ˆ ( , ) { } { } ( , ),, , / , / ,Y Ymn m n mnx y h h x ya b a b a b a b= - -1 2 1 2  (5)

определим для произвольной функции 
f x y C( , )

[ 1,1]2
Œ

-
 дискретную частную сумму Фу-

рье—Якоби прямоугольного вида 
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где ˆ ( , )ˆ ( , ), ,
, ,f f x y x yk l N

i

N
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i j i j kl i j
a b a bm m=

= =
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Y  — диск-

ретные коэффициенты разложения функции 
f x y( , )  в двойной ряд Фурье—Якоби.

В настоящей работе мы остановимся на воп-
росе сходимости прямоугольных частных сумм 
S fm n N, ,

, ( )a b  при - < <1 2 1 2/ , / ,a b  m n N+ £ - 1,  
который в свою очередь сводится к изучению 
поведения констант Лебега Sm n N, ,

,a b  — норм 
оператора S C Cm n N, ,

,

[ 1,1]2 [ 1,1]2
:a b

- -
Æ .

Отметим, что для двойных рядов Фурье по-
нятие схоимости можно определить по-разному, 
в частности, наиболее употребительными явля-
ются следующие виды сходимости: прямоуголь-
ные (квадратные), треугольные и сферические 
(см. [2]). Так, в тригонометрическом двумерном 
случае для прямоугольных частных сумм Фурье 
S f S f x y c em n m n

m n

i x y
, ,

| | ,| |
,
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m n

m n
m n  справед-
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которое является следствием хорошо известной 
оценки одномерных констант Лебега. Случай 
треугольных частных сумм двойных рядов Фу-
рье S f S f x y c em n m n

m n

i x y
, ,

| |/ | |/
,

( )( ) ( ; , )D D= =
+ £

+Â
m n

m n
m n

1

 рас-

сматривался в работах [3], [4]. В частности, в 
[3] было доказано, что 

 S m O mm m, ln (ln ),D = +-16 4 2p  

а в [4] получено более общее утверждение: 

 S m n m O nm n,
4 4 2= 32 16 ( )D - -- +p pln ln ln ln  

для m n, = 1,2,... , l n m= / .  Обобщая эти резуль-
таты, в работах [5], [6] были получены оценки 
констант Лебега частных сумм по гомотетично 
расширяющимся многогранникам в Rm .

Для случая прямоугольных частных сумм 
двойных рядов Фурье по ортогональной систе-
ме многочленов Якоби P xn

a b, ( )  
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k
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a b a b

=0

, ,= ( ) ( )Âˆ ˆ ,  оценку Sm n, ,�  нетрудно полу-

чить, используя соотношения для одномерных 

функций Лебега L x t K x t dtn n
a b a br, ,( ) ( ) | ( , ) | ,=

-
Ú
1

1

 

полученных в работах [7], [8].
Переходя к вопросу об оценке констант Ле-

бега Sm n N, ,
, ,a b  предварительно перепишем (6) в 

следующем виде: 
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Из (7) получаем 

 S S f Vm n N
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L xm N,
, ( )a b  — функция Лебега дискретных сумм 

Фурье—Якоби S f xm N,
, ( , )a b , определенных равен-

ством (3).
В настоящей работе получены оценка фун-

кции Лебега L xn N,
, ( )a b  дискретных сумм Фурье—

Якоби (теорема 1) и, как следствие этого резуль-
тата, асимптотическое соотношение для Sm n N, ,

,a b  
(теорема 2), а также отмечены некоторые ап-
проксимативные свойства сумм S f x ym n N, ,

, ( ; , )a b .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Приведем без доказательства следующее 
очевидное утверждение.

Лемма 1. Пусть функция f x( )  непрерывна и 
неотрицательна на промежутке [ , ]1 1a b  и { } =0tj j

m  
— сетка, такая что a t t t bm1 0 1 1< < < < <… .  
Пусть Dt t tj j j= 1+ -  и [ , ] [ , ]2 2 1 1a b a bÃ .  Тогда, 
если

1) f x( )  монотонно возрастает на [ , ]2 2a b , то
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f t t f x dx f b
2 2 2
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2
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Â Ú£ +( ) ( ) ( ) ,*D D  (10)

2) f x( )  монотонно убывает на [ , ]2 2a b , то
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где D D* max .=
j jt

Лемма 2 [9, п.15.3].  Если x j j= cosq  
(0 < < )q pj  — нули многочлена Якоби P xN

a b, ( ),  
- < <1 2 1 2/ , / ,a b  то для чисел Кристоффеля 
m j  справедливы следующие оценки 

 m l q q p da
j j jN

£ < £ -+(sin ) ( ),2 1 0  (12)

 m l q d q pb
j j jN

£ £ <+(sin ) ( ),2 1   (13)

где d  и l l d= ( )  — фиксированные положи-
тельные числа, j N= 1,2,..., .

Нам понадобятся некоторые свойства мно-
гочленов Якоби [9]. Для удобства ссылок мы 
соберем их в этом параграфе.

Справедливы следующие равенства:
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Для - £ £1 1x , n ≥ 1  справедлива следую-
щая оценка [см., напр., 8]: 
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Здесь и далее через c ck , ( , , , )a b w…  обозна-
чаются положительные постоянные, зависящие 
лишь от указанных параметров.

Если x cosj j= q  — нули многочлена Якоби 
P xN

a b, ( ) , - £ £1/2 , 1/2a b , занумерованные в 
убывающем порядке: 
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Отсюда 
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При - £ £1 , 1u v , u vπ  имеют место следу-
ющие равенства [10]: 
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3. ОЦЕНКА ФУНКЦИИ 
И КОНСТАНТ ЛЕБЕГА ДИСКРЕТНЫХ 

СУММ ФУРЬЕ—ЯКОБИ

Функции Лебега линейных процессов ап-
проксимации многочленами играют важную 
роль при исследовании вопросов сходимости 
рядов Фурье непрерывных функций. Оценки 
функций Лебега позволяют устанавливать до-
статочные условия равномерной сходимости 
рядов Фурье по ортогональным многочленам на 
всем промежутке ортогональности. В разное 
время вопросы, связанные с оценкой функции 
Лебега классических сумм Фурье, рассматри-
вались в работах [7—16] и др. В частности, в 
работе [7] для функции Лебега L xn

a b, ( )  класси-
ческих сумм Фурье—Якоби при x Œ -[ 1,1],  
a b, /> -1 2  было получено соотношение 
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+ + + (( ) | ,xÈÎ ˘̊
 

в том смысле, что отношение этих выражений 
заключено между двумя положительными пос-
тоянными, зависящими от a  и b ,  где 

при

при

1/2  1/2,
( )

0  1/2.

g
e g

g

πÏÔ= Ì =ÔÓ
 Из этого результата 

видно, что порядок роста L xn
a b, ( )  на отрезке 

[ 1,1]-  есть O nq( ),+1/2  где q = max{ , },a b  а на 
любом отрезке [ 1 ,1 ]- + -e e ,  e > 0  порядок ра-
вен O n( )ln .

В работе [8] функция Лебега классических 
сумм Фурье—Якоби оценивалась при x Œ -[ 1,1]  

в случае, когда по крайней мере одно из чисел 
a  и b  принадлежит интервалу ( 1, 1/2)- - , в 
частности, 

L x O n x
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2
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// ), / );2 1 2b ≥ -

где O(1)  зависит от a  и b .
Отметим также, что при x Œ -[ 1,1],  a b= = 

= 1/2-  (см., например, [10], [12]) 

 L x O nn

- -
=

1
2

1
2

,
( ) (ln ).  

В данном параграфе нами доказано (теоре-
ма 1), что функция Лебега 

 L x P x P xn N
j

N

j
k

n

k k j,
, , ,( ) ˆ ( ) ˆ ( )a b a b a bm=

= =
Â Â

1 0

 (22)

дискретных частных сумм Фурье—Якоби 
S f xn N,

, ( , )a b , определенных равенством (3), на 
отрезке [ , ],- + -1 1e e  e > 0  имеет порядок 
O n( )ln , а на отрезках [ 1, 1 ]- - + e  и [1 ,1]- e , 
соответственно, имеет порядок O n( )b +1/2  и 
O n( ).a +1/2

Имеет место следующая 
Теорема 1.  Пусть - < <1 2 1 2/ , / ;a b  

n N£ - 1,  n ≥ 1,  тогда для всех x Œ -[ 1,1]  
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1
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1

 (23)

где O(1)  зависит от a  и b .
Доказательство. Оценим величину L xn N,

, ( )a b  
при x Œ -[ 1,1] . Рассмотрим случаи: 1 [0,1]) , x Œ  
2 1 0) [ , ]. x Œ -

1) Запишем нули многочлена Якоби P xN
a b, ( )  

в  убывающем порядке  - -1 < < <1x xN N  
< ... < < 11x  и сделаем замену x = cos ,j  
x j j= cos .q  С учетом оценки (19) из (22) следу-
ет, что 

 

L
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,
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j
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1
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DDq j .
 (24)

Положим D1 =
3
5

,
p pÈ

ÎÍ
ˆ
¯ ,  D2 =

1
,
3
5

j p+È
ÎÍ

ˆ
¯n
,  

D3 =
1

,
1j j- +Ê

Ë
ˆ
¯n n
,  D4 = 0,

1j -Ê
Ë

˘
˚̇n
.
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Тогда величина Ln N,
, ( )a b jcos  оценится по сле-

дующей схеме: 
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j j j j
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j
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 (25)

Если окажется, что j £ 1
n

,  то сумма U 3  бе-

рется по промежутку 0,
1j +Ê

Ë
˘
˚̇n
,  а сумму U 4  

рассматривать не надо.
Преобразуем выражение (21). Для этого 

приведем без доказательства следующее
Утверждение 1. [9] При фиксированном p  

имеет место равенство 
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  (26)

основанное на хорошо известной формуле Стир-
линга.

В силу этого утверждения ( -1/2 < , < 1/2a b ) 

K u v
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n
n n

n
a b

a b

a b
a b

a b

, ( , )
( )( )

( )
( ) ( )

= + + + +
+ + +

¥

¥ + + + +

+

1 1
2 2 2

1 1G G
G(( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

n n

P u P v P u P v
u v

n n n n

+ + + +
¥

¥ -
-

+ +

a b
a b a b a b a b

1 1

1 1

G

££

£ + -
-

+ +3
5

11
1 1c n

P u P v P u P v
u v

n n n n( )
( ) ( ) ( ) ( )

.
, , , ,a b a b a b a b

 (27)

Учитывая (27), каждую из сумм U ii  ( , , )= 1 2 4  
оценим так: 
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j
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  (28)
Преобразуем числитель в правой части фор-

мулы (28) с помощью равенства (15): 
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Тогда 
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 (29)

Для определенности в лемме 2 будем считать 

d p
=

2
5

.  Поэтому на интервале D1  будем поль-

зоваться оценкой (12), а на интервалах D2,  D3,  
D4  — оценкой (13).

При оценивании величины U1  будем учиты-
вать, что (sin ) ( cos ) ( cos )/ /q q qb b b

j j j
2 1 1 2 1 21 1+ + += - +   и 

д л я  q j Œ D1  б у д е т  ( cos ) ,/ /1 22 1 4- £- + +q a b
j  

cos cos cos ,j q p- ≥ - ≥j
3
5

3
10

  (1 ) 1/2 1/4+ £+cos .q b
j  

Принимая во внимание (13), (17), имеем из 
(29) 
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 (30)

Оценим величину U2 . Предварительно до-
кажем следующее

Утверждение 2.  Если -1/2 < < 1/2a , 
n N£ - 1 , то 
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Доказательство.  Поскольку функции 

g1( ) =
1q

q j-
 и g2

1/2( ) = ( )q q j a- -  монотонно 

убывают на промежутке ( , ]j p ,  то с учетом оце-
нок (11), (20) имеем

Аппроксимативные свойства дискретных частных сумм Фурье—Якоби прямоугольного вида
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Утверждение 2 доказано.
При оценивании Ui  ( i = 2, 3, 4 ) будем поль-

з о в а т ь с я  р а в е н с т в о м  ( ) =2 1sinq a
j

+  
= (1 ) (1 )1/2 1/2cos cos ,q qa a

j j
+ +- +  а при оценке U2  

учтем, что 1 2- £cosj j  и для q j Œ D2  будет 
(1 ) 2/2 1/4+ £- +cos ,q a b

j  (1 ) 2/2 3/4 3/2- £+ +cos ,q qa a
j j  

(1 ) 2/2 1/4 1/2- £+ +cos .q qa a
j j  Заметим также, что 

для j pŒ(0, /2],  q j pj Œ( , 3 /5]  справедливо не-
равенство 
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Учитывая (12), (15), (31), (32), (33), имеем 
из (29) 
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Из (15) при 0 <
1

< /2
n

j p£
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Аналогично 

 P
c

nn
a b aj p a b j+ - -£1

2

1 2
3 2

2 2
,

/
/(cos )

( , )
.  

Поэтому из (34) получаем оценку 

   

U

c c n Pn

2

2

1
1 2

2

54
5

4
5 2 1

1

9
5

2

£
+

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

¥

¥ +

+

p
a

a b l j

p

a b

( )

( , ) (cos )

(

/ ,

22
3
5

3
2

2
1+ +Ê

Ë
ˆ
¯p a b l p p

) ( , ) ln .c c n

 (35)

Оценим величину U 3  при j >
1
n

. Из (24), 

используя (12) и (21), имеем 
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Оценим сумму U 3
(1) . Учитывая, что для 

-1/2 < , < 1/2a b  (см. (2)) 

 

{ }
( )

( ) ( )
( )

,h0
1

1

1

1
2

1
1 1

2
2

a b
a b

a b

a b a b
a b

a b

-
+ +

+ +

= + + ◊ + +
+ +

=

= + +

G
G G

G
GG G
G

G

( ) ( )
( )

( , )
. ,

a b+ +
£

£
[ ]

£

1 1
3

1 462
2 562

 

получаем 
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Для оценки величины U 3
(2)  заметим, что в 

силу утверждения 1 величина { }, 1hk
a b -  имеет 

порядок O k( ) , так что { }, 1
2h c kk

a b - £ . Так как для 
q j Œ D3  будет (1 ) 2/2 1/4+ £- +cosq a b

j , из (36) с 
учетом (17) получаем
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(38)

Объединяя (37), (38), получим 

 U c c3 2
212 1 2 15 36£ + +ÈÎ ˘̊l

p
p a b( ) ( , ) . .  (39)

Если же j £ 1
n

, то величина U 3  берется по 

промежутку D5 = 0,
1j +Ê

Ë
˘
˚̇n

. В этом случае U 3
(1)  

оценится аналогично как при j >
1
n

, а U 3
(2)  с 

учетом оценки | (cos ) | ( , ),P c nk
a b aj a b£  оценится 

так: 
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 (40)

В итоге получаем 

 U c c3 2
212 1 2 15 36£ + +ÈÎ ˘̊l

p
p a b( ) ( , ) . .  (41)

Оценим величину U 4 . Проводя те же рас-
суждения, что при оценке величины U2 , полу-
чим 
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  (42)

Поскольку функция g( ) =
1q

j q-
 монотон-

но убывает на промежутке (0, )j , то, используя 
оценки (11) и (20), можно записать 

 q

j

j q
q q

j q
p

j p p p
j j

j
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-
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 (43)

С учетом оценки (43) из (42) получим
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Так как j £ 1
n

, то из (15) имеем Pn
a b j, (cos ) £  

c
n

ap a b j/
/( , )£ - -

2 1 2
1 2  и P

c
nn

a b aj p a b j+ - -£1
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1 2
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2 2
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/
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Поэтому из (44) получаем 
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2
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1
9
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ˆ
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p p a b l p p
( ) ( , ) ln .  (45)

Собирая оценки (30), (35), (41), (45) и сопо-
ставляя их с (24), при x Œ[0,1] , -1/2 < , < 1/2a b ,  
n N£ - 1  приходим к оценке 
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где 
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2) Перейдем теперь к случаю - £ £1 0x . 
Покажем, что его можно свести к уже рассмот-
ренному случаю 0 1£ £x . Используя свойства 
(14) и (21), из (22) для произвольного x Œ[0,1]  
имеем 
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 (47)

Сделав замену переменных x = cosj , 
x j j= cosq , из (47) получим 
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Так как x p qj j= -  имеют одинаковые 
свойства с q j , то, проводя те же рассуждения, 
что при оценке величины Ln N,

, ( )a b jcos  и исполь-
зуя равенство (14), выводим, что 
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Возвращаясь к переменной x , из (47) и (48) 
получаем 
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при x Œ -[ 1, 0] .
В конечном итоге, из оценок (46) и (49) при 

-1/2 < , < 1/2a b ,  n N£ - 1  для x Œ -[ 1,1]  
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Теорема 1 доказана.
Из утверждения теоремы 1 и (9) следует 

следующая
Т е о р е м а  2 .  П у с т ь  -1/2 < , < 1/2a b , 

m n N+ £ - 1, q = { , }max a b , тогда при m n, Æ •  

 S O mnm n N
q

, ,
, 1/2= ( ) ,a b +( )  (51)

где O(1)  зависит от a  и b .

4. ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ 
ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

СУММАМИ S f x ym n N, ,
, ( ; , )a b  

Пусть f x y( , )  — произвольная непрерывная 
на квадрате [ 1,1] = [ 1,1] [ 1,1]2- - ¥ -  функция. 
Следуя терминологии, принятой в [17], обозна-
чим через 
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 — наилучшее при-

ближение функции f x y( , )  алгебраическими 
многочленами двух переменных порядка 
( , )m n .

Теорема 3. Если f x y C( , )
[ 1,1]2

Œ
-

,  S fm n N, ,
, ( ) =a b  

S f x ym n N, ,
,= ( ; , )a b  — дискретные частные суммы 
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q
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 f x y S f x y
m n
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,
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для ( , ) [ 1,1]2x y Œ - .
Доказательство. Из (6) нетрудно видеть, что 

дискретные частные суммы Фурье—Якоби 
прямоугольного вида S f x ym n N, ,

, ( ; , )a b  не изменяют 
алгебраического многочлена p x ymn( , )  порядка 
( , )m n , т.е. S p x y p x ym n N mn mn, ,

, ( ; , ) ( , )a b ∫ . Используя 
(8), (9), (23) и (51), имеем 
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Переходя в (53) к пределу при m n, Æ •,  
получаем утверждение теоремы 3.

С л е д с т в и е .  Е с л и  f x y C( , )
[ 1,1]2

Œ
-

, 
S f S f x ym m N m m N, ,

,
, ,
,( ) = ( ; , )a b a b  — дискретные частные 

суммы Фурье—Якоби квадратного вида, 

m
mmmE f

Æ•
=lim ln ( ) ,2 0  то при -1/2 < , < 1/2a b , 

2 1m N£ -  внутри квадрата [ 1,1]2-  
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Доказательство. Полагая в равенствах 
(7)—(9) m n= , получим 
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Далее, заметим, что для любого фиксирован-
ного e > 0  и x Œ - + -[ 1 ,1 ]e e  из (17) имеем 

| ( ) |
( , , ),

1/2P x
c

mm
a b a b e£ .  С учетом этого из (23) по-

лучим L x O mm N,
, ( ) = ( )a b ln , а из (55) 
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m E f
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1 2
 

Отсюда, переходя к пределу при m Æ • , по-
лучаем (54).
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