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ПОЛУКВАЗИОДНОРОДНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ 

В. Р. Зачепа 
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В работе исследуется устойчивость по Ляпунову состояния равновесия дифференциального 
уравнения с полуквазиоднородной правой частью:

x X x x R Xn= Œ =( ), , ( ) .0 0
Получены достаточные признаки асимптотической устойчивости и неустойчивости по Ляпуно-
ву в зависимости от показателей квазиоднородности правой части и знаков коэффициентов.

Общеизвестно, сколь важны математические 
разработки, связанные с проблемой существо-
вания периодических и условно периодических 
решений ОДУ и изучением их свойств. Особен-
но большой интерес представляют новые резуль-
таты по вопросам теории бифуркаций циклов и 
инвариантных торов из сложного фокуса, обоб-
щающие классические результаты Пуанкаре, 
Биркгофа, Дюлака, Андронова и Хопфа.

Среди наиболее часто используемых в наше 
время методов исследования бифурцирующих 
решений выделяется метод нормальных форм 
(А. Пуанкаре, Дж. Биркгоф, В. И. Арнольд, 
А. Д. Брюно и др.) и метод Ляпунова—Шмидта 
с его многочисленными модификациями.

Несмотря на значительные достижения в 
развитии теории периодических и условно пе-
риодических решений систем ОДУ, многие ее 
задачи остаются недостаточно исследованными. 
В частности, недостаточно изучен случай пара-
метрического возмущения системы вблизи 
вырожденной точки покоя при наличии силь-
ных резонансов, мало разработано алгоритмов 
приближенного построения и качественного 
анализа условно периодических решений, би-
фурцирующих из сложного фокуса динамичес-
кой системы в ситуации многомодового вырож-
дения. Системы с такими особенностями появ-
ляются в теории бифуркаций решений обыкно-
венных дифференциальных уравнений и 
уравнений в частных производных, в радиофи-
зике при исследовании автоколебаний в RC-
генераторах, в реальных моделях экономики, 
популяционной динамики, химической кине-
тики и в др. разделах современного естествоз-
нания.

Многие разработки в области конструктив-
ного анализа задач такого типа основаны на 
идее усреднения (Н. Н. Боголюбов, Ю. А. Мит-
ропольский, А. М. Самойленко, Б. И. Мосеен-
ков, Е. А. Гребеников, Ю. А. Рябов, М. Н. Кио-
са, С. В. Миронов и др.). Большинство создан-
ных на этой идее подходов достаточно эффек-
тивно работает лишь в случаях систем стандар-
тного вида. Задача же приведения произволь-
ного уравнения к стандартному виду, вообще 
говоря, не тривиальна. В настоящее время нет 
универсальных алгоритмов ее решения. И даже 
для уравнений стандартного вида трудно при-
знать полностью завершенной конструктивную 
теорию условно периодических решений.  Это  
связано с наличием большого  разнообразия 
свойств решений, обусловленных различными 
типами нелинейностей и наличием так называ-
емых «малых знаменателей».

Алгоритмы, основанные на применении 
теоремы Плисса—Кэли о центральном подмно-
гообразии с последующими нормализациями и 
огрублениями уравнения, суженного на цент-
ральное подмногообразие (например, предло-
женные в работах Ю. Н. Бибикова, Г. Ю. Лю-
басовой и др.), также не являются универсаль-
ными, так как основаны на некоторых упроща-
ющих предположениях.

Таким образом, поиск алгоритмов, эффек-
тивных для построения и анализа устойчивости 
условно периодических решений тех или иных 
классов ОДУ остается по—прежнему актуаль-
ной задачей.

Центральную методологическую идею, вок-
руг которой сгруппировано содержание многих 
работ, можно сформулировать как  сведение 
задачи изучения существования и устойчивос-
ти бифурцирующих решений дифференциально-
го уравнения к аналогичной задаче для упрощен-
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ной аналитической системы уравнений [1, 2]. 
При этом важнейшим элементом общего анали-
за поведения редуцированной динамической 
системы является  выяснение устойчивости ее 
нулевой точки покоя при критических значе-
ниях (управляющих) параметров.

В данной работе предложен достаточно прос-
той, но весьма эффективный алгоритм опреде-
ления устойчивости нулевой точки системы 
ОДУ, на основе которого можно исследовать 
устойчивость бифурцирующих решений и вы-
яснять условия сосуществования решений с 
различными типами устойчивости (индексами 
неустойчивости) [3—7].

В зависимости от взаимного расположения 
многогранников Ньютона правых частей сис-
темы, а также условий на некоторые коэффи-
циенты, получены признаки асимптотической 
(абсолютной) устойчивости по Ляпунову и не-
устойчивости состояния равновесия системы. 
При этом, функция Ляпунова находится в яв-
ном виде. В более общем случае рассматриваю-
ся динамичесике системы с полуквазиоднород-
ными правыми частями конечной гладкости.

СЛУЧАЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
НА ПЛОСКОСТИ

Рассмотрение динамической системы на 
плоскости позволит получить наглядный гео-
метрический смысл признака асимптотической 
устойчивости по Ляпунову, что, в свою очередь, 
даст возможность обобщить результат на 
n -мер ный случай.

Рассмотрим систему 
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Предположим, что функции P x Q x( ), ( )  являют-
ся аналитическими в окрестности нуля. Следо-
вательно, их можно разложить в степенные 
ряды: 
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Построим диаграммы Ньютона ( )P  и ( )Q  для 
компонент системы.

Пусть e di j,  — угловые коэффициенты соот-
ветственно i -го звена ломаной ( )P  и j -го звена 
ломаной ( )Q . Напомним, что угловой коэффи-
циент звена определяется как отношение про-
екции звена на ось OX  к проекции на ось OY . 
Рассмотрим 
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Теорема 1.  Пусть для системы (1) выпол-

нены следующие условия:
1. a b< 0, < 0 ;
2. Числа m1  и m2  — нечетные;
3. d es > 1 , где ds  — угловой коэффициент 

верхнего звена диаграммы ( )Q , а e1  — угловой 
коэффициент нижнего звена диаграммы ( )P .

Тогда состояние равновесия ( , ) = (0, 0)1 2x x  
системы (1) асимптотически устойчиво по 
Ляпунову.

Доказательство. Проведем некоторые гео-
метрические построения. Диаграмму ( )Q  парал-
лельно перенесем вдоль оси ( )2x  на достаточно 
большое целочисленное расстояние 2 1p +  в 
точку A . Из точки A  проведем лучи параллель-
ные звеньям ( )1P  и ( )Qs  до пересечения оси ( )1x  
в точках B  и C .

Легко видеть, что при достаточно больших 
значениях 2 1p + , на отрезке BC  найдется точ-
ка D , расстояние от которой до m1  — нечетно. 
Обозначим это расстояние через 2 1q + . Пере-

Рис. 1
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несем диаграмму ( )P  параллельно вдоль оси 
( )1x  в точку D . Соединим точки A  и D . Легко 
видеть, что диаграммы, полученные параллель-
ными переносами лежат выше отрезка AD .

Рассмотрим функцию: 

 F( , ) =
2 2 2 2
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которая, очевидно, является положительно 
определенной.

Рассмотрим производную функции F( , )1 2x x  
в силу системы (1): 
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Так как всем слагаемым w( , )1 2x x  соответс-

твуют точки, лежащие выше отрезка AD , и 
выполнены условия 1., 2. теоремы 1, функция 
�F( , )1 2x x  является отрицательно определенной. 

Следовательно, F  — функция Ляпунова, и 
состояние равновесия асимптотически устой-
чиво.

Следствие.  Пусть ab π 0 , выполнено усло-
вие 3 теоремы и не выполнено хотя бы одно из 
условий 1., 2. Тогда состояние равновесия 
( , ) = (0, 0)1 2x x  системы (1) неустойчиво по 
Ляпунову.

Доказательство. Рассмотрим функцию 
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Тогда производная функции  F( , )1 2x x   в силу 
системы  (1)  имеет следующий вид: 
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Очевидно, что функция  �F( , )1 2x x   является 
отрицательно определенной.

Пусть не выполнено условие 1. теоремы, на-
пример, a > 0 , тогда  F( , 0) < 01x  при x1 > 0 .

Если не выполнено условие 2. теоремы, на-
пример, m1  четное, тогда  F( , 0) < 01x  при 
x1 > 0,  a > 0  и при x1 < 0,  a < 0 .

Следовательно, состояние равновесия неус-
тойчиво по Ляпунову.

Заметим, что условие 3 теоремы геометри-
чески означает, что каждое звено диаграммы 
( )P  "круче"  каждого звена диаграммы ( )Q .

Условие 3. можно переформулировать с 
использованием показателей квазиоднороднос-
ти функций P x( )  и Q x( ) . Для этого, представим 
эти функции в виде: 
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где R x xi( , )1 2  — квазидиодная функция степени 
1 с рациональными показателями a a1 2, ,i i  

Рис. 2

Устойчивость по Ляпунову динамической системы с полуквазиоднородной правой частью 
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При таком подходе достаточно потребовать 
лишь конечную гладкость функций P x x( , )1 2  и 
Q x x( , )1 2

Очевидно, что e a
a

d a
a1

21

11
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= , =s . Следова-

тельно, условие 3. теоремы 1 эквивалентно 
следующему неравенству: 
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НА n -МЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

Рассматривается система дифференциаль-
ных уравнений в пространстве Rn : 

 � … …x P x x x i ni i n= ( , , , ), = 1,2, , ;1 2  (2)

 Pi(0, 0, , 0) = 0.…
Предположим, что правые части P x x xi n( , , , )1 2 …  

являются полуквазиоднородными функциями 
степени один с рациональными показателями 
a a a1 2, , ,i i ni… .

Другими словами, P x R x xi i i( ) = ( ) ( )+ w , где 
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mi(0, , 0, , 0 , 0) =… … . 

Очевидно, что 
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Заметим, что здесь, в отличие от классичес-
кого многогранника Ньютона, координаты то-
чек многогранника могут быть рациональными 
числами.

Заметим также, что, если рассмотреть много-
гранник Ньютона функции P xi( ) , то R xi( )  состо-
ит из всех слагаемых a x x xki

k k
n
kn
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2
2 ◊ ◊… , показате-

лями степеней которых k k k kn= ( , , , )1 2 …  лежат 
на грани многогранника, пересекающей коор-
динатную ось (0, , 0, , 0 , 0)… …xi  в точке mi .

Теорема 2.  Пусть для системы (2) выпол-
нены следующие условия:

1. ai < 0  при i n= 1,2, ,… ;
2. mi  — нечетные натуральные числа, при 

i n= 1,2, ,… ;
3. существует s s n(1 )£ £  такое, что 

a
a

a
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ji

jj

> , при i j j sπ π, .

Тогда состояние равновесия x = 0  системы 
асимптотически (абсолютно) устойчиво по 
Ляпунову.

Доказательство. В терминах ряда Тейлора 
R x a xi

k
ki

k( ) = Â  все показатели k k k kn= ( , , , )1 2 …  

ненулевых слагаемых лежат на гиперплоскости 

 Gi i i ni n ik k k k k= { | = 1}, 0.1 1 2 2a a a+ + + ≥…
Рассмотрим ¢R x x R xi i

pi
i( ) = ( )  где pi  — неко-

торые натуральные числа, i n= 1,2, ,… . Соот-
ветствующая гиперплоскость имеет вид: 
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Очевидно, что точка (0, , 0, , 0, , 0)… …m pi i+  

принадлежит ¢Gi .
Рассмотрим следующую гиперплоскость 
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Легко видеть, что точки (0, , 0, , 0, , 0)… …m pi i+  
принадлежат G , при всех i n= 1,2, , .…

Покажем, что при соответствующем выборе 
чисел pi , все гиперплоскости ¢Gi i n( = 1,2, , )…  
и м е ю т  с  G  п о  о д н о й  о б щ е й  т о ч к е 
(0, , 0, , 0, , 0)… …m pi i+  и лежат выше G  в пер-
вом квадранте ( )R n+ .

Пусть, например, s = 1  (условие 3 теоре-
мы 2.). В качестве p1  возьмем достаточно боль-
шое нечетное число. Выберем числа pi  по сле-
дующим формулам: 
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Здесь di- ≥1 0  — такие наименьшие рациональ-
ные числа, что pi  — нечетные натуральные 
числа.

Итак, покажем, что все точки k k k kn= ( , , , )1 2 … Œ 

iŒ ¢G , кроме одной, лежат выше гиперплоскости 
G . Другими словами, если 
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Для этого, достаточно показать, что 

  
a
a

a
a

jj

jj j

ji

ii ip p1
>

1+ +
при всех i j jπ π, 1.

После замены по формулам (3) и несложных 
преобразований получим: 
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Так как, по условию 3 теоремы 2., (для слу-
чая s = 1) 
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последнее неравенство будет верным при доста-
точно больших нечетных p1 .

Итак, мы показали, что все гиперплоскос-
ти ¢Gi  имеют с G  по одной общей точке 
(0, , 0, , 0, , 0)… …m pi i+  и лежат выше G  в пер-
вом октанте ( )R n+ .

Рассмотрим следующую функцию: 
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которая, очевидно, является положительно 
определенной. Рассмотрим производную фун-
кции F( )x  в силу системы (2): 

 
� …F( ) = ( ) ( ) ( )1

1
1 2

2
2

1 1
1 1

2 2
2 2

x x P x x P x x P x

a x p a x p

p p
n
pn

n

m m

+ + + =

= + + + ++ + + +… a x p xn n
mn n w( ),

где w( )x  удовлетворяет условию: 
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Геометрически это означает, что первые n  
слагаемых �F  соответствуют гиперплоскости G , 
остальные соответствуют точкам, лежащим выше 
G . Отсюда, учитывая условия 1., 2. теоремы 2. и 
нечетность чисел pi  получаем, что функция �F  
является отрицательно определенной. Следова-
тельно, F  — функция Ляпунова и состояние 
равновесия асимптотически устойчиво.

Следствие.  Пусть a i ni π 0, = 1, , ,…  и выпол-
нено условие 3. теоремы 2. и не выполнено хотя 
бы одно из условий 1, 2. Тогда состояние равнове-
сия x = 0  системы неустойчиво по Ляпунову.

Доказательство. Рассмотрим функцию 
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где d( )m  то же, что и выше.
Производная �F( )x  функции  F( )x   в силу 

системы  (2)  имеет следующий вид: 
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где 
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при t Æ 0 .
Очевидно, что функция  F( )x   является от-

рицательно определенной.
Пусть не выполнено условие 1. теоремы, 

например, a > 0 , тогда  F( ,0, , 0) < 01x …  при 
x1 > 0 .

Если не выполнено условие 2. теоремы, на-
пример, m1  — четное, тогда  F( ,0, , 0) < 01x …  при 
x1 > 0 , a > 0  и при x1 < 0 , a < 0 .

Следовательно, состояние равновесия неус-
тойчиво по Ляпунову.

В качестве примера, иллюстрирующего те-
орему 2, рассмотрим следующую динамическую 
систему: 
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Проверим выполнение условий теоремы 2: 
1. числа a a a1 2 3= 3, = 5, = 7- - -  — отрица-

тельны;
2. числа m m m1 2 3= 3, = 3, = 7  — нечет-

ны;
3. при s = 2  выполнены неравенства 
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Следовательно, нулевое состояние равнове-
сия асимптотически устойчиво.

Устойчивость по Ляпунову динамической системы с полуквазиоднородной правой частью 
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