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КЛАССЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН, 
ДОПУСКАЮЩИХ ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ БИВРАЩЕНИЯ
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Описаны классы электромагнитных волн, допускающих группы, содержащие одномерную 
подгруппу пропорциональных бивращений. 

ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе продолжено начатое в 
[2—5] описание классов электромагнитных 
волн, допускающих подгруппы группы Пуан-
каре [1]. Здесь представлены классы электро-
магнитных волн, допускающих одномерную 
группу пропорциональных бивращений в про-
странстве Минковского 	 1
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(здесь l = 0const π , a  — групповой параметр). 
При этом используется классификация про-
странств Максвелла по подгруппам группы 
Пуанкаре [7, 8]. Электромагнитная волна трак-
туется в соответствии с [6] как пространство 
Максвелла, задаваемое непостоянным по вре-
мени тензором Fij  ( ∂ ∂ πF xij/ 04 ) на пространс-
тве Минковского, удовлетворяющим уравнени-
ям Максвелла 

 ∂[ ] = 0,i jkF  (2)

 —k
ikF = 0.     (3)

Базис алгебры Ли группы Пуанкаре, а так-
же все используемые в статье обозначения со-
ответствуют [7, 8]. В частности, подгруппы 
группы Пуанкаре из списка в [1] и соответству-
ющие алгебры Ли векторных полей обозначены 
Gk l,  и Lk l, . Через { }x i  обозначены галилеевы 
координаты. Выражение L k{ , , }1x x…  всюду 
означает линейную оболочку векторов x x1, ,… k

. Компоненты всех тензоров отнесены к галиле-
евым координатам, даже если выражены как 
функции других координат.

Класс электромагнитных волн, допускающих 
группу Gk l, , обозначен через Wk l, . Он состоит из 
кососимметричных тензорных полей Fij , удов-
летворяющих уравнениям (2), (3) и условиям 
инвариантности Fij  относительно группы Gk l, : 

 L F kij k lxa
a= 0 ( = 1, , = ),… dim L     (4)

( Lx  — производная Ли, Lk l kL, 1= { , , }x x… ). 
Можно также сказать, что класс Wk l,  есть под-
класс класса пространств Максвелла Ck l, , зада-
ваемых тензорами Fij , удовлетворяющими 
второму уравнению Максвелла (3) с нулевым 
током.

Цель настоящей работы состоит в описании 
классов Wk l,  электромагнитных волн, инвари-
антных относительно групп Gk l, , алгебры Ли 
которых содержат вектор e e13 24+ l , задающий 
группу (1). Для решения системы уравнений 
(2), (3) и (4) мы используем замену координат 
{ } { , , , }x ri 
 r q j , 
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которая переводит инфинитезимальный опера-
тор 
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соответствующий вектору e e13 24+ l , в диффе-
ренцирование по j . Ввиду громоздкости вы-
числений приведены только результаты.

КЛАССЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

1. Класс W1,5 . Алгебре L1,5 13 24= { }L e e+ l  
соответствует одномерная группа G1,5  пропор-
циональных бивращений (1).  

Теорема 1 Класс W1,5  электромагнитных 
волн, допускающих группу G1,5 , задается тен-
зором Fij  вида 
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 F F r F F r13 13 24 24= ( , , ), = ( , , ),r q r q     (8)

г д е  ф у н к ц и и  c c ri i= ( , , )r q ,  F r13( , , )r q  и 
F r24( , , )r q  удовлетворяют системе уравнений © Иванова А. С., Паринов М. А., 2007
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2. Класс W2,9 . Алгебре L2,9 13 24 2 4= { , }L e e e e+ -l  
соответствует группа G2,9 , состоящая из всевоз-
можных композиций пропорциональных 
бивращений и трансляций вдоль изотропного 
направления. Класс W2,9  является подклассом 
класса W1,5 .  

Теорема 2 Тензор Fij  класса W2,9  электро-
магнитных волн, допускающих группу G2,9 , 
определяется формулами (7) и 

  F F r F13 13 24= ( , , ), =r q const     (11)

при выполнении (10a), (10b) и следующих усло-
вий

  

∂
∂

- ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

+ =

∂
∂

- ∂
∂

F F

c c c c

c c

13 13

1 2 3 4

1 1

1
= 0,

( ) = 0, ( ) 0

1

r lr q

r r

r lr

,

qq r lr

r lr q r lr

r lr q r

- -

∂
∂

- ∂
∂

- -

∂
∂

+ ∂
∂

+ -

c c

c c c c

c c c c

2 3

2 2 1 4

3 3 4 1

= 0,

1

1
llr

r lr q r lr

= 0,

1
04 4 3 2∂

∂
+ ∂

∂
+ - =c c c c

,

    (12)

 

- ∂
∂

+ ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+ ∂
∂

- ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

∂

sin cos ,

sin

q
q

q
q

q

c
r r

c c
r r

c

c

1 3 3 1

2

1 1
0

∂∂
+ ∂

∂
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+ ∂
∂

- ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=
r r

c
r

c
r

c
r

1 1
04 2 4

q
qcos .

    
(13)

3. Класс W2,10 . Алгебре L2,10 13 24= { , } =L e e  

13 24 13= { , }L e e e+  соответствует группа G2,10 , со-
стоящая из композиций поворотов и псевдов-
ращений, либо поворотов и бивращений при 
l = 1 . Так как в последнем случае L L1,5 2,10Ã , 
то W W2,10 1,5Ã .  

Теорема 3 Тензор Fij  класса W2,10  электро-
магнитных волн, допускающих группу G2,10 , 
определяется формулами (7) и 

 F F r F F r13 13 24 24= ( , ), = ( , ),r r     (14)

причем 
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а функции F r13( , )r , F r24( , )r , k k r1 1= ( , )r  и 
k k r4 4= ( , )r  удовлетворяют уравнениям 
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(замену координат (5) надо взять при l = 1 ).  
4. Класс W3,11 . Алгебре L3,11 13 24 1 3= { , , }L e e e e+ l  

соответствует группа G3,11 , состоящая из всевоз-
можных композиций пропорциональных 
бивращений и трансляций в направлениях 

Классы электромагнитных волн, допускающих пропорциональные бивращения
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векторов двумерной евклидовой плоскости. 
Класс W3,11  также содержится в W1,5 .

Теорема 4 Тензор Fij  класса W3,11  электро-
магнитных волн, допускающих группу G3,11 , 
определяется формулами 

  F F13 24= , = ,const const     (18)

и (7), где функции ci( )r  имеют вид 
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(A B D F, , ,  — произвольные константы).
5. Класс W3,13 . Алгебра L3,13 13 24 2 4= { , , }L e e e e-  

является расширением алгебры L2,10 , поэтому 
W W3,13 2,10Ã .  

Теорема 5 Тензор Fij  класса W3,13  электро-
магнитных волн, допускающих группу G3,13 , 
определяется формулами (7) и (18), где 
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6. Класс W4,7 . Алгебра L4,7 13 24 1 3 2 4= { , , , }L e e e e e e+ +l  
является расширением алгебры L3,11 , поэтому 
P P4,7 3,11Ã .  

Теорема 6 Тензор Fij  класса W4,7  электро-
магнитных волн, допускающих группу G4,7 , 
определяется формулами 
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где 
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(AD,  — произвольные постоянные).  
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