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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ 
С ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

В. В. Юргелас

Воронежский государственный университет

Установлены достаточные условия разрешимости задачи Неймана для одномерного уравнения 
Шредингера с постоянным потенциалом и полиномиальной нелинейностью.

Рассмотрим задачу Неймана следующего 
вида
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в которой w  — ненулевой вещественный пара-
метр, а функции a

0
(t),...,a

m
(t) непрерывны на 

промежутке [0,T].
Задачи подобного рода возникают, напри-

мер, при моделировании некоторых процессов 
в гидродинамике (см. [1] и имеющуюся там 
библиографию).

Покажем, что полиномиальность нелиней-
ности f(t,x) по фазовой переменной позволяет 
достаточно простыми средствами обосновать 
разрешимость граничных задач типа (1)—(2).

Введем предварительно некоторые обозна-
чения:
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где под x c  понимается чебышевская норма 
элемента x(t) банахова пространства C[0,T] 
непрерывных на [0,T] функций: x x tc = max ( ) , 

t T£ £ .0
Далее, через Hw  обозначим линейный ин-

тегральный оператор, действующий в про-
странстве C[0,T] по правилу
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Лемма 1. Норма оператора Hw : [ , ]C T0 Æ 
[ , ]C T0Æ  вычисляется по формуле

 Hw w
w= π1

02 , .  (3)

Доказательство. Прежде всего заметим, что 
ядро оператора Hw  положительно для любых 
ненулевых значений параметра w  и всех 
( , ) [0, ] [0, ]t s T TŒ ¥  с учетом очевидного нера-
венства w wl- < π( ) ( ).0 0 0  А так как Hw  огра-
ничен, то

 H H t s ds
t T

T

w w=
£ £ Ú0

0

max ( , ; ) .  

Прямые вычисления приводят к следующему 
выражению для интеграла справа:
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откуда следует (3).

Рассмотрим теперь нелинейное интеграль-
ное уравнение

 x t H t s f s x s ds
T

( ) = ( , ; ) ( , ( ))
0
Ú w  (4)

и установим достаточные условия его разреши-
мости в пространстве C[0,T].

Лемма 2. Если для заданных a
*
, w  и m мно-

жество положительных решений неравенства
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непусто, то уравнение (4) имеет по крайней 
мере одно непрерывное на [0,T] решение.

Доказательство. Если формулой (Fx)(t)
 
= 

=
 
f(t,x(t)) определить действующий в C[0,T] 

нелинейный оператор F, а через Hw * F  обозна-
чить суперпозицию операторов Hw  и F, то в 
операторной форме уравнение (4) примет вид

 x F x= *( )( ).Hw  (6)

Оператор F, как нетрудно видеть, непреры-
вен и ограниченные множества пространства © Юргелас В. В., 2006
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C[0,T] переводит в ограниченные. Стандартны-
ми рассуждениями можно доказать компакт-
ность оператора Hw  и, как следствие, получить 
компактность суперпозиции Hw * F.

Далее, по заданным w π 0  и a
*
 можно ука-

зать такое r
 
>

 
0, что для образа замкнутого шара 

S r C T( , ) [ , ]q Ã 0  (здесь q q= ∫ " Œ( ) [ , ]t t T0 0  — 
нуль пространства C[0,T]) будет справедливо 
включение ( ) ( , ) ( , ),Hw q q* ÕF S r S r  поскольку 
неравенство (5), следующее из очевидной це-
почки для x S rŒ ( , )q
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имеет по условию хотя бы одно положительное 
решение.

Таким образом, выполнены все условия 
принципа неподвижной точки Шаудера [2], 
откуда следует разрешимость уравнения (6) 
или, что то же, интегрального уравнения (4).

В банаховом пространстве C2[0,T] дважды 
непрерывно дифференцируемых на [0,T] фун-
кций выделим линейное многообразие �C ,  фун-
кции которого удовлетворяют граничным усло-
виям (2).

Теорема 1. Граничная задача (1)—(2) для 
каждого положительного решения r неравенс-
тва (5) имеет по крайней мере одно решение 
x t S r Cw q( ) ( , ) .Œ « �

Доказательство. Согласно лемме 2 достаточ-
но показать, что всякое решение интегрального 
уравнения (4) является решением задачи 
(1)—(2). В самом деле, пусть x tw( )  — решение 
интегрального уравнения (4). Тогда, замечая, 
что

 � �
∓l t l t l l T± + -= = =( ) ( ) ( ) ( ),w   8 0 0  

из (4) будем иметь
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Отсюда следует, что � �x x Tw w(0) = 0 = ( ).  Далее,
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что и завершает доказательство.
В упоминавшейся выше работе [1] исследо-

вался частный случай задачи (1)—(2), когда 
f t x t x t x x( , ) ( sin ) , , ( ) ( ),= + £ £ = =1 0 0 02 p p� �  и 
была установлена ее разрешимость для w > 0.  
Из рассуждений леммы 2 и теоремы 1 следует, 
что в этом частном случае разрешимость будет 
иметь место при любом ненулевом значении 
параметра w,  а для нормы решения x tw( )  верна 
оценка: x

cw w£ 2 2/ .
Вернемся к нелинейному интегральному 

уравнению (4).
Теорема 2. Если скалярное уравнение

 u a a u
c

k m
k c

k- +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=
£ £
ÂHw 0

1

0  (7)

имеет два различных положительных корня, то 
уравнение (4) однозначно разрешимо.

Доказательство. Если через u*  обозначить 
меньший из корней уравнения (7), то из нера-
венства
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следует, что оператор Hw * F  переводит шар 
S u( , )*q  пространства C[0,T] в себя.

Далее, так как функция
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выпукла на 
 + = +•[ , ),0  то с учетом условия 
теоремы получаем неравенство

 0 1< <=
d
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Отсюда следует, что оператор Hw * F  на шаре 
S u( , )*q  является сжимающим, поскольку

 ( )( ) ( )( ) ( )*H Hw w j* - * £ ¢ -F x F y u x y
c c  

для произвольных x y S u, ( , ).*Œ q
Справедливость утверждения теоремы оче-

видным образом следует теперь из принципа 
сжимающих отображений.

Стандартными рассуждениями можно по-
казать, что всякое решение задачи (1)—(2) 
является решением интегрального уравнения 
(4), так что в условиях теоремы 2 эта задача 
однозначно разрешима.
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