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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА СИНГУЛЯРНО 
ВОЗМУЩЕННЫХ ДИСКРЕТНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ*
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Для нелинейной сингулярно возмущенной дискретной задачи оптимального управления в 
случае условия периодичности для части переменных состояния и закрепленного левого кон-
ца для остальных переменных состояния построено асимптотическое разложение решения при 
помощи прямой схемы. Получены оценки близости приближенного решения к точному реше-
нию задачи. Доказано невозрастание значений минимизируемого функционала с каждым 
последующим приближением управления.

ВВЕДЕНИЕ

За последние тридцать лет возрос интерес к 
сингулярно возмущенным задачам оптималь-
ного управления (см., например, обзоры [1]—
[2]). Основная часть публикаций по этой тема-
тике посвящена непрерывным системам, но 
многие задачи экономики, биологии, социоло-
гии описываются дискретными моделями (см., 
например, [4]). Кроме того, дискретные задачи 
возникают при численной реализации непре-
рывных задач оптимального управления.

В [3], [4] формальное асимптотическое раз-
ложение решения дискретной сингулярно воз-
мущенной линейно-квадратичной задачи с 
фиксированным левым концом и свободным 
правым построено с помощью асимптотическо-
го разложения решения системы, вытекающей 
из условий оптимальности управления. Метод 
построения асимптотического разложения ре-
шения задачи оптимального управления путем 
подстановки постулируемого асимптотического 
разложения решения в условия задачи и полу-
чения серии задач оптимального управления 
для нахождения коэффициентов разложения 
использовался в [5] для сингулярно возмущен-
ной непрерывной системы без ограничений на 
управление. Этот метод был назван «прямой 
схемой».

Прямая схема использовалась для дискрет-
ных задач оптимального управления с малым 
шагом [6], для дискретных слабоуправляемых 
систем [7] и дискретной периодической сингу-
лярно возмущенной линейно-квадратичной 
задачи [8]. В [9] прямая схема использовалась 

для непрерывной нелинейной периодической 
задачи оптимального управления с матричным 
сингулярным возмущением в уравнении состо-
яния. В [10] при помощи прямой схемы пост-
роено асимптотическое разложение решения 
нелинейной дискретной сингулярно возму-
щенной периодической задачи оптимального 
управления.

Заметим, что, используя прямую схему, 
можно установить невозрастание значений 
минимизируемого функционала с каждым но-
вым приближением оптимального управле-
ния.

В настоящей статье при помощи прямой 
схемы строится асимптотика решения по неот-
рицательным степеням малого параметра для 
дискретной сингулярно возмущенной задачи 
оптимального управления в случае, когда для 
части переменных состояния фиксирован ле-
вый конец, а на остальные переменные состоя-
ния накладывается условие периодичности. 
При некоторых условиях доказано существова-
ние решения возмущенной задачи при доста-
точно малых значениях параметра, получены 
оценки близости построенного асимптотичес-
кого решения рассматриваемой задачи к точно-
му решению, установлено невозрастание зна-
чений минимизируемого функционала при 
использовании новых членов асимптотическо-
го разложения оптимального управления.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача минимизации фун-
кционала
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на траекториях системы

 y k f y k z k u kk( ) ( ( ), ( ), ( )),+ =1  (2)

 ez k g y k z k u k k Nk( ) ( ( ), ( ), ( )), ,+ = = -1 0 1
при заданных условиях

 y y z z N( ) , ( ) ( ).0 00= =  (3)

Здесь y k R z k R k Nn n( ) , ( ) ( , )Œ Œ =1 2 0  — компо-
ненты фазовой траектории в момент времени 
k u k R k Nr, ( ) ( , )Œ = -0 1  — управляющее воз-
действие в момент времени k, F

k
 — скалярные 

функции, f
k
 — функции со значениями вRn1 , g

k
 

— функции со значениями в Rn2 0, e >  — малый 
параметр, число шагов N фиксировано, y0 — 
фиксированный вектор из пространстваRn1 . 
Функции F

k
, f

k
, g

k
 предполагаются достаточное 

число раз непрерывно дифференцируемыми по 
своим аргументам.

2. ВЫРОЖДЕННАЯ ЗАДАЧА

Положив в задаче (1)—(3) e = 0,  получаем 
вырожденную задачу
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 y k f y k z k u kk( ) ( ( ), ( ), ( )),+ =1  (5)

 0 0 1= = -g y k z k u k k Nk( ( ), ( ), ( )), , ,
 y y z z N( ) , ( ) ( ).0 00= =  (6)

Предположим, что выполняется следующее 
условие.

Условие 1. Система 0 = g y k z k u kk( ( ), ( ), ( )),  
k N= -0 1,  однозначно разрешима относитель-
но z k( )  при любых u k y k k N( ), ( ), , .= -0 1

В силу условия 1 задачу P  можно преобра-
зовать в задачу оптимального управления отно-
сительно управления u  и состояния y .

Гамильтониан H k( )  для задачи P  задается 
формулой
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где переменные p q, ,  сопряженные к перемен-
ным y  и z  соответственно, удовлетворяют ра-
венствам
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Здесь и далее штрих означает транспониро-
вание, а выражения вида ( ) ,( ) ,( )f f fy z u  означа-
ют производные функции f по переменным 
y k z k u k( ), ( ), ( )  соответственно.

Условие оптимальности управления для 
задачи P  имеет вид
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Предположим, что выполняется следующее 
условие.

Условие 2. Задача P  имеет единственное 
решение y

0
, z

0
, u

0
.

3. ФОРМАЛИЗМ ПОСТРОЕНИЯ 
АСИМПТОТИКИ

Решение возмущенной задачи (1)—(3) бу-
дем искать в виде рядов
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Подставим соотношения (10) в задачу 
(1)—(3). Разложим правые части в (1), (2) в 
ряд по степеням малого параметра, затем при-
равняем в (2), (3) коэффициенты при одинако-
вых степенях e . В результате минимизируемый 
функционал запишется в виде ряда

 J u Jj
j

je e( ) ,=
≥
Â

0

 (11)

а из (2), (3) получим равенства для коэффици-
ентов разложения (10)

 y k f gk k0 1 0( ) , ,+ = =  (12)
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 z z N jj j( ) ( ), .0 0= ≥  (14)

Здесь и далее черта сверху означает, что 
значения соответствующих функций и их про-
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изводных вычисляются при y k y k( ) ( ),= 0  
z k z k( ) ( ),= 0  u k u k( ) ( ),= 0  волна сверху означает, 
что значения функции вычисляются при 
y k y kj( ) ( ),= -� 1  z k z kj( ) ( ),= -� 1  u k u kj( ) ( ),= -� 1  где
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Для разложения произвольной функции 
j j e= ( )  по степеням малого параметра e  ис-
пользуем следующие обозначения:
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где  [ ] { }, ,j j j e jn n n
i
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n
= = Â-
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-

1
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1
 а  выражение 

a e( )n+1  означает сумму членов разложения 
порядка en+1  и выше.

Первые три коэффициента из разложения 
(11) имеют вид:
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Для определения тройки функций y
0
(k), 

z
0
(k), u

0
(k) рассмотрим задачу P

0
, которая за-

ключается в минимизации функционала J
0
 на 

траекториях системы (12) при условиях (14). 
Очевидно, что задача P

0
 совпадает с вырожден-

ной задачей P.
Используя соотношения (7)—(9), (13), (14), 

преобразуем слагаемые из выражения коэффи-
циента J

1
, оставшиеся неизвестными после ре-

шения задачи P
0
. Обозначая через p

0
, q

0
 сопря-

женные переменные в задаче P
0
, в результате 

преобразований получим
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Следовательно, коэффициент J
1
 оказывается 

известным после решения задачи P
0
.

Аналогично для части слагаемых из выра-
жения для J

2
 имеем
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С учетом последнего равенства обозначим 
через �J1  сумму слагаемых в выражении для J

2
, 

оставшихся неизвестными после решения за-
дачи P

0
.

Для нахождения коэффициентов y
1
(k), z

1
(k), 

u
1
(k) рассмотрим линейно-квадратичную зада-

чу P
1
:
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 y z z N1 1 10 0 0( ) , ( ) ( )= =  (18)

в которой использованы следующие обозначе-
ния:
W F p k f q k gk k yy k yy k yy= - ¢ + - ¢ +( ) ( )( ) ( )( )0 01 1  — мат-
рица размерности n n1 1¥ ,
N F p k f q k gk k yu k yu k yu= - ¢ + - ¢ +( ) ( )( ) ( )( )0 01 1  — мат-
рица размерности n r1 ¥ ,
R F p k f q k gk k uu k uu k uu= - ¢ + - ¢ +( ) ( )( ) ( )( )0 01 1  — мат-
рица размерности r r¥ ,
V F p k f q k gk k zz k zz k zz= - ¢ + - ¢ +( ) ( )( ) ( )( )0 01 1  — мат-
рица размерности n n2 2¥ ,
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L F p k f q k gk k yz k yz k yz= - ¢ + - ¢ +( ) ( )( ) ( )( )0 01 1  — мат-
рица размерности n n1 2¥ ,
M F p k f q k gk k zu k zu k zu= - ¢ + - ¢ +( ) ( )( ) ( )( )0 01 1  — мат-
рица размерности n r2 ¥ ,
S FN yy= ( )  — матрица размерности n n1 1¥ .

Выражения для матриц W
k
, R

k
, V

k
, M

k
, N

k
, L

k
, 

S зависят только от решения задачи P
0
. Если 

матрицы ( )gk z  обратимы при k N= -0 1, ,  то, 
выразив из второго уравнения системы (17) 
переменную z

1
(k) через переменные y

1
(k), u

1
(k) 

и подставив полученные выражения в первое 
уравнение системы (17) и функционал �J u1 1( ) , 
получаем из задачи P

1
 задачу оптимального 

управления относительно управления u
1
 и со-

стояния y
1
.

Далее будем предполагать, что выполняют-
ся следующие условия.

Условие 3. Матрицы R
k
, k N= -0 1,  поло-

жительно определены.

Матрица S и матрицы G
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L V M
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k N= -0 1,  р а з м е р н о с т и  ( )n n r1 2+ + ¥  
( )n n r1 2¥ + +  положительно полуопределены.

Условие 4.  Матрицы ( ) ( ) ,g g R Mk z k u k k- ¢-1  
k N= -0 1,  размерности n n2 2¥  невырожде-
ны.

Равенство, вытекающее из условия опти-
мальности управления в задаче P

1
, имеет вид
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1 1 1

1 1
0

 (19)

где переменные p
1
, q

1
 удовлетворяют равенс-

твам

 

p k W y k L z k N u k

f p k g q k
k k k

k y k y

1 1 1 1

1 11 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

= - - - +

+ ¢ + + ¢ + )),

( ) ( ) ( )
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0

1 1
1 1 1

1 1

= - ¢ - - +
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L y k V z k M u k

f p k g q k
k k k

k z k z )) ( ),- q k0

 (20)

 p N Sy N q q N1 1 1 10( ) ( ), ( ) ( ).= - =  (21)

Запишем гамильтониан для задачи Pe

 

H k F y k z k u k
p k f y k z k u k

q k

k

k

( ) ( ( ), ( ), ( ))
( ) ( ( ), ( ), ( ))

(

= - +
+ ¢ + +

+ ¢ +

1

11 0 1) ( ( ), ( ), ( )), ,g y k z k u k k Nk  = -

 

где переменные p, q удовлетворяют равенст-
вам 

 

p k
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y
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∂
Ê
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1
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 (22)

 p N F y N q q NN y( ) ( ( ( ))) , ( ) ( ).= - ¢ = 0  (23)

Поскольку на управление не накладывается 
ограничений типа замкнутых неравенств, то 
необходимое условие оптимальности управле-
ния для задачи Pe  имеет вид:

 

∂
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u
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 (24)

Перейдем к высшим приближениям. Рас-
смотрим задачи P

j
 ( )j ≥ 0 . При j

 
=

 
0,1 задачи P

0
, 

P
1
 определены ранее, а при j

 
>

 
1 P

j
 — есть линей-

но-квадратичные задачи следующего вида
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y k f y k f u k
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j k y j k u j

k z j k j

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] ,

+ = + +
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1
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k z j k j

- + = + +

+ +
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] ,�
 (26)

 y z z Nj j j( ) , ( ) ( ).0 0 0= =  (27)

Здесь функции � �p qj j- -1 1,  определяются ра-
венствами

 � �p k p k q k q kj
i

i
i

j

j
i

i
i

j

-
=

-

-
=

-

= =Â Â1
0

1

1
0

1

( ) ( ), ( ) ( ),e e  (28)

где p
i
, q

i
 сопряженные переменные в задаче P

i
.
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Если матрицы ( )gk z  обратимы при k N= -0 1, , 
то из задачи P

j
 можно получить задачу опти-

мального управления относительно управления 
u

j
 и состояния y

j
.

Запишем гамильтониан для задачи P
j
 

(j
 
>

 
1)
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где переменные p
i
, q

i
 удовлетворяют равенс-

твам
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   p N Sy N F q q Nj j N y j j j( ) ( ) [( ) ] , ( ) ( ).= - - ¢ =�  0  (30)

Условие оптимальности управления для 
задачи P

j
 (j

 
>

 
1) имеет вид
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H k R u k N y k
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j
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 (31)

Подставив соотношения (10) и

 p k p k q k q kj

j
j

j

j
j( ) ( ), ( ) ( ).= =

≥ ≥
Â Âe e

0 0

  (32)

в выражения (2), (3), (22)—(24) и приравняв 
в полученных соотношениях коэффициенты 

при одинаковых степенях e , получим равенства 
(5)—(9) при j

 
=

 
0 и равенства (19)—(21) при 

j
 
=

 
1.
Теорема 1. Уравнения системы для состоя-

ния, управления и сопряженных переменных, 
полученной с помощью необходимого условия 
оптимальности управления для задачи P

n
, n ≥ 0 , 

совпадают с уравнениями для y
n
, z

n
, u

n
, p

n
, q

n
 из 

асимптотики (10) и (32) решения задачи (2), 
(3), (22)—(24), полученной из условия опти-
мальности управления для задачи Pe .

Доказательство теоремы проводится мето-
дом математической индукции аналогично до-
казательству подобной теоремы в [7].

Теорема 2. Коэффициент J
2m-1

 в разложении 
(11) известен после решения задач P

i
 

( , , ),i m m= - ≥0 1 1  из которых находятся y
i
, z

i
, 

u
i
. Преобразованное выражение для коэффи-

циента J
2m

 в разложении (11) после отбрасыва-
ния членов, известных в результате решения P

i
 

( , , ),i m m= - ≥0 1 1  совпадает с критерием ка-
чества �J um m( )  в задаче P

m
.

Доказательство. Доказательство проведем 
методом математической индукции. При m

 
=

 
1 

утверждение теоремы уже доказано. Предполо-
жим, что оно верно при 1 £ <m n.

Преобразуем выражение для J ue( ),  заменяя 
y, z, u их представлениями y k y k y kn( ) ( ) ( ),= +-� 1 D  
z k z k z kn( ) ( ) ( ),= +-� 1 D  u k u k u kn( ) ( ) ( ).= +-� 1 D

Получим
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Далее, используя обозначения (16), из (33), 
(22)—(24) имеем
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Из (34) с учетом последних четырех равенств 
и соотношений (2), (3) следует
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Из последнего выражения очевидно, что J
2n-

1
 известен после решения задач P

i
 ( , ).i n= -0 1  

Сумма членов в J
2n

, зависящих от y
n
(k), z

n
(k), 

u
n
(k), совпадает с критерием качества �J un n( )  в 

задаче P
n
 (см. (25) при j

 
=

 
n). Теорема 2 доказа-

на.

4. ОЦЕНКИ ПРИБЛИЖЕННОГО 
РЕШЕНИЯ

Предположим, что найдены решения задач 
P

i
, i n= 0, :  y

i
(k), z

i
(k), u

i
(k).

Докажем однозначную разрешимость зада-
чи Pe  в окрестности решения вырожденной 
задачи и оценим близость приближенного ре-
шения �y kn( ),  �z kn( ),  �u kn( )  (см. выражения (15) 
при j

 
=

 
n

 
+

 
1) к точному решению задачи.

Теорема 3. При предположениях 1—4 и 
достаточно малых e > 0  задача Pe  однозначно 
разрешима в окрестности управления u

0
 и для 

ее решения u*, y*, z* справедливы оценки
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n
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 (35)

 J u J u On
n

e e e( ) ( ) ( ).* - = +� 2 2  (36)

Доказательство теоремы проводится по сле-
дующей схеме.

На первом шаге, используя лемму 1 из [9], 
доказывается, что при предположениях 2, 3, 4 
и достаточно малых e > 0  задача (2), (3), (22)—
(24) имеет единственное решение (y*, z*, u*, p*, 
q*) в окрестности ( ( ( ( ), ( ), ( ))), ),� � � � �y k z k u k k kn n n n np q  и 
справедливы оценки
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где c не зависит от k и e .
На втором шаге доказывается, что при пред-

положениях 1—4 для любого g > 0  существуют 
константы e0 0>  и c

 
>

 
0 такие, что для 0 0< £e e  

задача (2), (3) при u(k) из g -окрестности уп-
равления u*(k) имеет единственное решение 
y(k), z(k) и справедливы неравенства

 
|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||,

|| ( ) ( ) || || ( ) (

* *

* *

y k y k c u k u k

z k z k c u k u k

- £ -

- £ - )) ||, , , k N= 0
 

где константа c не зависит от e .
На третьем шаге доказывается, что при пред-

положениях 1—4 и достаточно малых e > 0  
функция u* является локально оптимальным 
управлением для задачиPe .

На последнем шаге с учетом полученных 
выше результатов доказывается справедливость 
утверждения теоремы.

Теорема 4. При условиях 1—4 и достаточно 
малых e > 0  справедливы неравенства

 J u J u i ni ie e( ) ( ), , ,� �£ =-1 1  (37)

где �u ui
j

j
j

i

=
=
Â e

0

,  при ui π 0  в (37) имеет место 

знак строгого неравенства.
Доказательство. При u

i
(k)

 
=

 
0, k N= -0 1,  

неравенство (37) очевидно. Рассмотрим случай, 
когда ui π 0.  Разложим в ряд по целым неотри-
цательным степеням e  решение задачи (2), (3) 
при u k u ks( ) ( ),= �  k N= -0 1, ,  s i i= - 1, .  Тогда в 
соответствии с алгоритмом для нахождения 
коэффициентов разложения (10) решение име-
ет следующий вид:

 e e e ej
j

j

s
s j

j
j

s
sy k O z k O( ) ( ), ( ) ( ).

=

+

=

+Â Â+ +
0

1

0

1 
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Раскладывая J u s i ise( ) ( , )�  = - 1  в ряд (11), с 
учетом теоремы 2, получим

J u J J J u Oi
j

j
i

i i i
i

j

i

e e e e( ) ( ( )) ( ),�
� �= + + + +

=

-

Â 2
2

2 1

0

2 1

 (38)

J u J J J Oi
j

j
i

i i
i

j

i

e e e e( ) ( ( )) ( ),�
� �

-
+

=

-

= + + +Â1
2

2
2 1

0

2 1

0  (39)

где 
�
J i2  зависит от y

j
, z

j
, u

j
 ( , ).j i= -0 1

Так как u
i
 является решением линейно-

квадратичной задачи P
i
, заключающейся в 

минимизации функционала �J ui i( ) , то в силу 
единственности оптимального управления при 
ui π 0  получаем J u Ji i i( ) ( ).� < 0

С учетом последнего неравенства при доста-
точно малых e > 0  из равенств (38), (39) следует 
неравенство (37). Таким образом, доказано не-
возрастание значений минимизируемого функ-
ционала с каждым последующим приближением 
оптимального управления. Теорема 4 доказана.

5. ПРИМЕР

При помощи прямой схемы построим нуле-
вое и первое приближения решения следующей 
задачи

 
J u y u k u k

u k z k y k
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 (40)

 y z z( ) , ( ) ( ).0 3 0 7= =  (41)

Для нахождения тройки функций (y
0
,z

0
,u

0
) 

решим задачу
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Для нахождения тройки функций (y
1
,z

1
,u

1
) 

решим задачу
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Используя компьютерную программу 
Mathcad, с точностью до 10–6 найдем численное 
решение задачи Pe  при e = 0 1.  и обозначим его 
(y*,z*,u*). Найдя численные решения задач P

0
, 

P
1
, построим нулевое и первое приближения 

Таблица 1
 Значения управления

k 0 1 2 3 4 5 6
u

0
(k) 4.750178 5.124482 5.290646 5.124482 4.750178 4.407943 4.273675

�u k1( ) 4.876370 5.198920 5.343440 5.126168 4.714486 4.375053 4.289656
u*(k) 4.877343 5.199581 5.342510 5.121315 4.710929 4.375261 4.292712

Таблица 2
 Значения переменной y

k 0 1 2 3 4 5 6 7
y

0
(k) 3 1.5 0.75 0.375 0.1875 0.09375 0.046875 0.023438

�y k1( ) 3 1.868724 1.255144 0.911921 0.707532 0.581194 0.507797 0.716407
y*(k) 3 1.883859 1.290113 0.959064 0.759292 0.634310 0.550602 0.724975

Таблица 3
Значения переменной z

k z
0
(k) �z k1( ) z*(k)

0 –9.250178 –9.007646 –8.993483
1 –7.374482 –7.681224 –7.677187
2 –6.415646 –6.941808 –6.963673
3 –5.686982 –6.242478 –6.280151
4 –5.031428 –5.548356 –5.595203
5 –4.548568 –5.029645 –5.093280
6 –4.343988 –4.588842 –4.668941
7 –9.250178 –9.007646 –8.993483
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решения задачи Pe  при e = 0 1. , обозначим их 
(y

0
,z

0
,u

0
) и ( , , )� � �y z u1 1 1  соответственно (см. соот-

ношения (15)). Значения точного решения 
задачи, а также нулевого и первого приближе-
ния решения представлены в табл. 1—3.

Для наглядного сравнения точного решения 
с нулевым и первым приближением на рис. 
представлены соответствующие графики для 
переменной y.

Рис. Сравнение точного решения с нулевым и пер-
вым приближением для переменной состояния y

Подставив последовательно в систему (40), 
(41) управления u u0 1, �  и найдя соответствующие 
им траектории, вычислим значения функцио-
нала J u J u( ), ( ).0 1�  Результаты сравнения полу-
ченных значений функционала со значением 
J ue( )*  представлены в табл. 4.

Таблица 4
Сравнение значений функционала

Функционал
Значения функционала 

при e = 0 1.
J ue( )0 –185.98621360

J ue( )�1 –186.01225707

J ue( )* –186.01230329

Данные в табл. 4 согласуются с неравенст-
вом (37) .
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