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НЕСТАЦИОНАРНОЕ ДВИЖЕНИЕ НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ ПРИ УСЛОВИИ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ НА ГРАНИЦЕ*

М. Ю. Кузьмин

Воронежский государственный университет

Рассмотрена математическая модель нестационарного  движения  электрореологической жид-
кости. С помошью аппроксимационно-топологического метода доказано существование слабых 
решений.

ВВЕДЕНИЕ

Известно (см., например, [1]), что движе-
ние любой несжимаемой жидкости в сосуде, 
представляемом ограниченной областью 
W Ã Œ
n n( { , })2 3  c липшицевой границей ∂W,  
при изменении параметра времени t на отрезке 
[0,T] описывается системой уравнений в форме 
Коши:
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здесь Q T v v vT n= ¥ = º[ , ] , ( , , )0 1W  — поле ско-
ростей жидкости, s s= ={ } , ,ij i j n1  — девиатор 
тензора напряжений, Divs  — вектор, i-я коор-

дината которого равна 
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s
,  p — сфериче-

ская часть тензора напряжений, F
 
=

 
(F

1
,...,F

n
) — 

поле плотности объемных сил, плотность жид-
кости считается равной единице.

Основной объект изучения данной рабо-
ты — жидкости удовлетворяющие реологичес-
кому соотношению вида

 s j e= 2 ( ( )) ( ),I v v  (3)

здесь e e= ={ } , ,ij i j n1  — тензор скоростей дефор-
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2   — некоторая положитель-

ная функция. Отметим, что жидкостям, подчи-
няющимся как соотношению (3), так и другим, 
подобным ему, посвящены работы [2], [3]. Од-
нако в этих работах движение жидкости со 
скольжением рассматривалось только в стаци-
онарном случае.

Как отмечено многими авторами (см., на-
пример, [4]), движение обширного класса 
жидкостей необходимо рассматривать, учиты-
вая их проскальзывание вдоль стенки сосуда. 
Введем уравнения описывающие проскальзы-
вание жидкости. Пусть f

 
=

 
(f

1
,...,f

n
) — произволь-

ный вектор поверхностных сил, т. е.
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где h h h= ( , , )1 … n  — вектор единичной внеш ней 
нормали к ∂W.  Представим f в следующей фор-
ме:

 
f t s f t s f t s

t s T
( , ) ( , ) ( , )

( , ) [ , ] ,
= +

" Œ ¥ ∂

h t

0 W
 (5)

где f h  и f t  — нормальная и касательная состав-
ляющие соответственно,
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 f t s f t s f t s si i it h h( , ) ( , ) ( , ) ( ),*= -  (8)

в соотношении (7) {e
1
,...,e

n
} — некоторый фик-

сированный ортонормированный базис в 
n .
Для поля v имеет место аналогичное разло-

жение.
Уравнения скольжения жидкости имеют 

следующий вид:

 v t s t s QT
s

h( , ) ( , ) ,= " Œ0  (9)

 f t s v t s v s t s QT
st t tc( , ) (| ( , ) | ) ( ) ( , ) ,= - " Œ2  (10)

где Q TT
s = [0, ] ,¥ ∂W  символом | |◊  обозначена 

норма в евклидовом пространстве 
n ,  c  — не-
которая известная вещественная функция.

Пусть имеет место некоторое начальное ус-
ловие

 v x v x x( , ) ( ) .0 0= " Œ W  (11)

Далее будут изучатся слабые решения на-
чально-краевой задач (1)—(3), (9), (10), (11).
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Работа построена следующим образом: в 
первом разделе статьи вводятся некоторые обоз-
начения, определяется понятие слабого реше-
ния задач (1)—(3), (9), (10), (11) и формули-
руется теорема существования слабых решений, 
во втором предъявляется операторная трактов-
ка задач (1)—(3), (9), (10), (11) и описываются 
свойства операторов, в третьем разделе с помо-
шью аппроксимационно-топологического под-
хода (см. [5]) доказывается теорема существо-
вания слабых решений.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Через X* здесь и далее обозначается пространс-
тво, сопряженное некоторому банахову простран-
ству X, через · Òg y,  обозначается действие некото-
рого функционала g XŒ *  на элемент y XŒ ,  а 
через ( , )◊ ◊ H  скалярное произведение в гильберто-
вом пространстве H,  Xm — топологическое произ-
ведение m экземпляров пространства X.

Записи v vk k
Æ
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⇀
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ответственно сильную и слабую сходимость 
последовательности { } ,vk k= •1  к элементу v

0
. Слу-

чай, когда последовательность { } ,vk k= •1  не схо-
дится к элементу v

0
 в сильном смысле, обозна-

чается как v vk
k

/Æ
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0.
Используются стандартные обозначения 

L W Hp p
l l( ), ( ), ( )Q Q Q  для пространств Лебега и 

Соболева соответственно функций, определен-
ных на множестве Q,  когда это имеет смысл.

Через L
p
(0,T,X) и C(0,T,X) обозначаются 

пространства суммируемых с p-й степенью и 
непрерывных соответственно, функций опре-
деленных на отрезке [0,T] со значениями в 
пространстве X.

Положим,
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со скалярным произведением, определяемом 
посредством равенства вида
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Согласно [6], это скалярное произведение по-
рождает норму на W

s
, эквивалентную норме 

индуцированной нормой пространства H n1( ) .W
Обозначим
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символом ¢u  обозначается производная по пе-
ременной t от функции u. Пространство W  
является банаховым с нормой u u uE EW

= + * .  
(см. [7])

Определение 1.1.
Слабым решением задач (1)—(3), (9), (10), 

(11) называется функция

 v L T V L T HZ ZŒ « •2 0 0( , ; ) ( , ; )  

с производной ¢ Œv L T VZ
l

2 0( , ;( ))*  такая, что при 
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lŒ 2 0( , ; ),  
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с начальным условием v(0) = v0.
Наложим на функции j  и c  следующие 

условия:
C1) Функция j : 
 
+ +Æ  непрерывна.
С2) Существуют положительные константы 

a
1
 и a

2
 такие, что

 a y a y1 2≥ ≥ " Œ +j( ) . 
  

С3) Функция y y y� j( )2  не убывает по не-
отрицательным значениям y.

С4) Функция c : 
 
+ +Æ  непрерывна.
С5) Существуют положительные константы 

b
1
 и b

2
 такие, что

 b z b z1 2≥ ≥ " Œ +c( ) . 
  

Основной результат работы представляет 
следующая теорема.

Теорема 1.1.
Пусть F L T VŒ 2

*(0, ; )  и v HZ
0 ,Œ  функкции 

j  и c  обладают свойствами C1)—C5), тогда 
множество слабых решений задачи (1)—(3), 
(9), (10), (11) непусто.

2. ОПЕРАТОРНАЯ ТРАКТОВКА 
И СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ

Введем следующие операторы:
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Для оператора A имеют место следующие 
свойства.

Лемма 2.1.
1) Оператор A непрерывен.
2) Оператор A является монотонным опе-

ратором, т.е. для него выполнено неравенство
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где константы c
1
, c

2
, c

3
 не зависят от u ukl

, 0  и h. 
Так как u uk k

Æ
Æ• 0  в E, то можно полагать, что для 

подпоследовательности { } =1,ukl l •  имеет место 
сходимость I u I ukl

( ) ( )0Æ  почти всюду на Q
T
. 

Таким образом, первое слагаемое в правой час-
ти неравенства (14) стремится к нулю в силу 
теоремы Лебега о предельном переходе под 
знаком интеграла и условия С2, два других 
слагаемых, очевидно, тоже стремятся к нулю.

Следовательно,

 A u A ukl l
( ) ( )Æ

Æ• 0  

в E*. Из полученного противоречия и вытекает 
свойство 1.

2) Используя условие С3 имеем:
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Лемма 2.2. Оператор K вполне непрерывен 
при действии из пространства W  в простран-
ство E*.

Доказательство.
Непрерывность оператора K достаточно 

очевидна. Покажем его компактность. Пусть 
последовательность { } =1,uk

k •  ограниченна в 
пространстве W.  Используя то, что вложение 
V SZ ZÃ  компактно, а вложения S S VZ Z Z∫ Ã*  
непрерывны, получаем, что вложение V Ã S  
компактно (см. [7]). Поэтому из последователь-
ности { } =1,uk

k •  можно извлечь подпоследова-

тельность { } =1,ukl
l •,  сходящуюся по норме S к 

некоторому элементу u0 ŒW.
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Первое слагаемое в правой части неравенс-
тва (16) стремится к нулю в силу теоремы Ле-
бега, два других слагаемых стремятся к нулю в 
силу компактности вложения V Ã S.

Положим для функций u w h VZ
l, , Œ
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Нам понадобится следующая лемма

Нестационарное движение нелинейно-вязкой жидкости при условии проскальзывания на границе
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Лемма 2.3.
1) Имеет место соотношение

 b u h w b u w h( , , ) ( , , ).= -  (17)

2) Выполнена оценка

   b u w h c u u h h wV H V H Vl
Z Z Z Z Z

( , , ) ./ / / /£ 6
1 2 1 2 1 2 1 2

 (18)

3) Оператор M вполне непрерывен при дейс-
твии из пространства W  в пространство E*.

Доказательство.
1) С помощью формулы Грина имеем:
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Два первых слагаемых в последнем равенс-
тве равны нулю в силу того, что divu = 0  и 
uh = 0,  откуда и следует доказываемое соотно-
шение.

2) Согласно [8] и [9] имеет место неравенс-
тво
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где 2/p
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7
 не зависит от u.
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Для доказательства неравенства (18) оста-
лось применить неравенство Гельдера:
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при соотношении 2/p
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=

 
1 (константа c

8
 не 

зависит от u) и воспользоваться неравенством 
(20).

3) C помощью неравенства Гельдера нетруд-
но получить неравенство вида

      
M u M w c u w

u w
E L T L n

L T L n L T

( ) ( )

(

* ( , ; ( ) )

( , ; ( ) ) ( , ;

- £ - ¥

¥ +

9
2 0 4

2 0 4 2 0

W

W LL n
4( ) ))W

 (22)

(константа c
9
 не зависит от i,w), и тогда полную 

непрерывность оператора M можно получить, 
воспользовавшись компактностью вложения 
W Ã L T L n

2 40( , ; ( ) ).W
Определим следующие операторы:
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Очевидно, что доказательство существова-
ния слабых решений задач (1)—(3), (9), (10), 
(11) сводится к доказательству существования 
решений уравнения

 L u u0 0( ) ( )- =K  (23)

принадлежащих V.

3. РАЗРЕШИМОСТЬ ОПЕРАТОРНОГО 
УРАВНЕНИЯ И ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД

Для доказательства существования решений 
уравнения (23) при d = 0  докажем вначале 
существование решений в пространстве W ¥ HZ  
при d > 0,  после чего покажем, что эти решения 
сходятся, в некотором смысле, к решению зада-
чи (23) при d = 0.

Вследствие свойств операторов K и M, опе-
ратор K  является вполне непрерывным, вмес-
те с тем, в силу монотонности операторов A и J, 
операторы Ld  при d > 0  являются обратимыми 
(см. [7]). Поэтому задача о решении уравнения 
(23) при d > 0  сводится к нахождению непод-
вижных точек оператора Ld

-1 � K  в пространстве 
W ¥ HZ .  Для того, чтобы воспользоваться топо-
логической степенью Лере-Шаудера. Необхо-
дима следующая лемма об априорной оценке.

Лемма 3.1.
Для решений семейства операторных урав-

нений вида

 °( ) ( ) , [ , ],u L u+ = Œ-l ld
1 0 0 1� K  (24)

имеет место априорная оценка решений:

 u c
W

£ 10,  (25)

(здесь ° : W W¥ Æ ¥H HZ Z  — тождественный 
оператор, величина c

10
 не зависит от u и l ).

Доказательство.
Семейство уравнений (24) эквивалентно 

семейству уравнений

    ¢ + + + + =u A u J u K u M u F( ) ( ) ( ) ( )d l l l  (26)

c начальным условием

 u v( ) .0 0=  

Подействуем левой и правой частями соот-
ношения (26) на функцию u E s TŒ Œ, [ , ] :0

М. Ю. Кузьмин
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· ¢ Ò + · Ò +
+ · Ò + ·

u s u s A u s u s
J u s u s K u s u s

( ), ( ) ( )( ), ( )
( )( ), ( ) ( )( ), (d l ))

( )( ), ( ) ( ), ( )
Ò +

+ · Ò = · Òl lM u s u s F s u s
 (27)

и проинтегрируем полученное равенство от 0 до 
T. Заметим, что
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2 2d d

Из вышеприведенных соотношений выте-
кает требуемая оценка на норму u E ,  оценка 
на норму ¢u E*  вытекает из оценки на норму 
u E  и из ограниченности операторов A, J, K, 

M.
Тем самым, в силу полученной априорной 

оценки, отображение
Ld

-1 ( )� K u  гомотопно тождественному отоб-
ражению °( ),u  поэтому уравнение (24) разре-
шимо при всех d > 0.

Для предельного перехода необходимо по-
лучить оценки не зависящие от d .  В связи с этим 
заметим, что такие оценки на величины 
d 1 2

02

/
( , ; ),u u

E ZL T V  и u L T HZ• (0, ; )  получаются c 
помощью энергетических оценок, т. е. при ин-
тегрировании соотношения (27) от 0  до произ-
вольного t TŒ[0, ]  и использовании ограничен-
ности функций j  и c.  Вслед за этим, оценка 
на ¢u E*  получается с помощью ограниченнос-
ти операторов A, K и неравенства

 M u t c u t u t
V H VZ

l
Z Z

( )( ) ( ) ( ) ,
( )*

£ 11  

вытекающего из неравенства (18) (константа 
c

11
 не зависит от u).

3.1. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД
Выберем произвольною последовательность 

dk Æ 0  и поставим в соответствие каждому dk  
решение u

k
 уравнения.

В силу априорных оценок существует эле-
мент v L T VZŒ 2(0, ; )  такой, что

 

сильно в пространствах

почти всюду на множествах

слабо

2 2 2 4(0, ; ( ) ), (0, ; ( ) ), ;
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 слабо 2(0, ; );k Zk
u v L T V
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⇀  (28)

 слабо *.k k
u v E

Æ•
¢ ¢⇀  (29)

Заметим, что в силу (28) и (29) имеем, что 
u vk k

(0) (0)⇀
Æ•

 в ( ) .*VZ
l

Для каждого фиксированного w L T VZ
lŒ 2(0, ; ),  

таком, что

 ¢ Œ =w L T V w vZ2
00 0( , ; ), ( ) ,*  

положим
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 (30)

Имеем:
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