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ПОСТРОЕНИЕ КОНЕЧНОМЕРНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ 
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Рассматривается задача конечномерного управления бесконечномерными объектами с замкну-
тым циклом. Для синтеза конечномерного модального регулятора трансцендентная передаточ-
ная функции объекта аппроксимируется дробно-рациональной функцией конечного порядка. 
Синтезированный регулятор обеспечивает не только устойчивость замкнутой системы управ-
ления, но и заданные показатели качества переходного процесса.

ВВЕДЕНИЕ

Объекты с рециркуляционными потоками 
вещества (замкнутым циклом) широко приме-
няются в химической, горнорудной, нефтегазо-
вой, цементной, горнообогатительной и др. от-
раслях [1, 2], т. к. только в объектах с рециклом 
можно добиться максимального использования 
сырья при небольших размерах агрегата [2]. 
Этот факт объясняется тем, что в объектах с 
замкнутым циклом исходный материал непре-
рывно смешивается с уже частично перерабо-
танным рециркулятом, поступающим по кана-
лу обратной связи, и суммарное вещество, более 
близкое к требуемому качеству, которым обла-
дает готовый продукт, легче перерабатывается 
рабочей частью объекта с меньшей ее нагрузкой. 
При рециркуляции реакция протекает на вы-
соких уровнях скорости процесса и при неболь-
ших степенях превращения за один проход 
обеспечивается полная переработка исходного 
сырья, т. е. в объектах с рециклом можно до-
биться значительного повышения производи-
тельности единицы реакторного объема и вы-
сокой селективности протекающего в нем про-
цесса [3].

Однако также известно [4], что объекты с 
замкнутым циклом трудно поддаются автома-
тизации и очень часто не обеспечивается требу-
емое качество регулирования с помощью типо-
вых регуляторов. Это вызвано тем, что объект с 
рециклом обладает большой длительностью 
самовыравнивания и значительной колебатель-
ностью выходной переменной. Кроме того, 
объект с замкнутым циклом является бесконеч-
номерным и описывается трансцендентной 
передаточной функцией. Управление бесконеч-
номерными объектами с помощью конечномер-
ных регуляторов представляет собой очень 

трудную задачу [5, 6, 7]. Поэтому проблема 
управления объектами с замкнутым циклом в 
настоящее время является актуальной.

В данной работе рассматривается задача 
построения конечномерного регулятора для 
объекта с замкнутым циклом. Предлагаемый в 
статье метод построения регулятора основан на 
методе синтеза модальных регуляторов [8, 9] и 
гарантирует устойчивость и заданное качество 
переходного процесса замкнутой системы уп-
равления для широкого класса входных воз-
действий.

1. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОБЪЕКТА

В работах [1б 10] на основе уравнений ма-
териального баланса для одного типового объ-
екта с замкнутым циклом получена динамичес-
кая модель, которую можно представить в виде 
инерционного канала с запаздыванием, охва-
ченного запаздывающей положительной обрат-
ной связью из-за наличия рецикла. В общем 
случае одномерный типовой объект с рециклом 
описывается следующим дифференциально-
разностным уравнением [1]:
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где a b c, , > 0  — заданные числа, при этом c a£
; x(t) — выходная переменная; u(t) — управля-
ющее воздействие; f(t) — возмущающее воз-
действие; jx t( )  и ju t( )  — заданные начальные 
функции.

По уравнению (1) находим передаточную 
функцию объекта по управлению
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Известно [5], что объекты рассматриваемо-
го типа при 0
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при 0
 
<

 
c

 
=

 
a имеют полюс первого порядка. По-

этому для мероморфной функции W(p) спра-
ведлива следующая теорема [11].

Теорема 1. Для того, чтобы точка a  была 
полюсом функции W(p), необходимо и доста-
точно, чтобы главная часть лорановского 
р а з л о ж е н и я  W ( p )  в  о к р е с т н о с т и  a , 
0 < - <p Ra  содержала лишь конечное число 
членов:
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При этом номер старшего отрицательного 
члена разложения совпадает с порядком полю-
са.

Коэффициенты c
n
 в разложении (3) опреде-

ляются по формуле

 c
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где g : p R- = < <a r r, . 0
Применяя теорему 1 к передаточной функ-

ции W(p) и учитывая, что в рассматриваемом 
случае a = 0  и r

 
=

 
1, получим разложение
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где остаточный член DN p( )  имеет вид [11]
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g  — некоторый замкнутый контур, лежащий в 
области аналитичности функции и содержащий 
точки p и 0. Ряд Тейлора (7) сходится равномер-
но [11] в произвольной замкнутой области Г, 
лежащей в круге аналитичности функции 
W

2
(p), т. е.
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Таким образом, имеет место следующая те-
орема.

Теорема 2. Пусть функция W(p) имеет вид 
(2) и 0

 
<

 
c

 
=

 
a. Тогда для любого W > 0  и произ-

вольного e > 0  найдется такое натуральное 
число N 0 Œ� , что для всех N N> 0  справедли-
во неравенство
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Из теоремы 2 и формул (5), (6) сразу следу-
ет, что в области | |<p W  передаточную функ-
цию W(p) можно приблизить сколь угодно 
точно дробно-рациональной функцией W*(p), 
имеющей равное с W(p) число нулевых полю-
сов. В силу условия 0 < c a£  функция W(p) 
правых полюсов не имеет, т. е. является либо 
устойчивой (при 0

 
<

 
c

 
<

 
a), либо нейтральной 

(при 0
 
<

 
c

 
=

 
a).

Предлагаемый в данной статье способ дроб-
но-рациональной конечномерной аппроксима-
ции трансцендентной функции в комплексной 
области не является единственным [12, 13]. 
Очевидно, что различные методы аппроксима-
ции имеют свои достоинства и недостатки. С 
точки зрения задач управления эффективность 
того или иного способа приближения опреде-
ляется тем, насколько полно аппроксимирую-
щая модель отражает свойства исходного бес-
конечномерного объекта. Так как в системе 
автоматического регулирования входные воз-
действия на объект с распределенными пара-
метрами со стороны подсистемы с сосредоточен-
ными параметрами можно считать функциями 
с ограниченным спектром, а сама сосредоточен-
ная система имеет ограниченную полосу про-
пускания, то выбор аппроксимирующей функ-
ции можно осуществлять на основе близости (в 
смысле определенных критериев) к точной пе-
редаточной функции объекта в некоторой об-
ласти | |<p W , что соответствует полосе частот 
0 <£ w W . Предлагаемый в настоящей работе 
способ аппроксимации трансцендентных пере-
даточных функций дробно-рациональными 
функциями, при котором аппроксимирующая 
модель с передаточной функцией W*(p) в облас-
ти | |<p W  имеет те же полюсы, что и переда-
точная функция исходного объекта W(p), и 
главные части W(p) и W*(p) в этих полюсах 
совпадают, реализует описанную выше идею. 
При такой аппроксимации ошибка воспроиз-
ведения сигнала будет тем меньше, чем уже его 
спектр [14]. Величину W  следует выбирать 
такой, чтобы основная часть спектра типичных 
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входных воздействий лежала в области 
0 <£ w W .

2. СИНТЕЗ МОДАЛЬНОГО РЕГУЛЯТОРА

Для управления бесконечномерными объ-
ектами, к которым относятся объекты с замкну-
тым циклом, можно использовать конечномер-
ные и бесконечномерные регуляторы. В част-
ности, для устойчивых объектов с запаздыва-
нием широко применяются упредители Смита 
[6], содержащие в своей структуре модель ис-
ходного бесконечномерного объекта. Однако, 
как показано в [6], для неустойчивых и ней-
тральных объектов система управления с упре-
дителем Смита может оказаться неработоспо-
собной. В то же время конечномерные регуля-
торы [5], синтезированные по аппроксимиру-
ющей модели, как правило, позволяют обеспе-
чить не только устойчивость, но и заданное 
качество переходного процесса замкнутой сис-
темы с бесконечномерным объектом. Предло-
женный в [8, 9] метод построения модальных 
регуляторов дает возможность синтезировать 
конечномерные регуляторы для широкого клас-
са бесконечномерных объектов, в том числе и 
для объектов с замкнутым циклом.

Итак, пусть задана дробно-рациональная 
функция (11) конечного порядка. Отметим, что 
метод построения регуляторов [9] при соответс-
твующем выборе степени характеристического 
полинома позволяет синтезировать реализуе-
мый модальный регулятор V p( )  для нереализу-
емого объекта. Поэтому степени многочленов 
B(p) и A(p) в (11) могут быть произвольными.

Пусть

 V p
S p
R p

( )
( )
( )

=  (12)

— передаточная функция реализуемого регуля-
тора, найденного с помощью метода синтеза 
модальных регуляторов [9]. Здесь S(p), R(p), 
deg ( ) deg ( )R p S p≥  — некоторые алгебраичес-
кие многочлены, удовлетворяющие условию

 S p B p R p A p D p( ) ( ) ( ) ( ) ( ),+ =  (13)

где D(p) — заданный характеристический по-
лином одноконтурной системы управления с 
регулятором V(p) в прямой цепи. Многочлен 
D(p) следует выбирать из класса гурвицевых 
полиномов.

Так как функции W(p) и W*(p) имеют рав-
ное число полюсов в правой полуплоскости 
Re p ≥ 0 , то условием устойчивости замкнутой 

системы регулирования с передаточной функ-
цией

 F( )
( ) ( )

( ) ( )
p

V p W p
V p W p
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 (14)

является следующее неравенство [15, 16]:

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | .1 0+ > " ≥V j W j V j jNw w w w wD    (15)

В [17] показано, что за счет выбора W , N и 
D(p) можно обеспечить выполнения соотноше-
ние (15), т. е. устойчивость замкнутой системы 
регулирования с бесконечномерным объек-
том.

Условие (15) есть условие робастности ре-
гулятора (12) при неструктурированных пара-
метрических возмущениях DN p( )  объекта 
W*(p). Величина 

w
w w

≥
+

0
1sup | ( ) ( ) |V j W j  харак-

теризует запас устойчивости системы по амп-
литуде и фазе, который является классической 
мерой робастности.

3. ПРИМЕР

Исследуемый объект — колонна дисоли — 
предназначена для получения гидроксиламин-
дисульфоната (ГАДС), используемого в произ-
водстве e -капролактама [18]. Дифференциаль-
но-разностное уравнение, приближенно опи-
сывающее процесс получения ГАДС в насадоч-
ной абсорбционной колонне с рециклом, имеет 
следующий вид [19]:

 
�x t x t x t

u t
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= - + - +

+ -
3 2 3 2 1
3 2 0 625

 (16)

где x(t) — выходная переменная, величина pH 
циркуляционного раствора; u(t) — управляю-
щее воздействие, расход нитрата аммония. 
Масштаб времени выбран таким образом, что 
одна единица времени соответствует 96 с. Заме-
тим, что данный объект регулирования (16) 
содержит запаздывание как по координате x(t), 
так и по управлению u(t). Запаздывание в уп-
равлении вызвано тем, что исполнительный 
механизм устанавливается на определенном 
расстоянии от реактора, т. е., как и запаздыва-
ние в координате, обусловлено особенностью 
технологической схемы процесса.

Рассматриваемая задача состоит в подде-
ржании заданного значения концентрационной 
переменной pH, характеризующей направле-
ние и скорость химической реакции взаимо-
действия смеси продукционного и циркуляци-
онного растворов с сернистым газом [18]. 
Следует отметить, что изменением расхода или 
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концентрации реагентов можно управлять ве-
личиной pH.

Так как при резких колебаниях расхода или 
концентрации управляющего реагента часть 
этого реагента не успевает полностью вступить 
в реакцию, то в [19] предложена система регу-
лирования pH, обеспечивающая минимальные 
отклонения входных и выходных параметров 
объекта от номинальных значений. В качестве 
минимизирующего функционала рассматрива-
ется

 I x t y t u t dt= + +
•

Ú
0

2 2 2( ( ) ( ) ( )) ,  (17)

где y(t) — фиктивная переменная, связанная с 
x(t) следующим соотношением:

 �y t x t( ) ( ).=  (18)

Передаточные функции субоптимальных 
астатических регуляторов для объекта (16), 
синтезированные с помощью методики, изло-
женной в [19], имеют вид
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Моделирование субоптимальных систем 
(16), (19) и (16), (20) показало (см. рис. 1 и 2, 
кривая 1 соответствует системе (16), (19), а 
кривая 2 — системе (16), (20)), что переходный 
процесс в системах при отработке ступенчатого 
воздействия имеет колебательный характер. Это 
объясняется выбором интегрального критерия 
качества: обеспечение астатизма потребовало 
введение в критерий интеграла от величины 
отклонения pH от номинального значения. В то 
же время использование в критерии производ-
ных от величины отклонения способно обеспе-
чить более плавный, без резких изменений пе-
реходный процесс. Однако для предложенной 
в [19] методики такой критерий не позволит 
получить астатический регулятор.

Рассмотрим применение изложенного в 
данной статье метода для синтеза конечномер-
ного регулятора для объекта с замкнутым цик-
лом (16). С этой целью в качестве аппроксими-

рующей модели выберем дробно-рациональную 
передаточную функцию (11) следующего 
вида:

W p

p p p p
p

*( )

, , , , ,
.

=

= + - - +0 00016 0 00965 0 01878 0 18594 0 761904 3 2

  (22)
Пусть характеристический многочлен D(p) 

замкнутой конечномерной системы регулиро-
вания имеет вид

D p p p p p p( ) ( , )( )( )( )( ).= + + + + +0 7 2 3 4 6  (23)

Тогда передаточная функция астатического 
конечномерного регулятора будет определяться 
формулой

V p
p

p p p

3

3 2

386 66250 132 30000
0 93738 11 94935 96 48359

( )
, ,

( , , ,

=

= +
+ + ++ 310 38036, )

.
p

  (24)
Переходный процесс и управление для за-

мкнутой системы регулирования с объектом и 
регулятором (24) изображены на рис. 1 и рис. 
2 (кривые 3 на соответствующих рис.). Значе-
ния функционала качества для систем (16), 
(19); (16), (20) и (16), (24) равны соответствен-
но

  I I I1 2 34 51552 4 26738 5 73737= = =, , , , , .   (25)

Для характеристического многочлена

 
D p p p
p p p

( ) ( , )( , )
( , )( , )( , )

= + + ¥
¥ + + +

0 56 1 51
6 39 10 39 12 89

 (26)

передаточная функция астатического конечно-
мерного регулятора будет иметь вид

V p
p

p p

4

3 2

2870 62237 949 80316
0 53508 3 89999 389 68412

( )
, ,

( , , ,

=

= +
+ + pp p+ 2017 64281, )

.

  (27)
Переходные процессы и управления представ-
лены на рис. 1 и 2 (кривые 4 на соответствую-
щих рис.). Значения функционала качества при 
этом равно

 I 4 4 77459= , .  (28)

Несмотря на то, что характеристический 
полином (26) обеспечивает меньшее значение 
заданного функционала качества, чем (23), т. е. 
является предпочтительным, многочлен (23) 
позволяет синтезировать регулятор, обеспечи-
вающий апериодический, а не колебательный, 
как для (26), переходный процесс. Результаты 
моделирования систем (16), (24) и (16), (27) 
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показывают достаточно высокое качество пере-
ходного процесса при отработке ступенчатого 
сигнала.
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