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В работе рассматривается краевая задача - ¢¢ + = Œ ¢ =∂u x su x f x x u( ) ( ) ( ),( ), | ,G G 0  (s — комплек-
сный параметр, Re s

 
>

 
0) на связном открытом геометрическом графе. Получена асимптотика 

функции Грина при Im ,s Æ •  позволяющая обосновать существование ее прообраза при 
одностороннем преобразовании Лапласа.

Введение. В работе рассматривается следу-
ющая задача на открытом связном геометричес-
ком графе G Ã Rn :
 - ¢¢ + + = Œu x i u x f x x( ) ( ) ( ) ( ), ,s t G  (1)

 ¢ =∂u | ,G 0  (2)

которая понимается в том же смысле, что и в 
[1]; s  и t  здесь — вещественные параметры, 
причем s > 0  фиксировано; i — мнимая еди-
ница. Цель работы — получение асимптотики 
(при t Æ • ) функции Грина задачи (1), (2). 
Необходимость в этом возникает, например, при 
исследовании с помощью преобразования Лап-
ласа параболического уравнения на геометри-
ческом графе с кусочно-постоянными по x ко-
эффициентами и с экспоненциально убываю-
щим по t на части Г потенциалом (см., например, 
[2]).

Через G x( , ; )x t  обозначим функцию Грина 
задачи (1), (2), понимаемую в соответствии со 
связным подходом, изложенным в [1] (см. глава 
3, пункт 3.2). В частности, это означает, что для 
каждого t tŒ ◊ ◊R G( , ; )  действует из G G¥ R( )  в 
C и непрерывна и что для всякого t ŒR  и для 
любой комплекснозначной f(x), сужение кото-
рой на каждое из ребер геометрического графа 
G  равномерно непрерывно, решение (комплек-
снозначное) u x( ; )t  задачи (1), (2) может быть 
представлено в виде

 u x G x f d
R

( ; ) ( , ; ) ( ) .
( )

t x t x x= Ú
G

 

Уравнение (1) понимается в том смысле, что 
искомая функция u непрерывна на Г, сужения 
ее первой и второй производных на каждое из 

ребер Г равномерно непрерывны, причем в 
каждой внутренней вершине a геометрического 
графа Г выполняется так называемое (см. [1]) 
условие гладкости функции u:

 
h D a

hu a
Œ

+Â =
( )

( ; ) ,t 0  

где D a h R h a hn( ) { : ,= Œ = + Œ1 e G  для до-
с т а т о ч н о  м а л ы х  e > 0},  u ah

+ =( ; )t  
u a h u a

Æ+
= + -

lim
( ; ) ( ; )

.
e t t

ee 0

Относительно множества ∂G  граничных 
вершин Г мы будем предполагать, что к каждой 
граничной вершине примыкает ровно одно 
ребро и что каждая вершина Г, к которой при-
мыкает ровно одно ребро, является гранич-
ной.

Основной результат. Для формулировки 
основного результата нам понадобятся следую-
щие понятия.

Определение 1. Будем говорить, что откры-
тый связный геометрический граф Г является 
деревом, если он не содержит циклов, т. е. не 
имеет подмножеств гомеоморфных окружнос-
ти.

Определение 2. Пусть Г и Г
1
 — связные 

геометрические графы, причем G G1 Õ .  Тогда 
если 1) ∂ =G1 { ; },a b  2) все внутренние вершины 
Г

1
 являются внутренними вершинами G , 3) к 

каждой внутренней вершине геометрического 
графа Г

1
 примыкает ровно два его ребра, то Г

1
 

назовем путем геометрического графа Г, соеди-
няющим точки a и b.

Определение 3. Если G1  — путь геометри-
ческого графа G , то длиной пути G1  назовем 
сумму длин всех ребер G1 .

Теорема. Пусть Г является деревом, а a  
— произвольная граничная вершина Г. Тогда 
| ( , ; ) | (| | )* / ( , ) ( )G x O e xa t t r a g t= - -1 2  (при t Æ • ), 
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где r a( , )x  — длина пути, соединяющего точки 

x и a.  Здесь g t s s t( ) .= + +1
2

2 2

Напомним, что запись f O g( ) ( ( ))*t t=  (при 

t Æ • ) означает, что 
t

t
tÆ•

= πlim
( )
( )

.
f
g

q 0

Доказательство. Доказательство будем про-
водить методом индукции по числу внутренних 
вершин.

Проверим базу индукции. Когда у геометри-
ческого графа нет внутренних вершин, то полу-
чаем задачу (1), (2) на интервале (можно счи-
тать, что в данном случае G = Ã( , ) ).a b R1  
Функция Грина задачи (1), (2) на Г

 
=

 
(a,b) име-

ет вид:
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где s i= +s t;  здесь и далее берется главное 
значение s ,  т. е. Re .s > 0

Проверим утверждение теоремы. В данном 
случае
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Здесь s i= +a b.  Далее, так как a =  

s s t= + +1
2

2 2 ,  а b s s t= - + +1
2

2 2 ,  

то получаем требуемое. Случай x = b  рассмат-
ривается аналогично.

Предположим, что утверждение теоремы 
выполнено для любого геометрического графа 
с количеством внутренних вершин £ k,  и пока-
жем, что тогда утверждение теоремы выполнено 
и для геометрического графа с (k

 
+

 
1) внутрен-

ними вершинами. Далее в рассуждениях пред-
полагаем, что Г имеет (k

 
+

 
1) внутренних вер-

шин. Выберем произвольную внутреннюю 
вершину a геометрического графа Г. Пусть 
Г

1
, Г

2
,…,Г

m
 ( )m ≥ 2  — компоненты связности 

множества Г
 
\

 
{a}. Тогда функция Грина задачи 

(1), (2) может быть записана в виде* (при x aπ  
и x π a )
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где
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j t

j
j j

j

x
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G
G G0

а j tj x( ; )  являются решениями задачи 
- ¢¢ + = Œ ¢ = ¢ =∂u x su x x u u aj aj

( ) ( ) , , | , ( )\{ }0 0 1G G  
(последняя производная предполагается взятой 
в направлении от a, где

 ¢ =
+ -

Æ+
u a

u a h u aj( ) lim
( ) ( )

,
e

e
e0

 

а h Rj
nŒ  таков, что ( )a hj j+ Œe G  при достаточ-

но малом e > 0 )
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G xj ( , ; )x t  есть функция Грина задачи
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3) функционалы l i mi( , )= 1  определены на 
функциях, заданных на G \ { }a ;

4) l u u a u a i mi i i( ) ( ) ( ), , ,= - = -+1 1 1  где u ai( ) =  
u x i m

x ai
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1
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 где ¢ = ¢
' Æ

u a u xi
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( ) lim ( )
G

 (про-
изводная здесь предполагается взятой в направ-
лении от a, где, в свою очередь,
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u x
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,
e

e
e0

 

а h Rj
nŒ  таков, что ( )x hj j+ Œe G  при достаточ-

но малом e > 0 );
6) D( ) det || ( ; ) || .,t j t= ◊ =li j i j

m� 1

При x a G x=  ( , ; )x t  определяется равенс-
твом G a G x

x a
( , ; ) = ( , ; )x t x t

Æ
lim .

Без ограничения общности можно считать, 
что a Œ ∂G1.  Непосредственно проверяется, 
что

 D( ) ( ) ( ; ).
,

t j t= -
=

-

=
π

Â ’
i

m
m i

j
j i

m

j a
1 1

1  
* Приводимое представление G x( , ; )x t  обосновывает-

ся так же, как и в [1, гл. 3, пп. 3.2.2 и 3.2.3], но для наших 
целей оно более удобно.
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Заметим, что j t tj jx G x a( ; ) ( , ; ),= -  откуда 

j t tj ja G a a( ; ) ( , ; ).= -  Тогда D( ) ( | )*t t=
- -

O
m 1

2  
— в силу предположения индукции. Рассмот-
рим случай: x Œ G1.  В этом случае
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Покажем, что
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Для этого рассмотрим
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По предположению индукции имеем (ввиду 
того, что количество внутренних вершин каждо-
го геометрического графа Г

j
 не превосходит k:

 

G x O e

x G x a O

x
1

1 1

12( , ; ) (| | ),

( ; ) ( , ; ) (| |

* ( , ) ( )

*

a t t

j t t t

r a g t=

= - =

- -

-- -

- -

=

-

=

’

12

12
1

2

1

e

G a O e

x a

a

j

m

r g t

r a g ta t t

( , ) ( )

* ( , ) ( )

),

( , ; ) (| | ),

jj t tj a O m( ; ) (| | ).*= -- 22

 

Поэтому
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Так как x Œ G1,  то x aπ ,  и, значит, r a r( , ) ( , )x x a- -  
r a( , ) .a- < 0  Поэтому e x x a a( ( , ) ( , ) ( , )) ( )r a r r a g t- - Æ 0  

при t Æ •,  что и влечет (3). В силу (3) полу-
ченное выше представление G x( , ; )a t  влечет 
следующее:

 G x O e ox( , ; ) (| | ) ( ) .* ( , ) ( )a t t r a g t= +- -12 1 1  

Таким образом, в этом случае получаем ут-
верждение теоремы.

Рассмотрим случай: x œ G1 . В этом случае, с 
учетом H x( , ; ) ,a t = 0  имеем
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Таким образом, и для этого случая утверждение 
теоремы доказано, так как r r a( , ) ( , )x a a+ = 

r a( , ).x=
Наконец, с учетом полученного выше пред-

ставления для G x( , ; )a t  при x Œ G1  получаем:
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Последнее и доказывает утверждение теоремы 
полностью.

Пусть теперь G x s( , ; )x  — функция Грина 
задачи
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где s — комплексный параметр, Re s
 
>

 
0. Из 

доказанной нами теоремы вытекает следую-
щее.

Следствие. В условиях теоремы существует 
оригинал функции G x s( , ; )x  в смысле односто-
роннего преобразования Лапласа.
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