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О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ ТИПА ГАММЕРШТЕЙНА

Ван Лой Н.

Воронежский государственный педагогический университет

В работе устанавливаются теоремы о существовании решений интегральных включений типа 
Гаммерштейна в конечномерном пространстве для случаев, когда подынтегральная мультифун-
кция удовлетворяет верхним условиям Каратеодори и когда она почти полунепрерывна сни-
зу.

В данной работе рассматривается задача о 
разрешимости интегрального включения типа 
Гаммерштейна

 u t K t s F s u s ds
a

b
( ) ( , ) ( , ( ))Œ Ú  

в пространстве непрерывных функций 
C a b nn([ , ]; ),( ).
 ≥ 1  Устанавливаются теоремы 
о существовании решений этого включения в 
случаях, когда мультиотображение F удовлетво-
ряет верхним условиям Каратеодори и когда F 
почти полунепрерывно снизу.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть X,Y — нормированные пространства. 
Символами P(Y)[C(Y), K(Y), Cv(Y), Kv(Y)] мы 
обозначаем совокупности всех непустых (соот-
ветственно, непустых: замкнутых, компактных, 
выпуклых замкнутых и выпуклых компактных) 
подмножеств Y. Напомним (см., например, [1]), 
что многозначное отображение (мультиотобра-
жение) F X P Y: ( )Æ  называется полунепре-
рывным сверху (снизу), если множество 
F V x X F x V+

- = Œ Ã1( ) { | ( ) }  открыто для любого 
открытого (соответственно, замкнутого) мно-
жества V YÃ .  Укажем также, что мультиотоб-
ражение F называется компактным, если область 
значений F(X) относительно компактна в Y.

Пусть 
n  — действительное n-мерное про-
странство; C a b L a bn n([ , ]; )[ ([ , ]; )]
 
1  обозначает 
совокупность всех непрерывных (соответствен-
но, суммируемых) функций, определенных на 
отрезке [a,b] со значениями в 
n .

Пусть мультиотображение F a b n: [ , ] ¥ Æ
  
Kv n( )Æ 
  удовлетворяет следующим услови-

ям:
(F

1
) для каждого x nŒ 
  мультифункция 

F x a b Kv n( , ) : [ , ] ( )◊ Æ 
  имеет измеримое сече-

ние, т. е. существует измеримая функция 
f a b n: [ , ] Æ 
  такая, что f t F t x( ) ( , )Œ  для п.в. 
t a bŒ[ , ];

(F
2
) для почти всех t a bŒ[ , ]  мультиотобра-

жение F t Kvn n( , ) : ( )◊ Æ
 
  полунепрерывно 
сверху;

(F
3
) для любого непустого ограниченного 

подмножества W Ã 
n  существует такая функ-
ция JW Œ +L a b1 [ , ],  что:

 F t x tn( , ) ( ),



£ JW  

для всех x Œ W  и п.в. t a bŒ[ , ],  где F t x n( , )



= 
y y F t xnmax{ : ( , )}.



= Œ

Известно (см., например, [1]), что при этих 
условиях мультиотображение суперпозиции 
√ ÆF

n nC a b Cv L a b: ([ , ]; ) ( ([ , ]; )),
 
1  сопостав-
ляющее каждой непрерывной функции 
q C a b nŒ ([ , ]; )
  множество всех суммируемых 
сечений мультифункции F( ) ( , ( )),t F t q t=  кор-
ректно определено и замкнуто (т. е. имеет за-
мкнутый график).

Рассмотрим линейный интегральный опера-
тор

 
A L a b C a b

A f t K t s f s ds

n n

a

b

: ([ , ]; ) ([ , ]; ),

( )( ) ( , ) ( ) ,

1 
 
Æ

= Ú
 

где K a b a b L n: [ , ] [ , ] ( ),¥ Æ 
  а L n( )
  обозначает 
множество всех линейных операторов в 
n .  
Нетрудно проверить следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть ядро K удовлетворяет 
следующим условиям:

(K
1
) существует такое число K

 
>

 
0, что 

K t s K
L

( , ) £  для любого t a bŒ[ , ]  и п.в. s a bŒ[ , ];
(K

2
) для каждого t a bŒ[ , ]  функция s K t s x� ( , )  

суммируема, " Œx n
 ;
(K

3
) существует функция a( ) [ , ]◊ Œ +L a b1  та-

кая, что:

 K t s K t s s t t
L

( , ) ( , ) ( ) ,1 2 1 2- £ -a  

для любых t t a b1 2, [ , ]Œ  и п.в. s a bŒ[ , ].© Ван Лой Н., 2006
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Тогда оператор A вполне непрерывен.
Определение.  Композиция A F�√ :  

C a b Kv C a bn n
 
Æ: ([ , ]; ) ( ([ , ]; ))  н а з ы в а е т с я 
мультиоператором Гаммерштейна и обознача-
ется

 G( ) ( , ) ( , ( )) .u K t s F s u s ds
a

b
= Ú  

Применяя Теорему 1.5.30, Теорему 1.2.48 (см. 
[1]) и Теорему 1, мы получаем следующее ут-
верждение о свойствах мультиоператора Гам-
мерштейна.

Теорема 2. При выполнении условий (F
1
)—

(F
2
) и (K

1
)—(K

2
) мультиоператор Г приводит 

ограниченные множества в относительно ком-
пактные и полунепрерывен сверху.

Рассмотрим теперь случай, когда мультио-
тображение F почти полунепрерывно снизу. 
Напомним (см., например, [1]), что мультиотоб-
ражение

 F a b Kn n: [ , ] ( )¥ Æ
 
  

называется почти полунепрерывным снизу, 
если

(F
L
) существует последовательность непере-

секающихся компактных подмножеств 
{ }, [ , ],I I a bm m Ã  такая, что:

(i) m([ , ] \ ) ,a b Im m» = 0  где m  — мера Лебе-
га;

(ii) сужение F  на каждое множество 
J Im m

n= ¥ 
  полунепрерывно снизу.
Мы будем предполагать, что мультиотобра-

жение F удовлетворяет условию интегральной 
ограниченности (F

3
). Тогда мультиоператор 

суперпозиции

 √ ÆF
n nC a b C L a b: ([ , ]; ) ( ([ , ]; ))
 
1  

полунепрерывен снизу (см., например, [1], [2]). 
Рассмотрим опять мультиоператор

 A C a b P C a bF
n n� 
 
√ Æ: ([ , ]; ) ( ([ , ]; )),  

где оператор A задан выше условиями (K
1
)—

(K
3
). Из Теоремы 1.3.11 [1] следует, что муль-

тиоператор A F�√  полунепрерывен снизу. 
Аналогично Теореме 2, справедливо следующее 
утверждение.

Теорема 3. Если мультиоператор Гаммер-
штейна

 
G

G

: ([ , ]; ) ( ([ , ]; )),

( )( ) ( , ) ( , ( ))

C a b P C a b

u t K t s F s u s ds

n n

a

b


 
Æ

= Ú
 

удовлетворяет условиям (F
L
), (F

3
) и (K

1
)–(K

3
), 

то образ G W( )  любого ограниченного множест-

ва W Ã C a b n([ , ]; )
  относительно компактен в 
C a b n([ , ]; ).


Пусть E — банахово пространство. Напом-
ним (см., например [1], [2], [6], [7]), что непус-
тое множество M L a b EÃ 1([ , ]; )  называется 
разложимым, если для любых функций f h M, Œ  
и любого измеримого по Лебегу множества 
m a bÃ [ , ]  выполнено

 f k h k Mm a b m◊ + ◊ Œ([ , ]\ ) ,  

где k
m
 — характеристическая функция множес-

тва m.
Символом D(L1([a,b];E)) мы будем обозна-

чать совокупность всех замкнутых разложимых 
подмножеств пространства L1([a,b];E). Справед-
лив следующий аналог теоремы Майкла (см., 
например, [6]).

Теорема 4. Пусть X — сепарабельное мет-
рическое пространство. Тогда каждое полунепре-
рывное снизу мультиотображение

 G X D L a b E: ( ([ , ]; ))Æ 1  

имеет непрерывное сечение, т. е. существует 
не прерывное отображение g X L a b E: ([ , ]; )Æ 1  
такое, что g x G x( ) ( )Œ  для каждой точки 
x XŒ .

Нетрудно видеть, что при выполнении усло-
вий (F

L
) и (F

3
) мультиоператор √F  имеет за-

мкнутые разложимые значения. Тогда мульти-
отображение √F  имеет непрерывное сечение

 
� 
 


�

: ([ , ]; ) ([ , ]; ),
( ) ( ).

C a b L a b
u u

n n

F

Æ
Œ√

1

 

Но тогда непрерывный оператор

 
g

g

: ([ , ]; ) ([ , ]; ),

( )( ) ( , ) ( )( ) ,

C a b C a b

u t K t s u s ds

n n

a

b


 


�

Æ

= Ú
 

в свою очередь, является непрерывным сечени-
ем мультиоператора Г. Из Теоремы 3 следует, 
что оператор g  вполне непрерывен на 
C a b n([ , ]; )
 . Заметим также, что его неподвиж-
ные точки будут являться неподвижными точ-
ками мультиоператора Г.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим теперь вопрос о разрешимости 
интегрального включения Гаммерштейна

  u t K t s F s u s ds
a

b
( ) ( , ) ( , ( )) .Œ Ú  (1)

Справедливы следующие теоремы о существо-
вании решений такого включения.

Теорема 5. Пусть ядро K a b a b: [ , ] [ , ]¥ Æ  
L n( )Æ 
  удовлетворяет условиям (K

1
)—(K

3
), и 

мультиотображение F a b Kvn n: [ , ] ( )¥ Æ
 
  

Ван Лой Н.
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удовлетворяет условиям (F
1
)—(F

3
). Дополни-

тельно будем предполагать, что:
( )¢F3  существует такая функция w Œ +L a b1 [ , ],  

что

 F t x t xn n( , ) ( )( ),

 


£ +w 1  

для любого x nŒ 
 , п.в. t a bŒ[ , ]  и

( ) ( ) ,F K t dt
a

b

4 1 Ú <w  где K — константа из 

условия (K
1
).

Тогда интегральное включение Гаммерш-
тейна (1) имеет по крайней мере одно реше-
ние.

Доказательство. Прежде всего ясно, что из 
( )¢F3  вытекает условие (F

3
). Тогда мы можем 

использовать все результаты, приведенные 
выше.

Рассмотрим мультиоператор Гаммерштейна 
Г на некотором шаре T T u C= £( ).r  Имеем

 

G( )

max ( , ) ( ) : ( ) ,

u

K t s f s ds f u

C

a

b

C
F

=

= Œ√{ }Ú
 

где

 
a

b

C

t a b a

b

n

K t s f s ds

K t s f s ds

Ú

Ú

=

= { }
Œ

( , ) ( )

sup ( , ) ( ) .
[ , ] 


 

Справедлива оценка

 

a

b

n

a

b

L n

a

b
n

K t s f s ds

K t s f s ds

K f s ds

Ú

Ú
Ú

£

£ ◊ ◊ £

£ ◊

( , ) ( )

( , ) ( )

( ) .










 

Так как f s F s u s( ) ( , ( ))Œ  для п.в. s a bŒ[ , ] , то в 
силу ( )¢F3  получаем

 

f s F s u s

s u s s u

s

n n

n C

( ) ( , ( ))

( )( ( ) ) ( )( )

( )( )


 





£ £

£ + £ + £

£ +

w w

w r

1 1

1

 

для п.в. s a bŒ[ , ].
Следовательно,

 
a

b

n a

b
K t s f s ds K s dsÚ Ú£ +( , ) ( ) ( ) ( ) ,



1 r w

и тогда

 
a

b

C a

b
K t s f s ds K s dsÚ Ú£ +( , ) ( ) ( ) ( ) .1 r w  

Последнее неравенство справедливо для 
всех f uFŒ√ ( ),  поэтому получаем

 G( ) ( ) ( ) .u K s ds
C a

b
£ + Ú1 r w  

Выбираем r  так, что r
w

w
≥

-

Ú
Ú

K s ds

K s ds
a

b

a

b

( )

( )
.

1
 

Тогда G( ) .u
C

£ r  Последнее неравенство озна-
чает, что мультиоператор Г отображает шар T в 
себя. Из Теоремы 2 следует, что полунепрерыв-
ный сверху мультиоператор

  G : ( )T Kv TÆ  

компактен. Применяя Теорему Боненблас-
та—Карлина о неподвижной точке (см., напри-
мер, [1], Теорема 2.2.22) мы заключаем, что 
мультиоператор Г имеет неподвижную точку: 
u u* *( ).Œ G  Функция u

*
 является решением 

включения (1).■
Чтобы установить существование решений 

интегрального включения (1) в случае почти 
полунепрерывности снизу мультиотображения 
F, нам понадобится следующее утверждение 
(см., например, [3]).

Теорема 6. Пусть A — нелинейный, а B — 
линейный вполне непрерывные операторы, 
действующие в банаховом пространстве E. 
Пусть на сфере S x( )= r  выполняется усло-
вие

 Ax Bx x Bx- < - .  

Тогда оператор A имеет неподвижную точку 
x Ax* *=  в шаре T x( ).£ r

Используя это предложение, мы можем ус-
тановить следующий результат.

Теорема 7. Пусть ядро K удовлетворяет 
условиям (K

1
)—(K

3
), мультиотображение 

F a b Kn n: [ , ] ( )¥ Æ
 
  удовлетворяет условию 
(F

L
). Допустим, что существуют числа 

l b b, ;Œ >
 0  и функция w Œ +L a b1 [ , ]  такие, 
что:

( ) ( , ) ( ),¢¢ - £ + " ŒF F t x x x t xn n
n

3  l b w
 


 


 
и для п.в. t a bŒ[ , ];

( ) ( )( | |) ,F K b a5 1 - + <b l  где K — констан-
та из условия (K

1
).

Тогда интегральное включение Гаммерш-
тейна (1) имеет по крайней мере одно реше-
ние.

Доказательство. Прежде всего заметим, что 
из условия ( )¢¢F3  следует, что

 F t x x tn n( , ) ( | |) ( ),

 


£ + +b l w  

для любого x nŒ 
  и п.в. t a bŒ[ , ] . Отсюда сразу 
получаем условие (F

3
).

О существовании решений для некоторых классов интегральных включений типа Гаммерштейна
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Введем в рассмотрение линейный интег-
ральный оператор

 Bu K t s u s ds u C a b
a

b n= ŒÚl ( , ) ( ) , ([ , ]; ).
  

Легко видеть, что оператор B действует в 
C a b n([ , ]; )
  и является вполне непрерывным.

Рассмотрим мультиоператор Гаммерштейна 
Г и оператор B на сфере S S u C= =( ).r  Для 
каждой функции u SŒ  имеем

 

Gu Bu

K t s f s u s ds f u

C

a

b

C
F

- =

= - Œ√{ }Úsup ( , )[ ( ) ( )] : ( ) .l
 

Кроме того, получаем

 

a

b

C

t a b a

b

K t s f s u s ds

K t s f s u s d

Ú
Ú

- =

= -
Œ

( , )[ ( ) ( )]

sup ( , )[ ( ) ( )]
[ , ]

l

l ss

K t s f s u s ds

n

t a b a

b

L n







{ } £

£ ◊ - ◊
Œ

Ú
[ , ]

( , ) ( ) ( ) .sup l

 

Так как f s F s u s( ) ( , ( ))Œ  для п.в. s a bŒ[ , ] , то в 
силу ( )¢¢F3  имеем

 
f s u s u s s

u s s s

n n

C

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

- £ + £

£ + = +

l b w

b w br w

 
  

для п.в. s a bŒ[ , ] . Отсюда получаем

 

a

b

n

a

b

a

b

K t s f s u s ds

K s ds

K b a K

Ú
Ú

Ú

- £

£ + =

= - +

( , )[ ( ) ( )]

( ( ))

( )

l

br w

br w




(( ) .s ds

 

И тогда

 
a

b

C

a

b

K t s f s u s ds

K b a K s ds

Ú

Ú

- £

£ - +

( , )[ ( ) ( )]

( ) ( ) .

l

br w
 

Последнее неравенство справедливо для всех 
f uFŒ√ ( ),  поэтому получаем

 
Gu Bu K b a

K s ds u S

C

a

b

- £ - +

+ " ŒÚ
br

w

( )

( ) , . 
 

Сдругой стороны, для каждого t a bŒ[ , ]  имеем

 

u t B u t

u t K t s u s ds

u t K t s

n

a

b

n

n
a

b

( ) ( )( )

( ) ( , ) ( )

( ) ( , )

- =

= - ≥

≥ -

Ú
Ú










l

l uu s ds

u t K t s u s ds
n

n
a

b

L n

( )

( ) ( , ) ( ) ,




 


≥

≥ - ◊ ◊Úl

 

так как u s un C( ) ,



£ = r  то

 
u t B u t

u t K b a

n

n

( ) ( )( )

( ) | | ( ).

- ≥

≥ - -





r l

 

Следовательно,

 

u Bu u t B u t

u t K b a

C
t a b

n

t a b
n

- = - ≥

≥ - -
Œ

Œ

[ , ]

[ , ]

sup ( ) ( )( )

sup ( ) | | (






r l ))

( | | ( )).

=

= - -r l1 K b a

 

В ы б и р а е м  r > 0  т а к ,  ч т о б ы  r >  

w

b l
>

- - +
ÚK s ds

K b a
a

b
( )

( )( | |)
.

1
 Тогда получаем

 Gu Bu u Bu u SC C- < - " Œ, .  

Пусть g  — непрерывное сечение мультиопера-
тора Г. Тогда на сфере S выполняется

 g u Bu u Bu u BuC C C- £ - < -G .  

Из Теоремы 6 следует, что оператор g  имеет в 
шаре T u C( )£ r  по крайней мере одну непод-
вижную точку: u u* *= g . Функция u

*
 является 

решением включения (1).■
Справедливо также следующее утвержде-

ние.
Теорема 8. Пусть ядро K удовлетворяет 

условиям (K
1
)—(K

3
), мультиотображение 

F a b Kn n: [ , ] ( )¥ Æ
 
  удовлетворяет условиям 
( ),( )F FL ¢3  и (F

4
). Тогда интегральное включение 

Гаммерштейна (1) имеет по крайней мере одно 
решение.

Доказательство. Как установлено при дока-
зательстве Теоремы 5, при условиях ( )¢F3  и (F

4
) 

мы можем выбрать число r > 0  так, что муль-
тиоператор Г отображает шар T T u C= ( )£ r  
в себя. Пусть g  — непрерывноe сечение муль-
тиоператора Г. Тогда в силу Теоремы 3 оператор 
g  отображает шар T в его компактную часть и, 
следовательно, по теореме Шаудера (см., напри-
мер, [3], [4]) получаем, что в шаре T оператор 
g  имеет по крайней мере одну неподвижную 
точку. Эта точка является неподвижной для 
мультиоператора G , т. е. интегральное включе-
ние (1) имеет решение.■

О других теоремах существования решений 
интегральных включений см., например, обзор 
[5].

В заключение автор хочет выразить благо-
дарность своему научному руководителю про-
фессору В. В. Обуховскому за помощь в подго-
товке данной работы.

Ван Лой Н.
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