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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ВЕСОВЫХ 
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

А. Д. Баев

Воронежский государственный университет

В работе изучаются псевдодифференциальные операторы, построенные по специальному ве-
совому интегральному преобразованиюFa . Рассматриваются различные классы символов 
таких операторов. Изучаются свойства коммутации таких операторов с операторами диффе-
ренцирования и предельные при t Æ 0 свойства таких операторов.

В работе рассматриваются псевдодиффе-
ренциальные операторы, построенные с помо-
щью специального интегрального преобразо-
вания Fa . Это преобразование было введено 
В. П. Глуш ко в [1]. Псевдодифференциальные 
операторы, построенные с помощью этого пре-
образования, впервые были рассмотрены в [2] 
и названы весовыми певдодифференциальны-
ми операторами (в.п.д.о.). В настоящей работе 
исследуются свойства коммутации в.п.д.о. с 
оператором дифференцирования и предельные 
свойства в.п.д.о. приt Æ +0 .

Рассмотрим функцию a( ), ,å t RŒ +
1  для ко-

торой a a( ) ( ) ,0 0 0= ¢ + =  a( )t > 0  при t t> =0, ( )a  
= const  для t d≥  при некотором d

 
>

 
0. Следуя 

работе [1], введем интегральное преобразова-
ние
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Для преобразования Fa  справедлив аналог 
равенства Парсеваля
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что дает возможность расширить преобразова-
ние (1) до непрерывного преобразования, осу-

ществляющего гомеоморфизм L R2
1( )  иL R2

1( )+ . 
Для расширенного таким образом преобразова-
ния Fa  сохраним старое обозначение, где Fa

-1  
есть обратное к Fa  преобразование, отобража-
ющее L R2

1( )  наL R2
1( ).+

Легко показать, что на функциях u t C R( ) ( )Œ •
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Следуя работе [1], определим пространства 
H Hs s q, , ,; .a a
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Определение 2. Пространство H Rs q
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( , )s q≥ >0 1  состоит из тех функций v( , )x t Œ 

( ),,H Rs
nŒ +a  для которых конечная норма

 

v , ,

[ / ]

s q x
l

s q

s ql

x t
l

F F

F F v

a x a

a xx h

=
Ï
Ì
Ó

¥

¥ + +( ) ∂ÈÎ ˘

Æ
- -

=

-

Æ

Â 1 1

0

2 2 21 ˚̊
È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

¸
˝
Ô

Ǫ̂
+L Rn

2

2 1 2

( )

/

.

 (5)

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число n Œ( , ]0 1  такое, 

что ¢ £ < •-a a n( ) ( )t t c  при всех t Œ +•[ , ).0  
Кроме того, a( ) [ , )t C sŒ +•1 0  для некоторого 
s N1 2≥ - s ,  где
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s  — некоторое действительное число.
С помощью преобразования (1) и преобра-

зования Фурье F F F Fx x x xn nÆ Æ Æ Æ=
- -x x x x1 1 2 2 1 1

...  оп-
ределим весовой псевдодифференциальный 
оператор по формуле
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на функциях v( , )x t , принадлежащих, напри-
мер, C Rn

0
•

+( ).
В силу свойств весового преобразования 

получаем, что в.п.д.о., определенный в (6), ком-
мутирует с оператором весового дифференциро-
вания. Ниже выясняются свойства коммутации 

в.п.д.о. с оператором дифференцирования 
∂
∂t

.

Предположим, что символ в.п.д.о. l x h( , )  
удовлетворяет следующему условию.

Условие 2. Функция l x h( , ) ( )Œ •C Rn  удов-
летворяет неравенствам
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где постоянные cj > 0  не зависят от ( , ) ;x h ŒRn  
.s ŒR1

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть s,s  — любые действитель-

н ы е  ч и с л а ,  v x t H Rs
n( , ) ( ),,Œ + +s a  ∂ Œt

l x tv( , )  
Œ =+ +s

nH R l( ), , , ....,s a 1 2  Тогда при выполнении 
условия (1) (с заменой s  на s + s ) и условия 
(2) для оператора
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справедлива оценка
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Константа c > 0  не зависит от v .
Теорема 2. Пусть q s> ≥1 0,  — действитель-

ные числа; l = 1 2, , ...;  v( , ) ( )., ,x t H Rs lq q
nŒ + + +s a  

Тогда при выполнении условия 1 (при s = +s q ) 
и условия 2 для оператораMl , ,s  определенного 
в (8), справедлива оценка

 M cl s q s lq q, , , , ,v vs a s a£ + + -1  (10)

с постоянной c > 0 , не зависящей от v.
Теорема 3. Пусть q > 1,s  — действительные 

числа, v( , ) ( )., ,x t H Rq q
nŒ + +s a  Тогда при выполне-
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Это равенство понимается в смысле равен-
ства обобщенных функций.

Теорема 4. Пусть выполнены условия 1 и 2; 
v( , ) ( ),,x t H RnŒ +s a  v( , )x t ∫ 0  при t d> > 0 . Тог-
да K D D x tx t

( )
,( , ) v( , )s

a = 0  при t d> > 0.
Рассмотрим теперь в.п.д.о. с переменными 

символами.
Определение 3. Будем говорить, что символ 

l x h( , , , )x t  принадлежит классу символов 
S Ra

s s, ,Œ 1  если l x h( , , , ) ( ( ; )x t C RnŒ ¥ +• ¥• -1 0  
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где k m l p ck m l p, , , , , , ...; , , ,= >0 1 2 0  — некоторые 
константы, не зависящие от x t, , , , .x h s

Рассмотрим в.п.д.о. вида
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Справедливы следующие утверждения.
Теорема 5. Пусть s s a, , v( , ) ( );,s R x t H Rs
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Тогда при выполнении условия 1 (с заменой s  
на s + s ) для оператора
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справедлива оценка
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Константа c > 0  не зависит от v.
Теорема 6. Пусть q s> ≥1 0,  — действитель-

ные числа, v( , ) ( )., ,x t H Rs lq q
nŒ + + +s a  Пусть выпол-

нено условие 1 при s = +s q;  l x h a
s( , , , ) .x t SŒ  

Тогда для оператора Ml ,s , определенного в (14), 
справедлива оценка
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с постоянной c > 0 , не зависящей от v.
Теорема 7. Пусть q > 1,s  — действительные 

числа, l x h a
s( , , , ) ,x t SŒ  v( , ) ( )., ,x t H Rq
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Это равенство понимается в смысле равен-
ства обобщенных функций.

Теорема 8. Пусть s ŒR1,  l x h a
s( , , , ) ,x t SŒ  

v( , ) ( ),,x t H RnŒ +s a  v( , )x t = 0  при t d> > 0 . Тог-
да K D D x tx t

( )
,( , ) v( , )s

a = 0  при t d> > 0.
Определение 4. Будем говорить, что символ 

l x h( , , , )x t  принадлежит классу символов 
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Справедливы следующие утверждения.
Теорема 9. Пусть s s a, , ( , ) ( );,s R v x t H Rs

nŒ Œ + +
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Тогда при выполнении условия 1 (с заменой s  
на s + s ) для оператораMl ,s , определенного в 
(14), справедлива оценка
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с константой c > 0 , не зависящей от v.
Теорема 10. Пусть q s> ≥1 0,  — действитель-

ные числа; v( , ) ( ), ( , , , ), ,x t H R x ts lq q
nŒ Œ+ + +s a l x h  

., ,SŒ a
s r d  Пусть выполнено условие 1 при 

s = +s q.  Тогда для оператора Ml ,s , определен-
ного в (14), справедлива оценка
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с постоянной c > 0 , не зависящей от v.
Теорема 11. Пусть q > 1,s  — действительные 

числа, l x h a
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Равенство понимается в смысле равенства 
обобщенных функций.

Теорема 12. Пусть s l x h a
s r sŒ ŒR x t S1, ( , , , ) ,, ,  

v( , ) ( ), v( , ),x t H R x tnŒ =+s a 0  при t d> > 0.  Тогда 
K D D x tx t

( )
,( , ) v( , )s

a = 0  при t d> > 0.
Доказательство этих утверждений основано 

на следующих вспомогательных утверждени-
ях.

Лемма 1. Пусть f x x L Rs( )( ) ( )1 2
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где

 

l l

l

i

i

y
i

n N

y
i

y i N

g y z z N y t y z

( )
( )

!
( ), , , ... ,

( , ) ( ( ))(

= - ∂ =

- = - - -

1
1 2

1 tt dtN) .-Ú 1

0

1  

Следствие 1. Пусть функция b t( )  удовлет-
воряет условиям леммы 2. Пусть функция l( )y  
п р и н а д л е ж и т  C R•( )1  и  ∂ £ < +•y

j y cl( ) ,  
j = 0 1 2, , , ...,  где число c > 0  не зависит от y. 
Тогда при всех w ( )ŒS R1  справедливо представ-
ление (20).

Лемма 3. Пусть выполнено условие 1 и фун-
кция f(t) принадлежит C s1 0[ , ),+•  где число s

1
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Можно показать, что справедливо тождес-
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Некоторые свойства весовых псевдодифференциальных операторов
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причем из условия a t C s( ) Œ +•1 0[ , )  следует, что 
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l st C l( ) [ , ),Œ +•-1 0  l s i l= =1 2 0 11, , ..., , , , ..., .
Следствие 2. Пусть выполнено условие 1. 

Тогда при s l N p
l p

p l1 0 2

1
2- ≥ ≥ +

- +Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂£ £
max

n
 (

l s s= 1 2 1 1, , ..., ,  определено в условии 1) и при 
всех t Œ +•[ , )0  справедлива оценка

 
a a q a( )( ( ) ) ( ( ) ( )) ,

, , , ... .

t t t t c

i l
t

N
i
l l∂ £ < •

=

-

0 1 2
 

Следствие 3. Пусть выполнено условие 1. 
Тогда при s N1

3
2

1
1≥ ≥ +Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

max ,
n n

 выполня-
ется оценка

 a a a- -∂ £ < +•1 0 5( )( ( ) ) ( ( ),t t t ct
N  

при всех t Œ +•[ , )0 , где число s
1
определено в 

условии 1.
Следствие 4. Пусть выполнено условие 1. 

Тогда при всех s N1
1
2

1≥ ≥ Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

max ,
n

 и при всех 

t Œ +•[ , )0  выполняется оценка

 ( ( ) ) ( ( ) .,a at t ct
N∂ £ < +•-0 5

Лемма 4. Пусть выполнено условие 1 и 
s l i i l1 1 2≥ + =, , , , ....  Предположим, что функ-
ция u(t) принадлежит C l i+ +•[ , )0 . Тогда для 
функции

 G u t t t t u ti
l

t
i

j
l

t
j

j

l

( ) ( )( ( ) ) ( ( )) ( ),,= ∂ ∂-

=
Âa a q a

0

 

где q j
l t( )  определены выше, справедлива фор-

мула представления

 G t b t u ti i j
i

t
i

t
j

i

i

j

l

( ) ( ) ( ),, ,= ∂ ∂
=

-

=
ÂÂ 1

1

1 0

1

0
a

 где b t Ci j
i s li
1

1 0, ( ) [ , )Œ +•-  и зависят лишь от фун-
кции a( )t  и ее производных до порядка l i+ .

Лемма 5. Пусть выполнено условие 1, 
s l i l i s1 11 2≥ + =; , , , ..., ,  предположим, что фун-
кция u(t) принадлежит C l i+ +•[ , ).0  Тогда спра-
ведлива формула представления

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ), , ,a q a a a∂ ∂ = ∂ ∂-

=
Â t

i
j
l l

t
j

j

l

i j
i

t
i

t
j

i

t t u t b t u t
0

1

1

11 0

1

0 =

-

=
ÂÂ
i

j

l

.

Следствие 5. Пусть выполнены условия 
леммы 5 при l

 
=

 
1. Тогда справедливо тождест-

во

 

( ( ) ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( )

,

, ,

a q a at t t u t

P t u t c

t
i

j
j

t
j

i t i i

∂ ◊ ∂ =

= ∂ -

-

=
Â 1 1

0

1

1 11

1

1

1 1

1

1 2
∂ ∂ ¢Ê
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ˆ
¯̃

¥

¥ ( ) ( )

-

=

-

Â t t
i

i

i

i i

t

P t u t

( )
( )

,
,

a a
 

где функции P
i,1

(t) определяются по рекуррент-
н ы м  с о о т н о ш е н и я м  P t P t tN l N l, ,( ) ( ) ( )= ¢ --1 a  

lP t t P t f t t lN l l, ,( ) ( ); ( ) ( ) ( )- ¢ = ¢ --1 1a a ff t t( ) ( )¢a  п р и 
l f t P t= = =1 1 10 1, ( ) , ( ) .,  Здесь ci i, 1

 — биноми-
нальные коэффициенты, i s= 1 2 1, , ..., .

Лемма 6. Пусть выполнено условие 1 и 
1 1 1+ £ £/ .n N s  Если u( t) принадлежит 
C N

0 0[ , ),+•  то функция b t t( )w( )  принадлежит 
L

1
( R

1
) ,  г д е  b t a j t( ) ( ( )),,= - -0 5 1   w( )t =  

( ) ( ) ,, ( )
a a j t

=
= -

t D u tt
N

t 1
 D t tt ta a a, ( ) ( ).= - - ∂

Следствие 6. Пусть выполнены условия 
леммы 6. Тогда справедливо включение

 D L R j Nj
t b t t( ) ◊ ( ) Œ ( ) =w , , , ..., ,1

1 1 2
где функции b t( )  и w( )t  определены выше.

Следствие 7. Пусть выполнены условия 
леммы 6, тогда w( ) ( ).t ŒL R1

1

Лемма 7. Пусть v( , ) ( ),,x t H Rs
nŒ +a  s — дейст-

вительное число, b t C s( ) [ , )[ ]Œ +•+1 0  и ∂ £t
ib t( )  

£ < •c  при всех t i sŒ +• = +[ , ), , , ...,[ ] .0 0 1 1  
Тогда выполняется оценка b t x t c

s s( )v( , ) v
, ,a a£  

с константой c
 
>

 
0, не зависящей от v.

Изложим кратко схему доказательства тео-
ремы 1.

Обозначим l x h l x hhi

i
i

i
( , )

( )
!

( , ),= - ∂1
 

i N, , ..., ,= 1 2

g y y N y dN N
N( , , ) ( , ( ))( ) .x h l x h q h q q- = - - - -Ú 1 1

0

1

Введем операторы Q i N Ri N l, , ,, , , ..., ,s s= -1 2 1  
по формулам

Q x t F F F F x ti x i x, [v( , )] [ ( , )] [v( , )],s x a a xl x h= Æ
- -

Æ
1 1  (22)

R x t
t

F F

F D

N l
j

l

x

y
N

j l

, ,

,

v( , )
( )

( )

s x h t

t h t

a

b t

= ¥

¥ ÈÎ ˘

=
Æ
-

Æ
-

Æ -( )

Â 1

0

1 1

˚̊
È

Î
Í
Í

¥

¥ ∂( )È
Î

˘
˚ - ˘

˚

Ú

Æ Æ
= ( )

R

x y t
j

N
t

F F v x g y y dy

1

x t a a t j
t x t, ( , ) ( , , ) ,,

 (23)

где b t q a
j tj l j

l l

t
t t j l, ( )

( ) ( ) ( ) , , , ..., .= =-

= -1 0 1
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Функции q j
l t( )  определены выше, t = -j t1( )  

—  ф у н к ц и я ,  о б р а т н а я  к  ф у н к ц и и 

t j r
a r

= = ( )Ú( ) ,t
d

t

d

 ( v) ( , ) ( ) ( , ) ., , ( )
∂ = ∂

= -a a a j t
t at

j
t

j

t
x t v x t

1
 

Используя вспомогательные утверждения 
(леммы 1—7, следствия 1—7), доказываются 
следующие.

Теорема 13. Пусть выполнено условие 1 и 
оценка (7), v( , ) ( ).x t C RnŒ •

0  Тогда для операто-
ра Ml ,s  справедлива формула представления

 
M x t Q b t D v x tl i i j

i
t

j
t
j

i

i

j

l

i
, , , ,v( , ) ( ) ( , )s s a= ∂

È

Î
Í

˘

˚
˙

=

-

=
ÂÂ 1

1 0

1

0==

-

Â +

+
1

1N

N lR x t, , v( , ),s
  (24)

где операторы Q Ri N l, , ,,s s  определены выше.
Следствие 8. Пусть выполнены условия те-

оремы 13. Тогда при l = 1  формулу (24) можно 
записать в виде

M F F F F P t

c

x i x im t
i

N

i i

1
1 1

1
1

1

,

,

v , ( ) vs x a a xl x h= ( ) ∂ -
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Î
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Î
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Æ
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Æ
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1 1
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Ô
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˚
˙
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˚

-
-

=
Â t t

i
i i

i

i t
P ta a /( )

( )v
,

˙̇
˙

+

+ ( )R x tN , , v , ,1 s

где ci i, 1
 — биноминальные коэффициенты, 

функ ции P ti, ( )1  определяются выше при 
l f t= ∫1 1, ( ) ,  оператор RN , ,1 s  определен в (23) 
при  l P t= ∫1 10 1, ( ) .,

Обозначим в дальнейшем через ◊  норму в 
L Rn

2( ).+
Теорема 14. Пусть выполнены условие 1 и 

неравенство (7), v( , ) ( ),x t C RnŒ •
0  оператор K ( )s  

определен в (6). Тогда для оператора Ml ,s  спра-
ведлива оценка

 M cl t
j

j

l

,
,

v vs
s a

£ ∂
= -
Â

0 1

 

с константой c
 
>

 
0, не зависящей от v.

Рассмотрим в.п.д.о. Ls
a( , ),D Dx t  вида

 

Ls
a

x a

s

x ax h

( , )v

v ,

,D D

F F F F

x t

x x

=

= + +( ) [ ]
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Î
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Æ
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Æ
1 1 2 2

1
21

 

где s  — действительное число.
Следствие 9. Пусть s,s  — действительные 

числа, выполнены условие 1 (с заменой в нем 
s  на s + s  ) и оценка

 M cl s t
j

j

l

s
, ,

,

v vs a
s a

£ ∂
= + -
Â

0 1

с константой c
 
>

 
0, не зависящей от v.

Доказательство теоремы 1. Утверждение 
теоремы 1 для функций v ,x t( ) , принадлежащих
C Rn

0
•( ),  вытекает из следствия 9. В общем слу-

чае утверждение теоремы 1 следует из того, что 
множество функций C Rn

0
•( )  плотно в про-

странстве H Rs
n

, ( ).a +
Изложим кратко схему доказательства тео-

ремы 2. Утверждение теоремы 2 исходит из сле-
дующих утверждений, которые доказываются с 
использованием лемм 1—7 и следствий 1—7.

Лемма 8. Пусть выполнено условие 1 и оцен-
ка (7). Тогда для любой функции v( , ) ( )x t C RnŒ •

0  
справедливо равенство
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где N
 
>

 
0 — целое число, причем s

1
 в условии 1 

таково, что N s£ 1,
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-Ú 1
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Лемма 9. Пусть выполнено условие 1 и оцен-
ка (7). Тогда для любой функции u t C R( ) ( )Œ •

0 1  
справедливо равенство
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где функции b t t( ), w( )  определены выше, 

N ≥ s,  N1
3
2

2
1
2

≥ +Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

max , ,
n n

      g
i

g i NN i

i
i

N, ( , )
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!
( , ), , , ..., ,x h x hh= - ∂ =1

1 2 1  (25)

 

�g y y

N g y d

N N
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11 1

0

1

x h

x h q h q q

- =

= - - - -Ú  (26)

Некоторые свойства весовых псевдодифференциальных операторов
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Лемма 10. Пусть выполнено условие 1 и 
оценка (7), функция u t( )  принадлежит C R0

1•( ).  
Тогда при каждом x Œ -Rn 1  функция

 f F gN0( , ) [ ( ) w( )] ( , )x h b t t x ht h∫ ◊Æ  

принадлежит L R1
1( )  при N1 1 1

1≥ + +Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

max , ,s
n

 

функции b t t( ), w( )  определены выше.
Следствие 10. Пусть выполнены условия 

леммы 10. Тогда при каждом x Œ -Rn 1  функция 
f g F Di N i

ix h x h b t tt h t, , w,( ) = ( ) ( ) ◊ ( )ÈÎ ˘̊Æ  прина-
длежит L R1

1( )  как функция переменной h . 
Функции gN i, ( , ), ( ), w( )x h b V t  определены 
выше.

Теорема 15. Пусть выполнено условие 1 и 
оценка (7). Тогда для любой функции 
v( , ) ( )x t C RnŒ •

0

 lim ( , ) v( , ),t x N x t
NF F g F F D x t

Æ+ Æ
- -

Æ ÈÎ ˘̊ÈÎ ˘̊ =
0

1 1 0x a x a ax h  

при N1 1 1
1≥ + +Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

max , .s
n

Доказательство теоремы 3. Утверждение 
теоремы 3 для функций v( , ) ( )x t C RnŒ •

0  немед-
ленно вытекает из леммы 8 и теоремы 15. В 
общем случае утверждение теоремы 3 вытекает 
из того, что множество функций C Rn

0
•( )  плотно 

в пространстве Hq q+s a, , .
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