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С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ СПРАВА В RN

С. В. Азарина, Ю. Е. Гликлих

Воронежский государственный университет

Описываются и изучаются стохастические дифференциальные уравнения и включения, за-
данные в терминах производных в среднем по Нельсону. Доказаны теоремы существования 
слабого решения указанных уравнений и включений при некоторых естественных предполо-
жениях.

ВВЕДЕНИЕ

Понятие производных в среднем было вве-
дено Э. Нельсоном (см. [19, 20, 21]) для нужд 
построенной им стохастической механики (ва-
риант квантовой механики). Позже выясни-
лось, что уравнения в производных в среднем 
возникают также при описании движения вяз-
кой несжимаемой жидкости (см. [8]). В [6, 7] 
(см. также [8]) было начато изучение уравне-
ний в производных в среднем как специально-
го типа стохастических дифференциальных 
уравнений. Во всех указанных случаях реше-
ния данных уравнений предполагались процес-
сами диффузионного типа или даже марковс-
кими диффузионными процессами, у которых 
диффузионный член был задан заранее.

В настоящей работе мы модифицируем одну 
из идей Э. Нельсона и вводим новый тип про-
изводных в среднем, в терминах которых выра-
жается именно диффузионный член. Мы изу-
чаем уравнения с такими и классическими 
производными в среднем, а также вводим и 
исследуем дифференциальные включения в 
производных в среднем. Это новый класс сто-
хастических дифференциальных включений 
наиболее близкий к обыкновенным дифферен-
циальным включениям. Несмотря на его естес-
твенность и большое поле для приложений, этот 
класс ранее не исследовался.

Настоящая публикация является первой в 
планируемой авторами серии, поэтому в ней мы 
рассматриваем наиболее простой и важный для 
приложений случай уравнений и включений с 
производными в среднем справа в евклидовом 
пространстве Rn. Для указанных уравнений и 
включений доказаны теоремы существования 

слабого решения при некоторых естественных 
предположениях.

Уравнения и включения с производными 
слева, текущими и осмотическими скоростями 
по Нельсону будут рассмотрены в последующих 
публикациях.

В статье мы всегда будем использовать ко-
ординатное представление векторов и линейных 
операторов. Векторы из Rn мы будем записывать 
как векторы-столбцы. Если X — такой вектор-
столбец, то транспонированный (сопряженный) 
вектор X* — вектор-строка. Линейные операто-
ры из Rn в Rn в координатной форме описыва-
ются n n¥  матрицами, * означает транспони-
рование матрицы (переход к матрице сопряжен-
ного оператора). Пространство n n¥  матриц мы 
обозначаем L(Rn, Rn).

Символом S(n) мы обозначаем линейное 
пространство симметрических матриц n n¥ , 
которое является подпространством в про-
странстве L(Rn, Rn). Символом S

+
(n) мы обозна-

чаем множество положительно определенных 
симметрических матриц, которое является от-
крытым выпуклым множеством в S(n). Множе-
ство неотрицательно определенных симметри-
ческих матриц n n¥ , которое является замыка-
нием S

+
(n), мы обозначаем S n+( ) .

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Рассмотрим стохастический процесс x( )t  в 
Rn, t TŒ[0, ] , определенный на некотором веро-
ятностном пространстве ( , , )W F P  и такой, что 
x( )t  является L

1
 — случайной величиной для всех 

t. Известно, что каждый такой процесс опреде-
ляет три семейства s -подалгебр s -алгебры F:

(i) “прошлое” Pt
x  — порожденное прообра-

зами борелевских множеств в Rn при всех отоб-
ражениях x( ) :s RnW Æ  для 0 < <s t;© Азарина С. В., Гликлих Ю. Е., 2006



139ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2006, № 2

(ii) “будущее” Ft
x  — порожденное анало-

гичным образом для t s T< < ;
(iii) “настоящее” Nt

x  — порожденное самим 
отображением x( )t .

Все семейства мы считаем полными, т.е. 
пополняем всеми множествами вероятности 
нуль.

Ради удобства мы обозначаем условное ма-
тематическое ожидание E Nt( | )◊ x  относительно 
“настоящего” Nt

x  для x( )t  через Et
x .

Следуя [19, 20, 21], введем понятие произ-
водной в среднем справа.

Определение 1. Производная в среднем спра-
ва D tx( )  процесса x( )t  в момент времени t есть 
L

1
-случайная величина вида

 D t E
t t t

tt
tx x xx( ) lim

( ) ( )
,= + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃Æ+D

D
D0

 (1)

где предел предполагается существующим в 
L F P1( , , )W  и D Æ +t 0  означает, что Dt  стре-
мится к 0 и Dt > 0 .

Мы будем также использовать следующее 
обобщение понятия производной в среднем 
справа (см., например, [8]).

Определение 2. Производная в среднем спра-
ва D txh( )  процесса h( )t  относительно x( )t  в 
момент времени t есть L

1
-случайная величина 

вида

 D t E
t t t

tt
t

x xh h h
( ) =

( ) ( )
,

0D Æ+

+ D -
D

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃lim  (2)

где предел предполагается существующим в 
L F P1( , , )W  и D Æ +t 0  означает, что Dt  стре-
мится к 0 и Dt > 0 .

Введем дифференциальный оператор D
2
, 

который на L
1
-случайном процессе x( )t , 

t TŒ[0, ]  принимает следующее значение.

D t

E
t t t t t t

tt
t

2

0

x

x x x xx

( )

lim
( ( ) ( ))( ( ) ( ))

,
*

=

= + - + -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Æ+D

D D
D

 (3)

где ( ( ) ( ))x xt t t+ D -  рассматривается как вектор 
Rn (вектор-столбец), ( ( ) ( ))*x xt t t+ D -  — сопря-
женный вектор (транспонированный, вектор-
строка), предел предполагается существующим 
в L F P1( , , )W .

Замечание 3. Напомним (см., например, 
[14]), что из свойств условного математичес-
кого ожидания следует существование борелев-
ских отображений a(t,x) и a( , )t x  из R Rn¥  в Rn 
и S+  соответственно таких, что D t a t tx x( ) = ( , ( ))  
и D t t t2 ( ) = ( , ( ))x a x . Следуя [14], мы будем на-
зывать a t x( , )  и a( , )t x  регрессиями.

Пусть A T L R Rk n: [0, ] ( , )¥ ÆW  — случайная 
операторная функция, Bt  — неубывающее се-
мейство s -подалгебр s -алгебры F. Напомним 
стандартное определение.

Определение 4. Если A(t) измеримо относи-
тельно s -алгебры Bt  при каждом t, то говорят, 
что A(t) не упреждает относительно Bt .

Процессом Ито называется процесс x( )t  
вида

 x x( ) ( ) ( ) ( ),t a s ds A s dw s
t t

= + +Ú Ú0
0 0

 

где a(t) — процесс в Rn, у которого выборочные 
траектории почти наверное имеют ограничен-
ную вариацию; A(t) — процесс со значениями 
в пространстве n n¥  матриц такой, что для 
каждого элемента A

ij
(t) матрицы A(t) выполня-

ется P( | ) ;w
0

2 1
T

ijA dtÚ < • =  w(t) — винеровский 

процесс в Rn; первый интеграл — интеграл Ле-
бега, второй — интеграл Ито.

Напомним, что для процесса Ито вектор-
столбец a(t) называется коэффициентом сноса, 
а a( ) = ( ) ( ) ( )*t A t A t S nŒ +  (квадратная симмет-
рическая неотрицательно определенная n n¥  
матрица), где A*(t) — матрица сопряженного 
оператора, коэффициентом диффузии.

Определение 5. Процесс Ито x( )t  называ-
ется процессом диффузионного типа, если a(t) 
и A(t) не упреждают относительно Pt

x  и вине-
ровский процесс w(t)  подчинен Pt

x . Если 
a t a t t( ) = ( , ( ))x  и A t A t t( ) = ( , ( ))x , где a(t, x) и 
A(t, x) — измеримые по Борелю отображения 
[0, ]T Rn¥  в Rn и в пространство матриц L(Rn, 
Rn) соответственно, то процесс Ито называ-
ется диффузионным процессом.

Процессы диффузионного типа являются 
решениями так называемых уравнений диффу-
зионного типа, которые задаются следующим 
образом. Рассмотрим отображения

 
a T C l R R

A T C T R L R R

n n

n n n

: [ , ] ([ , ], ) ,

: [ , ] ([ , ], ) ( , ),

0 0

0 0

0

0

¥ Æ

¥ Æ
 

где L(Rn, Rn) — пространство n n¥  матриц. Будем 
предполагать, что a t x( , ( ))◊  и A t x( , ( ))◊  непрерывны 
по совокупности переменных и для всех t TŒ[0, ]  
отображения a t( , )◊ , A t( , )◊  измеримы относитель-
но s -алгебры, пророжденной цилинд рическими 
множествами с основаниями на [0, t].

Определение 6. Уравнение типа Ито

 x x t x t( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )t a t d A t dw
t t

= ◊ + ◊Ú Ú
0 0

 (4)

Дифференциальные уравнения и включения с производными в среднем справа в R
n
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называется стохастическим дифференциаль-
ным уравнением диффузионного типа.

Нетрудно видеть (см., например, [8]), что 
для любого мартингала h( )t  относительно Pt

x  
выполняется равенство D txh( ) = 0 . Поскольку 

0
( ) ( )

t
A s dw sÚ  — мартингал относительно Pt

x , 
cправедливо следующее утверждение (см., на-
пример, [8]).

Теорема 7. Для процесса Ито x( )t  диффузи-
онного типа D tx( )  существует и равно E a tt

x( ( )) . 
В частности, если x( )t  — диффузионный про-
цесс, то D t a t tx x( ) = ( , ( )) .

Теорема 8. Пусть x( )t  — процесс диффузи-
онного типа. Тогда D t E tt2 ( ) = [ ( )]x ax , где a( )t
— коэффициент диффузии.

Доказательство. Поскольку x x( ) ( )t t t+ - =D  

( ) ( ) ( ),a s ds A s dw s
t

t t

t

t t
= +

+ +

Ú Ú
D D

 то, используя свой-

ства интеграла Ито, нетрудно видеть, что 

( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( ).* *x x x xt t t t t t AA ds o t
t

t t
+ - + - = +

+

ÚD D D
D

 
Утверждение теоремы вытекает из того, что 
AA* = a  (см. выше). ■

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ

Всюду в дальнейшем мы для простоты будем 
рассматривать уравнения, их решения и другие 
объекты на конечном отрезке времени 
t TŒ[ , ].0

Пусть заданы измеримые по Борелю отоб-
ражения a(t, x) и a( , )t x  из [0, ]T Rn¥  в R

n
 и в 

S n+( )  соответственно.
Рассмотрим систему вида

 
D t a t t
D t t t

x x
x a x
( ) ( , ( )),
( ) ( , ( )),

=
=

Ï
Ì
Ó 2

 (4)

которую назовем дифференциальным уравне-
нием первого порядка в производных в среднем 
справа.

Учитывая замечание 3, теорему 7 и теоре-
му 8, легко видеть, что корректна задача нахож-
дения процесса диффузионного типа, P-п.н. 
удовлетворяющего (4). Понятно, что первое 
уравнение системы (4) определяет коэффици-
ент сноса, а второе — коэффициент диффузии 
процесса.

Определение 9. Будем говорить, что (5) 
имеет слабое решение на [0, T] с начальным 
условием x(0) = 0x , если существует вероят-
ностное пространство ( , , )W F P  и заданный 
н а  н е м  п р о ц е с с  д и ф ф у з и о н н о г о  т и п а 

x t t t t( ) ( ) ( ) ( )t x a d A dw
t t

= + +Ú Ú0 0 0
 со значениями 

в R
n
 (т. е. существуют a(t), A(t) и w(t), удов-

летворяющие определению 5) такой, что при 
всех t TŒ[0, ]  для x( )t  P-п.н.выполняется (5).

Для дальнейшего нам потребуется следую-
щее техническое утверждение.

Лемма 10. Пусть a( , )t x  — непрерывное по 
совокупности переменных отображение из 
[0, ]T Rn¥  в S

+
(n). Тогда существует непрерыв-

ное по совокупности переменных отображение 
A(t, x) из [0, ]T Rn¥  в пространствоL(Rn, R

n
) 

такое, что при любых t RŒ , x RnŒ  выполня-
ется A t x A t x t x( , ) ( , ) ( , ).* = a

Доказательство. Поскольку симметричес-
кие матрицы a( , )t x  положительно определены, 
то все их диагональные миноры положительны 
и, в частности, отличны от нуля. Тогда имеет 
место разложение Гаусса (см. теорему II.9.3 
[9]): a zd= z , где z  —нижнетреугольная мат-
рица с единицами на диагонали, z — верхнетре-
угольная матрица с единицами на диагонали, 
d  — диагональная матрица. При этом элементы 
матриц z , d  и z выражаются рационально через 
элементы a , т.е. указанные матрицы непрерыв-
ны по совокупности переменных t, x. Из того, 
что a  — симметрические матрицы, легко уви-
деть, что z = *z  (z равно транспонированно-
му z ). Также нетрудно видеть, что в рассмат-
риваемых условиях элементы диагональной 
матрицы d  положительны. Следовательно кор-
ректно определена диагональная матрица d , 
на диагонали которой стоят квадратные корни 
из соответствующих элементов матрицы d . 
Рассмотрим матрицы A t x( , ) = z d . По постро-
ению A(t, x) непрерывно по совокупности пе-
ременных t ,  x и при этом A t x A t x( , ) ( , )* = 

t x t x z t x t x( , ) ( , ) ( , ) ( , ).= =z d a  ■
Следствие 11. Если в условии леммы 10 за-

менить требование непрерывности A(t,x) тре-
бованием измеримости по Борелю, то сущест-
вует измеримое по Борелю отображение A(t,x) 
из [ , ]0 T Rn¥  в пространство L(Rn,Rn) матриц 
такое, что при любых t R x RnŒ Œ,  выполня-
ется A t x A t x t x( , ) ( , ) ( , ).* = a

Для случая, когда a( , )t x  действует в S n+( ),  
можно построить непрерывное A(t,x) при более 
обременительных предположениях.

Лемма 12. Если a( , )t x  — отображение глад-
кости C2 из [0, ]T Rn¥  в S n+( ),  то существует 
непрерывное по совокупности переменных отоб-
ражение A(t,x) из [ , ]0 T Rn¥  в пространство 

С. В. Азарина, Ю. Е. Гликлих
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L(Rn,Rn) матриц такое, что при любых 
t R x RnŒ Œ,  выполняется  A t x A t x t x( , ) ( , ) ( , ).* = a

Лемма 12 выводится из теоремы 1 [16].
Теорема 13. Пусть в системе (5) a( , )t x  

непрерывно по совокупности переменных, поло-
жительно определено  (т. е .  при всех 
t T x RnŒ Œ[ , ],0  принадлежит S

+
(n)) и для него 

выполняется оценка

 � � � �tr t x K xa( , ) ( )< +1 2  (6)

для некоторого K
 
>

 
0. Пусть a(t,x) измеримо по 

Борелю и для него выполняется оценка

 � � � �a t x K x( , ) ( )< +1  (7)

для некоторого K
 
>

 
0. Тогда для любого началь-

ного условия x(0) = 0x RnŒ  уравнение (5) 
имеет слабое решение, определенное на всем 
отрезке [0,T].

Доказательство. Так как a( , )t x  непрерывно 
и положительно определено, то по лемме 10 
существует непрерывное A(t,x) такое, что 
A t x A t x t x( , ) ( , ) ( , ).* = a  Непосредственно из оп-
ределения следа в данном случае мы получаем, 
что tr t xa( , )  равен сумме квадратов всех элемен-
тов матрицы A(t,x), т. е. является квадратом 
евклидовой нормы в пространстве n n¥  матриц. 
Поскольку в конечномерном пространстве S(n) 
симметрических n n¥  матриц все нормы экви-
валентны, из условия (6) сразу следует, что 
� � � �A t x K x( , ) ( )< +1  для некотрого K

 
>

 
0. Так 

как a( , )t x  положительно определено, то матри-
ца A(t,x) при всех t, x не вырождена. Поскольку 
a(t,x) измеримо и удовлетворяет (7), то при 
описанных выше свойствах A(t,x) по теореме 
III.3.3 [4] существует слабое решение стохасти-
ческого дифференциального уравнения

 
x x x

x

( ) ( , ( ))

( , ( )) ( ),

t a s s ds

A s s dw s

t

t

= + +

+

Ú
Ú

0 0

0

 (8)

определенное на всем отрезке [0,T]. Из теорем 7 
и 8 очевидным образом следует, что решение 
x( )t  последнего уравнения P-п.н. удовлетворя-
ет (5). ■

Теорема 14. Пусть a( , )t x  C2 — гладко, неот-
рицательно определено (т. е. при всех t TŒ[0, ] , 
x RnŒ  принадлежит S n+( )) и удовлетворяет 
(6). Пусть a(t,x) непрерывно и удовлетворя-
ет (7). Тогда для любого начального условия 
x(0) = 0x RnŒ  уравнение (5) имеет слабое реше-
ние, определенное на всем отрезке [0,T].

Доказательство. По лемме 12 существует 
непрерывное A( t ,x) такое,  что a( , )t x =  

( , ) ( , ).*A t x A t x=  Так же, как в доказательстве 
теоремы 13, выводится оценка A t x( , ) <  

K x< (1 )+  для некоторого K
 
>

 
0. Тогда, так как 

a(t,x) и A(t,x) непрерывны и выполнено (7), 
уравнение (8) удовлетворяет условиям теоре-
мы III.2.4 [4], т. е. для него существует слабое 
решение, определенное на всем отрезке [0,T]. 
Как и ранее, очевидно, что P-п.н. оно удовлет-
воряет (5). ■

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
ВКЛЮЧЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ 

В СРЕДНЕМ

Пусть a(t,x) и α( , )t x  — многозначные отоб-
ражения из [0, ]T Rn¥  в Rn и в S n+( )  соответс-
твенно. Дифференциальным включением с 
производными в среднем справа мы будем на-
зывать систему вида

 
D t t x
D t t t

x
x x
( ) ( , ),
( ) ( , ( )).

Œ
Œ

Ï
Ì
Ó

a

2 α
 (9)

Определение 15. Будем говорить, что (9) 
имеет слабое решение на [0,T] с начальным 
условием x(0) = 0x , если существует вероят-
ностное пространство ( , , )W F P  и заданный на 

нем процесс диффузионного типа x( )t =  

t t t t( ) ( ) ( )x a d A dw
t t

= + +Ú Ú0 0 0
 со значениями в Rn 

(т. е. существуют a(t), A(t) и w(t), удовлетво-
ряющие определению 5) такой, что P-п.н. 
E a t t tt

x x( ( )) ( , ( ))Œa  и  E A t A t t tt
x x( ( ) ( )) ( , ( ))* Œα   

при всех t TŒ[0; ] .
Из теорем 7 и 8 сразу следует, что для про-

цесса x( )t  из определения 15 P-п.н. при всех 
t TŒ[0, ]  выполняется (9).

В простейших случаях вопрос о существо-
вании слабого решения для (9) сводится к тео-
ремам существования слабого решения для (5). 
Приведем примеры подобных утверждений.

Везде в дальнейшем для множества B в про-
странстве Rn или в пространстве L(Rn, Rn) мы 
используем норму, введенную по формуле 
� � � �B y

y B
=

Œ
sup .

Теорема 16. Пусть α( , )t x  принимает зна-
чения в положительно определенных матрицах 
S

+
(n), имеет замкнутые выпуклые образы, по-

лунепрерывно снизу и для каждого a Œα( , )t x  
выполняется оценка

 � � � �tr t x K xa( , ) ( )< +1 2  

для некоторого K
 
>

 
0. Пусть a(t,x) является 

измеримым по Борелю многозначным отобра-

Дифференциальные уравнения и включения с производными в среднем справа в R
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жением и удовлетворяет оценке

 � � � �a( , ) ( )t x K x< +1  (10)

для некоторого K
 
>

 
0. Тогда для любого началь-

ного условия x x(0) = 0  существует слабое реше-
ние (9), определенное на всем отрезке [0,T].

Доказательство. При сделанных предполо-
жениях по теореме Майкла многозначное отоб-
ражение α( , )t x  имеет непрерывное однозначное 
сечение a( , )t x . Измеримое по Борелю много-
значное отображение a(t,x) имеет измеримое 
однозначное сечение a(t,x). Тогда уравнение

 
D t a t t
D t t t

x x
x a x
( ) ( , ( )),
( ) ( , ( ))

=
=

Ï
Ì
Ó 2

 

удовлетворяет условиям теоремы 13 и, следова-
тельно, имеет слабое решение, которое очевид-
ным образом является и решением (9). ■

В случае, когда и α( , )t x , и a(t,x) полунепре-
рывны снизу, имеют замкнутые выпуклые об-
разы в S+ , удовлетворяют оценкам из условия 
теоремы 16 и известно, что непрерывное сечение 
a( , )t x  отображения α( , )t x  (которое существу-
ет по теореме Майкла) представимо в виде 
a( , ) ( , ) ( , )*t x A t x A t x=  с непрерывным A(t,x), 
нетрудно доказать существование слабого ре-
шения для (9) путем сведения к теореме 14.

Для случая, когда α( , )t x  и a(t,x) не имеют 
непрерывных сечений, докажем следующее ут-
верждение о существовании слабого решения.

Теорема 17. Пусть a(t,x) — ограниченное 
измеримое по Борелю многозначное отображе-
ние из [0, ]T Rn¥  в Rn с замкнутыми образами.

Пусть α( , )t x  — ограниченное измеримое по 
Борелю многозначное отображение с замкну-
тыми образами из [0, ]T Rn¥  в S

+
(n) и сущест-

вует e0 > 0  такое, что для всех t, x e0 -окрест-
ность множества α( , )t x  в S(n) не пересекает 
множество S

0
(n) симметрических вырожденных 

n n¥  матриц.
Тогда для любого начального условия 

x x(0) = 0 ŒRn  включение (9) имеет слабое ре-
шение.

Доказательство. Так как a(t,x) и α( , )t x  яв-
ляются измеримыми по Борелю многозначными 
отображениями, то они имеют измеримые по 
Борелю сечения a(t,x) и a( , )t x , которые по 
построению ограничены. По следствию 11 су-
ществует  измеримое A( t ,x)  такое,  что 
a( , ) ( , ) ( , )*t x A t x A t x= . При этом по построению 
A(t,x) ограничено и равномерно отделено от 
S

0
(n). Тогда стохастическое дифференциальное 

уравнение

 x x x x( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )t a s s ds A s s dw s
t t

= + +Ú Ú0 0 0
 

удовлетворяет условиям теоремы II.6.1 [12] и 
имеет слабое решение, которое очевидным об-
разом является слабым решением (9). ■

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основным результатом настоящей статьи 
является теорема существования решения в 
случае, когда a(t,x) и αi t x( , )  полунепрерывны 
сверху и удовлетворяют условию типа линей-
ного роста. Напомним некоторые технические 
факты и определения.

Определение 18. При заданном e > 0  непре-
рывное однозначное отображение f X Ye : Æ  
называется e -аппроксимацией многозначного 
отображенияF X Y: Æ , если график отобра-
жения f, как множество в X Y¥ , лежит в e -
окрестности графика отображения F.

Известно (см., например, [2]), что e -ап-
проксимациями для любого e > 0  обладают:

— полунепрерывные сверху отображения с 
выпуклыми замкнутыми образами;

— полунепрерывные сверху отображения с 
замкнутыми образами асферичными во всех 
размерностях от 1  до n

 
–

 
1 и слабо асферичными 

в размерности n (см. [3]). Этот класс многознач-
ных отображений был впервые рассмотрен 
А. Д. Мышкисом в 1954 г. [13], в [3] и [5] для него 
были построены топологические характеристики 
типа числа Лефшеца и топологического индекса. 
Позже (в 80-х гг. XX в.) этот класс был переот-
крыт и назван «отображениями, чьи образы в 
каждой точке имеют uvk-свойство при k

 
=

 
1,…n» 

(см. точное определение, например, в [18]).
Лемма 19. Для решения стохастического 

дифференциального уравнения диффузионного 
типа

 x x x x( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )t a s ds A s dw s
t t

= + ◊ + ◊Ú Ú0
0 0

 

в Rn при t TŒ[0, ] , коэффициенты которого 
удовлетворяют условию

 � � � � � �a t A t K x( , ( )) ( , ( )) ( ( ) ),x x◊ + ◊ < + ◊1  

для каждого натурального p
 
>

 
1 существует кон-

станта C
p
, зависящая только от K и T, такая что 

выполняется неравенство E t C
t T

n
p(sup ( ) )

£
<� �x .

Доказательство этого утверждения имеется 
в [4] (лемма III.2.1 и замечание после нее).

Теорема 20. Пусть a(t,x) является полу-
непрерывным сверху многозначным отображе-

С. В. Азарина, Ю. Е. Гликлих
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нием из [0, ]T Rn¥  в Rn с замкнутыми выпуклы-
ми образами и удовлетворяет оценке

 � � � �a t x K x( , ) < (1 ).2 2+  (11)

Пусть α( , )t x  является полунепрерывным 
сверху многозначным отображением с замкну-
тыми выпуклыми образами из [0, ]T Rn¥  в S n+( )  
и для каждого a( , ) ( , )t x t xŒα  выполняется 
оценка

 � � � �tr t x K xa( , ) ( )< +1 2  (12)

для некоторого K
 
>

 
0.

Тогда включение (9) имеет слабое решение.
Доказательство. В качестве нормы в про-

странстве S(n) выберем сужение евклидовой 
нормы (т. е., корень квадратный из суммы квад-
ратов всех элементов матрицы) в пространстве
Rn2

, изоморфного L(Rn,Rn). Так как все нормы 
в конечномерном пространстве S(n) эквивален-
тны, для указанной нормы выполняется (12), 
возможно с другой константой, для которой мы 
для простоты сохраним обозначение K.

Рассмотрим банахово пространство 
W = C T Rn0 0([ , ], )  с  о б ы ч н о й  н о р м о й 
x x t

C
t T

( ) sup ( )
[ , ]

◊ =
Œ

0

0
. Через F  обозначим s -ал-

гебру на нем, порожденную цилиндрическими 
множествами. Через Pt  обозначим s -подалгеб-
ру s -алгебры F , порожденную цилиндричес-
кими множествами с основаниями на [0,t].

Рассмотрим также измеримое пространство 
([ , ], )0 T B , где B  — борелевская s -алгебра; 
символом l  обозначим меру Лебега на [0,T].

Так как a(t,x) является полунепрерывным 
сверху многозначным отображением с замкну-
тыми выпуклыми образами, то для любого e > 0  
существует его e -аппроксимация (см. [2]).

Выберем последовательность ei Æ 0  таких, 
что ei > 0  для всех i Œ •[0, ) . Обозначим через 
a

i
(t,x) непрерывные ei -аппроксимации отобра-

жения a(t,x) в Rn, которые существуют по усло-
вию теоремы. При этом a

i
(t,x) удовлетворяют 

условию (11), где константа несколько больше 
константы K из условия теоремы, так как ak t x( , )  
есть ei -аппроксимация. Поскольку очевидным 
образом 1 12 2+ £ +� � � �x x( ) , то для a

i
(t,x) также 

выполняется оценка (10).
Для α( , )t x  воспользуемся конструкцией 

ei -аппроксимаций из теоремы 1.4.11 [2]. Из 
этой конструкции видно, что в S n+( )  существу-
ют гладкие ei -аппроксимации отображения 
α( , )t x , в частности C2-гладкие. Обозначим через 
ai t x( , )  указанные C2-гладкие ei -аппроксима-
ции отображения α( , )t x  вS n+( ) . Отметим, что в 

этом случае по лемме 12 существует непрерыв-
ные A

i
(t,x) такие, что ai i it x A t x A t x( , ) ( , ) ( , )*= . 

При этом ai t x( , )  удовлетворяют условию

 tr t x K x K xia ( , ) ( ) ( ) ,£ + £ +1 12 2� � � �  (13)

где константа K > 0 несколько больше констан-
ты K из условия теоремы, так как ai t x( , )  есть 
ei -аппроксимация.

По теореме 14 для любого ei > 0  задача

 
D t a t t
D t t t

i

i

x x
x a x
( ) ( , ( )),
( ) ( , ( ))

=
=

Ï
Ì
Ó 2

 (14)

имеет слабое решение для любого x x( ) ,0 0= ŒRn  
[ , ]0Œt T . Обозначим его xi t( ) . Этому процессу 

соответствует мера mi  на ( , )W F . На вероятност-
ном пространстве ( , , )W F mi  процесс xi t( )  явля-
ется координатным, т. е. xi t x x t x( , ( )) ( ), ( ) .◊ = ◊ Œ W

Как и в доказательстве теоремы 13, имеем 
равенство tr t x A t xi ia ( , ) ( , ) .=� �2  Тогда из оцен-
ки (13) получаем

 tr t x A t x K xi ia ( , ) = ( , ) (1 ).2 2� � � �£ +  (15)

Поскольку K x K x( ) ( )1 12 2+ £ +� � � �  и для a(t,x) 
выполняется (7), то процессы xi t( )  удовлетво-
ряют условию леммы 19 при всех i и для про-
цессов xi  выполнено

 E t C
t T

i(sup ( ) ) .
£

£� �x 2
2  (16)

По следствию III.2 [4] множество мер { }mi  
слабо компактно, т. е. из него можно выделить 
слабо сходящуюся к некоторой мере m  подпос-
ледовательность. Обозначим через x( )t  коорди-
натный процесс на вероятностном пространстве 
( , , )W F m . По теореме Прохорова для любого 
e > 0  существует компакт Ke Ã W  такой, что 
m eei( )K > -1  для любой mi .

Воспользуемся следующим фактом (см. [17, 
22]): так как W = C T Rn0 0([ , ], )  является сепе-
рабельным метрическим пространством и меры 
mi  слабо сходятся к m , то существуют некоторое 
вероятностное пространство ( , , )W F P  и случай-
ные элементы xi : W WÆ  и x : W WÆ  такие, 
что порожденные ими меры на ( , )W F  совпада-
ют с mi  и m  соответственно, и при этом xi  схо-
дятся к xP  почти наверное. Обозначим элемен-
тарные события из W  через w .

Поскольку � � � �a t t K ti i i( , ( )) ( ( ) )x x2 21£ +  по 
(11), то, используя (16), нетрудно видеть, что

 
W¥

Ú ¥ £
[ , ]

( , ( ))
0

2
1

T
i ia t t d d K� �x lP  (17)

и, значит, a t ti i( , ( ))x  равномерно ограничены по 
норме в гильбертовом пространствеL T2([0, ] ¥  
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Rn, )¥ W . Следовательно, можно выбрать под-
последовательность, слабо сходящуюся в 
L T Rn

2([0, ] , )¥ W  к некоторому a T: [0, ] ¥ ÆW  
RnÆ . При этом существует борелевское отоб-

ражение a T Rn: [0, ] ¥ ÆW  такое, что a t( , )w = 
t( , ( ))x w= a .По общим свойствам слабой сходи-

мости в пространствах L
p
 (см. [11]) все это оз-

начает, что для любого множества B Œ ¥F B  

имеет место сходимость 
i B i ia t d d
Æ• Ú ¥ =lim ( , )x lP  

i B i i B
a t d d a t d d

Æ• Ú Ú¥ = ¥lim ( , ) ( , ) .x l x lP P

Обозначим a t x( , ( ))◊  условное математичес-
кое ожидание E t x t( ( , ( )) | )a ◊ P  на вероятностном 
пространстве ( , , )W F m . Таким образом, a t x( , ( ))◊  
измеримо относительно Pt ,  и для каждого мно-
жества Q tŒ P  выполняется равенство

 
Q Q
a t x d a t dÚ Ú◊ =

Œ
( , ( )) ( , ) .

( )
m w

x w
P  

Из слабой сходимости a ti i( , )x  к a( , )t x  в 
L T Rn

2([0, ] , )¥ W  легко вывести, что для лю-
бой непрерывной ограниченной веществен-
ной функции f на W , при любом t TŒ[0, ]  и 
любом Dt > 0  имеет  место  сходимость 

i
t

t t

i if a s s ds d
Æ•

+

Ú Ú -
È

Î
Í

˘

˚
˙ =lim ( ) ( ( , ) ( , ))

W

D

x x xa P 0  и, зна-

чит, для любой непрерывной ограниченной 
вещественной функции f

t
 на W , измеримой 

относительно Pt ,

    
i

t
t

t t

i if a s a s ds d
Æ•

+

Ú Ú -
È

Î
Í

˘

˚
˙ =lim ( ) ( ( , ) ( , )) .

W

D

x x x P 0  (18)

Выберем d > 0 . По теореме Егорова сущест-
вует множество Kd Ã W  такое, что PKd d> 1 -  
и на этом множестве xi  сходятся к x  равномер-
но. Пусть g

t
 — равномерно непрерывная огра-

ниченная вещественная функция на W , изме-
римая относительно Pt . Тогда на Kd  функции 
gt i( )x  сходятся к gt( )x  равномерно. Отсюда 
легко видеть, что

i K t t i
t

t t

i ig g a t ds d
Æ•

+

Ú Ú-
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

=lim ( ( ) ( )) ( , ) .
d

x x x
D

P 0  (19)

Случайные элементы [ ( ) ( )] ( , )g g a tt t i i ix x x-  
равномерно интегрируемы. Это следует из огра-
ниченности g gt t i( ) ( )x x-  и из того факта, что по 

лемме 19 
i

i C
dP Csup

W
Ú <� �x 0

2  и что
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x m x
i ic
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(см. [1]). Значит 
W

D

\
[( ( ) ( ))( ( , ) )]

K
P

d
x x xÚ Ú-

+
g g a s ds dt t i t

t t

i i   

при d Æ 0  становится меньше любого положи-
тельного числа. Вместе с (19) это означает, что

i
t t i t
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В (18) в качестве f
t
 можно выбрать g

t
, как в 

(20). Тогда, используя (18) и (20), получим

i
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i
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 (21)

Отметим, что случайные элементы gt i i( )x x  
равномерно интегрируемы. Действительно, g

t
 

ограничено, т. е. при всех i выполняется 
| ( ) |gt ix < X  для некоторого X > 0,  по лемме 19 

i
i C

Csup � �x 0
2

2<  и при этом

 
| ( )|

| ( )|

| ( ) |

| (
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Поскольку gt i i( )x x  сходятся к gt( )x x  P-п.н., 
отсюда следует, что

 
i

t i i tg d g d
Æ• Ú Ú=lim ( ) ( ) .

W W

x x x xP P  (22)

Из (21) и (22) следует, что на ( , )W F  для 
любой равномерно непрерывной ограниченной 
вещественной функции g Rt : W Æ , которая 
измерима относительно Pt , выполняется соот-
ношение
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Поскольку по построению для каждого i 

процесс x xi

t

i it a s s ds( ) ( , ( ))- Ú
0

 является мартинга-

лом относительно Pt , то
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для всех i. Следовательно,
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t
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т. е. процесс x x( ) ( , ( ))
0

t a t t dt
t

- Ú  является мартин-

галом относительно Pt . 
Перейдем к рассмотрению ai  и Ai. Посколь-

ку A t x t K x ti( , ( )) ( ( ) ),2 21£ +  то на вероятност-

ном пространстве ( , , )W F P  получаем

 
[ , ]

( , ) . ,
0

2
2

T
i iA t d d K

¥
Ú ¥ £

W

� �x lP  (23)

и, значит, A ti i( , )x  равномерно ограничены по 
н о р м е  в  г и л ь б е р т о в о м  п р о с т р а н с т в е 
L T L R Rn n

2 0([ , ] , ( , )),¥ W  т. е. образуют слабо 
компактное множество.

Отметим,  что  из  формулы ai t x( , ) = 

i iA t x A t x= ( , ) ( , )*  следует, что элементы матрицы 
ai t x( , )  являются суммами произведений эле-
ментов матрицы A

i
(t,x). Тогда из того, что 

tr t xia ( , )  равен сумме квадратов всех элементов 
матрицы A

i
(t,x), из (12) и леммы 19 нетрудно 

вывести, что при всех i выполняется

 
[ , ]

( , ) , ,
0

2

3
T

i it dP d K
¥

Ú ¥ £
W

a x l  (24)

т. е. a xi it( , )равномерно ограничены по норме в 
пространстве L T S n2([0, ] , ( ))¥ W  и, значит, об-
разуют слабо компактное множество.

Таким образом, можно выбрать последова-
тельность индексов i таких, что A ti i( , )x  слабо в 
L T L R Rn n

2([0, ] , ( , ))¥ W  сходятся к некоторому 
A T L R Rn n: [0, ] ( , )¥ ÆW  и  о д н о в р е м е н н о 
a xi it( , )  слабо в L T S n2([0, ] , ( ))¥ W  сходятся к 
некоторому a : [0, ] ( )T S n¥ ÆW . И при этом 
a w w w( , ) = ( , ) ( , )*t A t A t .

Также существуют измеримые отображе-
ния A : [0, ] ( , )T L R Rn n¥ ÆW  такие, что A t( , )w = 

t( , ( ))x w= A , и ¿ ¥ Æ: [ , ] ( )0 T S nW  такое, что 
a w x w( , ) ( , ( )).t t= ¿  Рассмотрим условные мате-
матические ожидания на вероятностном про-
странстве ( , , ) : ( , ( )) ( ( , ( )) | )W F Pm A t x E t x t◊ = ◊A  и 
a( , ( )) ( ( , ( )) | ),t x E t x t◊ = ¿ ◊ P  которые по построе-
нию при каждом t TŒ[0, ]  измеримы относи-
тельно Pt

x .
С помощью элементарной модификации 

приведенных выше рассуждений для a
i
(t,x(t)) 

устанавливается, что для любой ограниченной 
равномерно непрерывной функции g Rt : W Æ , 
измеримой относительно Pt ,  выполняется
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При этом для любого i
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и, следовательно,
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Отсюда, с учетом того, что для координатного 
процесса x( )t  на вероятностном пространстве 

( , , )W F m  процесс x x( ) ( , ( ))t a s ds
t

t t
- ◊

+

Ú
D

 является 

мартингалом относительно Pt  (см. выше), ме-
тодами [4] выводится, что x( )t  удовлетворяет 
равенству

 x x x x( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),t a s ds A s dw s
t t

= + ◊ + ◊Ú Ú0 0 0
 

Дифференциальные уравнения и включения с производными в среднем справа в R
n
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где w(t) — некоторый винеровский процесс на 
( , , )W F m . По построению x( )t  при каждом t 
s -алгебра Pt  является «прошлым» для x( )t . 
Значит x( )t  является процессом диффузионно-
го типа. Тогда по теореме 7 D E a ttx xx= ( ( , ( )))◊  и 
по теореме 8 D t E A t A tt2

*( ) = ( ( , ( )) ( , ( ))) =x x xx ◊ ◊  
E tt= ( ( , ( ))).a xx ◊
Осталось показать, что m -п.н. E a tt

x x( ( , ( )))◊ Œ 
t tx( , ( ))Œa  и что E t t tt

x a x x( ( , ( )) ( , ( )).◊ Œα  По лем-
ме Мазура (см., например, [10]) при слабой 
сходимости в L T Rn

2([0, ] , )¥ W  последователь-
ности a t ti i( , ( ))x  к a T Rn: [0, ] ¥ ÆW  существу-
ет последовательность конечных выпуклых 
комбинаций ее членов, которая сходится в этом 
пространстве сильно. Выпуклые комбинации 
имеют вид

 �a t a tk i
i j k

n k

i i i( , ) ( , ),
( )

( )

x b x=
=
Â  

где bi i j k n k≥ = º0, ( ), , ( )  и
i j k

n k

i
=
Â =

( )

( )

.b 1  Так как 

a имеет выпуклые образы, то �ai  являются e -ап-
проксимациями с e Æ 0 . Так как сходимость 
— сильная в L T Rn

2([0, ] , )¥ W , предел a t( , )x  
P-п.н. принадлежит a.

Для a  доказательство аналогично. ■
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