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В работе рассматриваются уравнения состояния сплошной среды для случая двойственно-
го равновесия, которое реализуется в теории материальных сил. В статье обсуждается возмож-
ность распространения метода материальных сил на модель хрупкого разрушения упругоп-
ластического континуума в рамках синтетической теории прочности. приведены соотношения 
квазистатического равновесия континуума, подверженного действию материальных поверх-
ностных и объемных сил. 

Структура материала и внутренние механиз-
мы деформирования, связанные с ней, сущест-
венно влияют на поведение среды на макору-
ровне, о чем свидетельствует большое количес-
тво работ по мезомеханике [�, 2] и исследования 
в области микроструктурных материалов [3—5], 
которые рассматривают необратимую деформа-
цию на различных масштабных уровнях и 
подтверждают существование строгой иерархии 
структуры. Вместе с тем, современная теория 
прочности и теория пластичности рассматрива-
ют особенности деформирования твердых тел 
вплоть до некоторого критического состояния 
(например, разрушения). обе теории требуют 
знания основных механических свойств мате-
риала и характеристик процесса деформирова-
ния. Механика хрупкого разрушения форму-
лирует критерии разрушения в виде инвариан-
тных связей критических значений макроха-
рактеристик процессов деформирования, и в 
настоящее время все больше опирается на ме-
тоды физики твердого тела и современные раз-
делы механики, учитывающие микроструктуру 
материала [6, 7]. для задач теории прочности 
важно акцентировать внимание на двух проти-
воположных проблемах [8, 9]:

– предотвращение нежелательного разру-
шения конструкций или их элементов из метал-
лов, сплавов, полимеров и горных пород;

– создание системы направленного управ-
ляемого разрушения (отделения определенного 
объема породы от массива в горнодобывающих 
процессах, разделение тела на части, дробление 
и измельчение твердых деформированных ма-
териалов).

для решения поставленных задач привле-
кают основные понятия синтетической теории 
прочности [2].

1. о проявлЕНИИ СИНТЕТИчЕСКой 
прочНоСТИ МаТЕрИалов

Известны экспериментальные исследова-
ния, направленные на изучение физической 
картины деформирования материалов при 
хрупком разрушении, которые показывают, что 
нагружение в режиме заданных перемещений 
позволяет зарегистрировать так называемую 
ниспадающую ветвь (или послепиковую про-
чность) [8]. Выявлена несимметричная схема 
деформирования и локализации сдвигов для 
ряда материалов (горные породы, сыпучие ма-
териалы). прослеживается появление размера 
и анизотропии сопротивления сдвигу в изна-
чально однородном изотропном теле. Такие 
свойства среды могут быть аналитически обос-
нованы введением в математической модели 
нового набора инвариантов напряженного со-
стояния, отличных от классических [8]. Ука-
занный новый подход к моделированию пове-
дения упругопластических сред позволяет от-
разить возникающую при необратимых дефор-
мациях и разрушении анизотропию сопротив-
ления сдвигам [9]. Известная эксперименталь-
ная зависимость между максимальным каса-
тельным напряжением и величиной главного 
сдвига положена в основу такой модели, как 
синтетическая теория прочности [�]. Связь 
T T= ( )G , где G  — величина главного сдвига, 
указывает на то, что за пределом упругости 
фактически образуется новый материал, в ко-
тором пластическая деформация осуществля-
ется за счет разделения тела на отдельные блоки, © штайнманн п., Кончакова Н. а., 2006
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скольжения их друг по другу и поворота на 
некоторый угол при сохранении сплошности 
среды. 

достижение главным сдвигом предельного 
значения инициирует рост зоны необратимых 
деформаций, при постоянном значении мак-
симального касательного напряжения. при 
этом сам момент разрушения ассоциирован с 
достижением напряжений и деформаций кри-
тических значений, а подготовка к разруше-
нию (предразрушение) происходит в некото-
рой области, являющейся, по сути, классичес-
кой зоной пластического течения. Критерием 
разрушения служат простейшие инвариантные 
связи в «момент» разрушения. для случая 
хрупкого разрушения, имеющего место в зада-
чах геомеханики и деформирования горных 
пород, состояние разделения тела на части, 
сменяющее упругое, моделируется квадратич-
ным условием пластичности и критерием про-
чности при сдвиговых деформациях [�0]. 
последнее есть условие постоянства величины 
главного сдвига, которое несет в себе требова-
ние конечности деформаций в зоне предразру-
шения. реализация синтетической прочности 
означает, что материал разделяется на блоки, 
которые, мало изменяясь в объеме, скользят 
друг по другу и поворачиваются настолько, 
чтобы составить сплошной материал. Матема-
тическое моделирование послепиковой про-
чности означает введение новых дополнитель-
ных кинематических параметров — поворотов 
элементов, что отражает явную аналогию с 
поведением структурных сред. В теоретичес-
ком аспекте это дает возможность постановки 
новых краевых задач, а в практическом — оце-
нить остаточную прочность разрушенного 
материала.

привлечение понятия материальных сил 
[��, �2] для описания процессов, происходящих 
на ниспадающей ветви, где реализуется после-
пиковая прочность материалов, обосновано 
проявлением неоднородности материала вслед-
ствие деформирования и образованием внут-
ренних дефектов в среде. Введение понятия 
материального и физического пространств для 
исследования запредельного поведения среды 
при хрупком разрушении приводит к проблеме 
двойственного равновесия, активно обсуждае-
мой в настоящее время в рамках механики 
материальных пространств [�3, �4]. 

2. о СуЩЕСТвоваНИИ 
дополНИТЕлЬНыХ МЕХаНИчЕСКИХ 

ХараКТЕрИСТИК СоСТояНИя 
двойСТвЕННоГо равНовЕСИя 

Состояние двойственного равновесия воз-
никает при разделении вещественного про-
странства на две составляющие — пространство 
физических сил и пространство материальных 
сил [��, �4]. подчеркнем формальную двойс-
твенность физических и материальных сил, 
действующих на произвольную подобласть тела 
и соответствующих квазистатическому состоя-
нию равновесия. 

2.�. ФИзИЧЕСКИЕ СИЛы
рассмотрим произвольную область V  с гра-

ницей ∂V . предположим, что граница области 
подвержена растягивающему воздействию про-
странственного тензора напряжений Коши s . 
пусть n  — внешняя нормаль области V  и всю-
ду внутри области V  действуют распределенные 
объемные силы bphy  [��]. Векторы физических 
и объемных сил, действующих на элемент фи-
зического пространства V , соответственно оп-
ределяются [��] как 

 F ndaphy sur

V

, = ◊
∂
Ú s  и F b dvphy vol phy

V

, .= Ú  (6)

аксиома 1. равнодействующая поверхнос-
тных и объемных сил, действующих на произ-
вольную область V  физического пространства 
в состоянии квазистатического равновесия 
равна нулю:

 F Fphy sur phy vol, , .+ = 0  (7)

перенося понятие физических сил в область 
предразрушения синтетической теории про-
чности, можем сформулировать следующее 
утверждение:

Теорема. равнодействующая поверхност-
ных и объемных сил, действующих на элементы 
среды в области V , принадлежащей зоне 
предразрушения упругопластического матери-
ала, в состоянии квазистатического равновесия 
физического пространства равна нулю.

Доказательство. Выделяя подобласть фи-
зического пространства и постулируя в ней 
справедливость законов хрупкого разрушения, 
приходим к системе поверхностных и объемных 
сил, определяемых равенствами (6). однако, 
при деформировании материала в рамках мате-
матической модели синтетической теории про-
чности, вследствие взаимодействия поверхно-

О постановке проблемы двойственного равновесия материального и физического пространств 
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стей скольжения в материале образуются эле-
ментарные зерна и блоки, которые обладают 
дополнительными возможностями взаимного 
скольжения и поворота. Возникающие повер-
хности скольжения реально не влияют на сум-
марный баланс сил в элементе объема, посколь-
ку сплошность среды при таком моделировании 
не нарушается. Элементарные носители дефор-
мации могут перемещаться вдоль вновь образо-
ванных поверхностей скольжения, взаимно 
погашая контактное поверхностное взаимо-
действие, и поворачиваются на определенный 
угол ровно настолько, чтобы образовать в новом 
состоянии сплошной материал. Таким образом, 
сумма поверхностных и объемных физических 
сил, определяемых аналогично (6), действую-
щих на элемент объема V , принадлежащий 
зоне предразрушения упругопластического 
материала, в состоянии квазистатического рав-
новесия физического пространства равна нулю, 
то есть справедливо равенство (7).

2.2. СКаЛярНый МоМЕНТ 
ФИзИЧЕСКИХ СИЛ

Определение. равнодействующий скаляр-
ный момент физических поверхностных и объ-
емных сил, действующих на V , есть величина, 
вычисляемая соответственно по формулам 
[�3]:

 V r ndaphy sur t

V

, =
∂
Ú s  и V rb prs dvphy vol phy

V

, [ ] ,= +Ú 3 s  
  

(8)

где prs Ii i[ ] = - [ ] ∏1
3

 есть величина интен-

сивности поверхностного напряжения (повер-
хность давления) тензора второго порядка i[ ]  в 
области V .

Скалярные моменты физических сил явля-
ются, по сути, мерой центрированности системы 
физических сил, действующих на V .

аксиома 2. для квазистатического равно-
весия центральной части физических сил для 
подобласти с текущей конфигурацией V  спра-
ведливо:

 V Vphy sur phy vol, , .+ = 0  (9)

2.3. ВЕКТорНый МоМЕНТ 
ФИзИЧЕСКИХ СИЛ

Определение. равнодействующий вектор-
ный момент физических поверхностных и объ-
емных сил, действующих на V  есть величина, 
определяемая соответственно по формулам 
[�2]:

V r ndaphy sur t

V

, = ¥
∂
Ú s  и V r b axl dvphy vol phy

V

, [ ] ,= ¥ +Ú 3 s  
  (�0)

где r EŒ 3 есть вектор расстояния в фиксиро-
ванной точке в (трехмерном) физическом про-

странстве, и axl Ii i[ ] = - [ ] ¥1
2

 — единичный 

вектор тензора второго порядка i[ ]  в области V  
[�2].

Векторные моменты физических сил обычно 
понимаются как (физические) вращающие мо-
менты, и, по сути, являются мерой нецентриро-
ванности системы физических сил, действующих 
на V . Таким образом утверждение, эквивален-
тное квазистатическому равновесию нецентраль-
ной части физических сил для подобласти с те-
кущей конфигурацией, может быть сформули-
ровано в виде следующего утверждения:

аксиома 3. Сумма векторных поверхност-
ных и объемных моментов физических сил, 
действующих на произвольную область V  фи-
зического пространства в состоянии квазиста-
тического равновесия равна нулю:

 T Tphy sur phy vol, , .+ = 0  (��)

Замечание. Условие симметрии s, есть ус-
ловие для получения независимого уравнения 
равновесия вдоль линий Эйлера, поскольку 
только тогда устраняется дополнительное зна-
чение объема 2axls  в уравнении (�0) [��]. 

2.4. МаТЕрИаЛЬНыЕ СИЛы 
понятие материальных сил включает в себя 

новое представление системы сил, действующих 
на тело, в механике деформируемого твердого 
тела. В противоположность физическим силам, 
материальные силы действуют в материальном 
многообразии, главным образом, отражая об-
щую тенденцию, в соответствии с которой раз-
личные дефекты (трещины или включения) 
двигаются относительно окружающего их ма-
териала [��]. Взяв за основу формулировку 
соответствующих законов квазистатического 
равновесия в материальном пространстве, по-
пытаемся по-новому взглянуть на классические 
аспекты механики гиперупруго статического 
разрушения. оперируя посредством геометри-
чески нелинейного множества, обратим внима-
ние, с одной стороны, на двойственность описа-
ния прямого и обратного движения, а с другой 
стороны, получим классические интегралы 
траектории, учитывая элементарный баланс в 
материальном пространстве.

П. Штайнманн, Н. А. Кончакова
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законы сохранения в гиперупругости, по-
лученные как следствие теоремы Нетера, изу-
чались Гюнтером (�962), Ноулсом и штернбер-
гом (�972), Флетчером (�976), рогулой (�977) 
и ольвером (�984) [�3]. очевидно, что законы 
сохранения тесно связаны с соленоидальными, 
т.е. дивергентными, произвольными полями, а, 
следовательно, и с независимыми интегралами 
траектории [��—�4]. Как следствие такой свя-
зи были выведены три независимых интеграла 
траектории, обычно именуемые J-, L- и М-ин-
тегралы. 

рассмотрим произвольную подобласть V0  с 
границей ∂V0  исходной конфигурации B0 . 
предположим, что подобласть нагружена вдоль 
∂V0  материальным поверхностным усилием M
в терминах материального напряжения и нор-
мали к исходной поверхности N , а в пределах 
V0  материальными объемными силами в терми-
нах распределенных материальных объемных 
сил Bmat ,  возникающих, к примеру, из-за неод-
нородности материала.

Следует отметить, что вычисление матери-
ального поверхностного напряжения и матери-
альных объемных сил является лишь частью 
решения, поскольку в них содержится инфор-
мация о деформации.

определение. равнодействующие матери-
альные поверхностные и объемные силы, дейс-
твующие на V0  вычисляются по формуле [�3]:

F M NdAmat sur t

V

, = ◊
∂
Ú

0

 и F B dVmat vol mat

V

, .= Ú
0

 (�2)

аксиома 4. Состояние квазистатического 
равновесия материальных сил для подобласти с 
исходной конфигурацией V0  в окрестности зоны 
предразрушения характеризуется уравнением:

 F Fmat sur mat vol, , .+ = 0  (�3)

для полного описания характеристик мате-
риального пространства, необходимо дополни-
тельно сформулировать понятия скалярного и 
векторного моментов материальных сил. оче-
видно, что понятие материального и физичес-
кого пространств актуально при решении задач 
механики, для которых существенно влияние 
внутренних неоднородностей на процесс дефор-
мирования. В настоящее время метод матери-
альных сил нашел свое мощное применение в 
области нелинейной упругости и задач гиперуп-
ругого разрушения [��—�4]. 

С точки зрения построения математической 
модели, видится возможным распространить 

метод материальных сил на аппарат синтети-
ческой теории прочности, принимая явное 
влияние вектора микроповорота w  и теорию 
малых деформаций на процесс деформирования 
среды. С другой стороны, появление в среде 
диспегированных элементов поддерживает 
идею наличия в деформируемом материале 
дополнительных внутренних сил материала, что 
дает постановку уравнений теории материаль-
ных сил. дополнительно, сделаем акцент на 
формальную двойственность физических и 
материальных сил, действующих на произволь-
ных подобластях твердого тела, и на соответс-
твующие условия квазистатического равнове-
сия. В вопросе вывода последних и строгого 
доказательства теорем существования и единс-
твенности для задач хрупкого разрушения уп-
ругопластических сред следует применить де-
тальное дополнительное исследование.

авторам видится перспективным развитие 
метода материальных сил в механике разруше-
ния упруго-пластических сред, поскольку дан-
ный метод является обобщением и развитием 
известных методов механики на случай двой-
ственности квазистатического состояния рав-
новесия гиперупругих сред.
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