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оБоБЩЕННая вЕСовая ФуНКцИя r l  

Э. л. шишкина

Воронежская государственная технологическая академия 

В работе приводится формула Киприянова—пицетти для весового распределения r l , опре-
деленного на подпространстве шварцевских функций, четных по некоторым переменным. 
Выводится формула для разложение некоторых функций на весовые плоские волны. приво-
дится формула для преобразования Фурье—Бесселя весового распределения r l ,  определен-
ного на специальном пространстве основных функций, построенному по типу основных про-
странств п. И. Лизоркина.

1. основные определения
Через RN

+  будем обозначать часть евклидова 
пространства RN  точек 
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Функцию j( )x  будем называть основной 

функцией, если она бесконечно дифференци-
руемая, четная по каждой из первых n  пере-
менных, и для любого числа n  удовлетворяет 
следующим неравенствам: 
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Â . Совокупность таких функций 

j( )x  будем называть пространством основных 
функций Sev N( )R+ . очевидно, что Sev N( )R+  — ли-
нейное пространство. Соответствующий 
Sev N( )R+  класс распределений будем обозначать 

¢ +Sev N( )R .
основное пространство функций Fg , пост-

роенное по типу основных пространств Лизор-
кина (см. [�]), строится следующим образом: 
пусть 
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,  — оператор 

Бесселя ( > 0)g i , тогда 

  F Yg gj j y y= = Œ{ : [ ], },FB
где FB [ ]y  — преобразование Фурье—Бесселя 
функции y : 
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Соответствующие классы распределений, 
порожденные весовой линейной формой 
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где g g g= ( ,..., )1 n  — мультииндекс, состоящий 
из фиксированных положительных чисел, при-
чем g g g= + +1 ... n , будем обозначать ¢Yg  и 

¢Fg .
определим многомерный оператор пуассо-

на P ¢x
g , действующий на интегрируемые функ-

ции, четные по каждой из первых n  перемен-
ных, по формуле 
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в которой нормирующая константа 
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подобрана так, чтобы P ¢ =x
g [const] const .

пусть r x xN= + +1
2 2... , рассмотрим функ-

ционал r l  действующий по формуле 
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l
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Функционал r l  представляет собой аналитичес-
кую функцию от l  в области Re ( )l g> - +N . 
для Re ( )l g£ - +N  весовой функционал r l  
может быть определен аналитическим продол-
жением по параметру l  (см. далее формулу 
(7)).

Сделаем в интеграле (�) сферическую заме-
ну координат  x r r x= =Q, .  обозначая 
S SN N

+ +=( , )0 1  — часть сферы единичного радиу-
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са, с центром в начале координат, принадлежа-
щую RN

+ , имеем 
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где введено обозначение 
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представляющее собой  весовое сферическое 
среднее от функции j( )rQ  по части сферы 
S r RN N

+ +Œ( )  радиуса r  с центром в начале коор-
динат, а 

  | | ( ) .S dS
NN

SN

N n

i

n
i

+

+

-

== ¢ =

+Ê
Ë

ˆ
¯

+Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ú
’

g
g

p g

g
Q

G

G

2

1

1
2

2

2. ФорМула КИпрИяНова—пИцЕТТИ

Хорошо известно применение сферических 
средних значений функций в различных при-
ложениях анализа и в частности в теории диф-
ференциальных уравнений в частных произ-
водных (см. [3], [4]). В работе [5] п. пицетти 
получил формулу разложения сферического 
среднего в ряд по степеням оператора Лапласа 
для достаточно гладкой функции. В книге 
И. а. Киприянова [6] дано обобщение формулы 
пицетти для весовых сферических средних 
значений функций из соответствующего весо-
вого функционального класса. при этом роль 
о п е р а т о р а  Л а п л а с а  и г р а л  о п е р а т о р 

D DB
n nx x

= + ∂
∂

g
, где D  — оператор Лапласа по 

переменным ( ,..., )x xn1 , g > 0 . приведенную в 
[6] формулу ([6], стр.��8, формула (2.�3)) на-
зывают формулой Киприянова—пицетти.

дальнейшее обобщение формулы Киприя-
нова—пицетти связано с исследованием задач 
с сингулярным оператором 
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где Bxi  — сингулярный дифференциальный 
оператор Бесселя: 
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оператор DB , следуя [3], применяется к классу 
функций, определеных в части евклидова про-
странства RN

+  достаточно гладких и четных по 
каждой из первых n  переменных.

Теорема 1. Для M rj
g ( )  — весового среднего 

от функции j( ) ( )x Sev NŒ +  по части сферы SN
+  

имеет место представление: 
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Доказательство. В начале отметим, что 
функция M rj

g ( )  бесконечно дифференцируема 
по r  при r > 0  и убывает при r Æ •  быстрее 

любой степени 
1
r

, что следует из аналогичных 

свойств функции j( )x .
Нетрудно показать, что функция M rj

g ( )  — 
бесконечно дифференцируема в точке r = 0 , 
для чего достаточно разложить функцию j( )x  
по формуле Тейлора и убедиться, что все ее 
нечетные производные равны нулю при r = 0 . 
Таким образом, функцию M rj

g ( )  можно рас-
сматривать как четную основную функцию 
переменного r , то есть M r Sev Nj

g ( ) ( )Œ +R .
при этом выражение (�) можно рассматри-

вать как результат применения не весового фун-
кционала S xN

+
+g
m , где m l g= 1+ + -N  к ос-

новной функции M xj
g ( ) : 
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поэтому можно воспользоваться результатами 
исследования этой обобщенной функции, при-
веденными в книге [�].

Имеем следующее. регулярный (не весовой) 

функционал ( , ) ( )x x x dx+
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= Úm my y
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, определенный 
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.  является аналити-

ческой функцией при Re (Re )m l g> - > - -1 N  
и аналитически продолжается на область 
Re m > - -N 1 ,  с исключенными точками 
m = 1, 2, 3,...- - - . Функционал x+

m  как функция 
от параметра m  имеет при m = -k  полюс пер-
вого порядка, а вычет в этой точке равен 
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xd , k = 1,2,... . Но так как все не-

четные производные функции M rj
g ( )  обраща-

Э. Л. Шишкина



2�7ВЕСТНИК ВГУ, СЕрИя: ФИзИКа. МаТЕМаТИКа, 2006, № �

ются в нуль при r = 0 , то остается только серия 
полюсов отвечающих нечетным значениям 
m = 1, 3,..., 2 1,...- - - -p . Теперь вернемся к 
весовым функционалам. Учитывая формулу 
(4), заметим, что вычет функционала ( , )r l

gj  
к а к  ф у н к ц и и  о т  l ,  в  т о ч к а х 
l g= - + + =( ), , , , ...N p p2 0 1 2  равен 
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Следуя п. пицетти [5] (см. также [3]) выра-
зим величину ( ) (0)(2 )M p

j
g  непосредственно через 

функцию j . для этого построим следующее 
выражение вычета обобщенной функции r l : 
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Сравним выражение (6) с формулой (5), 
получим выражение для производной порядка 
2p , p = 0,1,2...  по r  в нуле весового сферичес-
кого среднего 
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Это дает возможность написать разложение 
функции M rj

g ( )  в ряд Тейлора и получить фор-
мулу (3). доказательство закончено.

Используя формулу (3) запишем регуляри-
зацию весового функционала ( , )r l
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3. раЗложЕНИЕ НЕКоТорыХ 
ФуНКцИй На вЕСовыЕ плоСКИЕ 

волНы

Функцию от скалярного произведения 
f x( , )· Òx  обычно называют “плоской волной”, 
так как она сохраняет постоянное значение на 
плоскости · Òx, =x p .

Функцию P ¢ · Òx
g

l xf x( , )  будем называть фун-
кцией типа “весовой плоской волны”, потому 

что в соответствующих интегральных выраже-
ниях она перейдет в функцию обычной плоской 
волны.

пусть x x x= ( ,..., )1 N  — точка части единич-
ной сферы с центром в начале координат SN

+ . 
для любого x NŒ +R  и для Rel Œ L  ( L  — неко-
торая область в R ) построим обобщенную 
функцию Fl

B  следующим образом: 
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где Fl
B  — локально суммируемая при Re l Œ L  

функция 

  Fl x
g

l xB f x= · Ò¢P ( , ),
а f xl x( , )· Ò  — функция, зависящая помимо ска-
лярного произведения еще и от параметра l .

обозначим интеграл, стоящий в правой час-
ти равенства (8), через W . Воспользовавшись 
определением оператора пуассона, имеем 
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произведем в этом интеграле замену перемен-
ных x xi i i2 1- = cos ,a  x x i ni i i2 1= " =sin , , ,a  по-
лучим 
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под интегралом (9) уже функция, завися-
щая от скалярного произведения, поэтому это 
функция типа обычной плоской волны. Совер-
шим поворот осей y ux=  , при котором точка 
¢x  приобретет координаты (0,..., 0,1)  (то есть 

единичный вектор ¢x  перейдет в ortxN ). Ин-
теграл (9) инвариантен относительно такого 
поворота, так как он не затрагивает весовые 
переменные. Скалярное произведение · ¢ Ò x ,x  
при этом повороте примет вид y x p xN n+ = , 
полагая y j j( ) = ( ) = ( )1y u y x  -  имеем 
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Выделим в правой части (�0) интегрирование 
по переменой p  

Обобщенная весовая функция r l  
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Выражение в фигурных скобках есть некото-
рая функция j0( )p , бесконечно дифференци-
руемая и убывающая на бесконечности быстрее 
любой степени 1/p , то есть обладающая свойс-
твами основной функции переменного p . 
Тогда выражение (�0) может быть записано в 
виде невесового одномерного функционала 
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утверждение. Если функция f xl x( , )· Ò  пара-
метра l  такова, что интеграл в правой части 
равенства (11), определенный для Re l Œ L , 
может быть аналитически продолжен на все 
значения l , то вместе с ним определяется для 
всех l  и функционал Fl

B .
заметим, что функционал Fl

B  непрерывно 
зависит от точки x . поэтому можно проинтег-
рировать функционал Fl

B , определенный по 
формуле (7), по параметру x , пробегающему 
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сфера в пространстве RN n+ -1 , радиуса 1 2- p  с 
центром в начале координат), dS 2  — элемент 

поверхности этой сферы, S pN n+ -
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сферы S pN n+ - -1
2( 1 ) , принадлежащая области 

 N n N n iz z i n+ -
+

+ -= Œ > " =1 1 2 0 1{ : , } . от интег-
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Формула (�3), установленная для Re ,l Œ L
остается справедливой и при всех остальных 
значениях l  в силу единственности аналити-
ческого продолжения.

Возьмем в качестве функции f tl( )  функцию 
t l , где t x= ,· Òx . Эта функция удовлетворяет 

условиям утверждения для L = ( 1, )- +•  и поэ-
тому, при Re l > -1  для нее справедлива фор-
мула (�3). 
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Теперь возьмем f t t tl
l( ) ln= , где t x= ,· Òx .

при Re l > -1  для этой функции справедлива 
формула (�3) 
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= ¢
 — пси-функция Эйлера.

4. прЕоБраЗоваНИЕ  
ФурЬЕ—БЕССЕля ФуНКцИИ r l

Имеет место следующее обобщение форму-
лы Бохнера для преобразования Фурье—Бес-
селя радиальной функции.

лемма. Преобразование Фурье—Бесселя 
радиальной функции есть также радиальная 
функция и при этом справедлива формула 

Э. Л. Шишкина
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для любой функции j( )r , такой, что 
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1
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Доказательство. Имеем 

  F x x e x dxB

N

i x[ ( )]( ) ( ) ( )( ) ,,j x j x
g x g= ¢

+
¢

- · ÒÚ


P
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Функция P ¢
- · Ò

x
g s x( ),e ir , зависящая от скалярного 

произведения · Òs x, , — функция типа весовой 
плоской волны. Воспользовавшись формулой 
(�3), вычислим внутренний интеграл по сфере 
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подставив вычисленное значение интеграла 
по сфере в (�5), получим доказываемое равенст-
во (�4). доказательство закончено.

Функция r l  как элемент пространства ¢Y  
порождает регулярный функционал 

  ( , ) ( )( ) , ,r r x x dx
N

l
g

ly y l= ¢ " Œ
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так как ( )( ) , , , , ...D jjy 0 0 0 1 2= = . Но как эле-
мент пространства ¢S  или ¢F  -- это не регуляр-
ный функционал при Re ( )l g£ - +N , для 
таких l  он будет пониматься в смысле регуля-
ризации, получаемой аналитическим продол-
жением функционала ( , )r l

gy  из полуплоскос-
ти Re ( )l g> - +N .

преобразование Фурье—Бесселя обобщен-
ной функции f Œ ¢F  называется функционал 
F fB , действующий по правилу 

  ( , ) ( , ) , .F f f FB By y yg g= Œ Y
Если g Œ ¢Y , то равенство 

  ( , ) ( , ) ,F g g FB Bj j jg g= ŒF  (�6)

является определением преобразования Фурье-
Бесселя функционала g Œ ¢Y . Вычислим F rB [ ]l  
в смысле обобщенных функций.

Теорема 2.Преобразование Фурье—Бесселя 
функции r l , понимаемое в смысле (16), вычис-
ляется по формуле 
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где d d xg g= ( )  — весовая дельта-функция, 
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Доказательство. пусть Re ( )l g> - +{ }N , 
тогда r l  — локально-суммируемая функция. 
положим - + < < - +( ) Re ( )/N Ng l g 2 ,  в 
этом случае справедлива формула (�4) 

Обобщенная весовая функция r l  
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для вычисления интеграла воспользуемся сле-
дующей формулой для интеграла Вебера 
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Тогда преобразование Фурье—Бесселя 
( [ ]( ), )F rB

l
gx j  в соответствии с (�6) будет рав-

но 
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 l l gπ π - + + =2 2 0 1 2k N k k, ( ), , , , ....
правая часть равенства (�8) определена и ана-
литична при всех l ŒC , так как FBj Œ Y . Левая 
часть аналитична при всех l ŒC , кроме точек 
l = 2k  и l g= - + +( )N k2 , k = 0,1,2,... .

В случае l = 2k  преобразование Фурье—
Бесселя функции r l  будет иметь вид: 
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рассмотрим случай l l g= = - + +k N k( )2 . 
запишем равенство (�8) для l  в окрестности 
точек lk  следующим образом: 
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доказательство закончено.
отметим, что в случае n N=  формула (�7) 

получена в [2].

Э. Л. Шишкина
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