
208 ВЕСТНИК ВГУ, Серия: Физика. Математика, 2006, № 1

УДК 517.9 

ОБ ОТНОСИТЕЛЬНО ОГРАНИЧЕННЫХ  
И ОТНОСИТЕЛЬНО КОМПАКТНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОТНОШЕНИЯХ*

В. В. Хатько

Воронежский государственный университет

Ведется построение классов линейных отношений, названных относительно ограничен-
ными и относительно компактными, близких по своим спектральным свойствам к ограничен-
ным и компактным линейным операторам. Изучается спектральная теория для данных классов 
линейных отношений.

1. Введение

Статья посвящена спектральной теории 
некоторых классов линейных отношений (мно-
гозначных линейных операторов), которые 
содержат классы ограниченных и компактных 
операторов. Теория линейных отношений яв-
ляется, в некотором смысле, обобщением теории 
операторов. Поэтому метод обобщения фактов 
из теории линейных операторов на теорию ли-
нейных отношений часто используется для 
развития теории линейных отношений. В час-
тности, обобщение классов ограниченных и 
компактных операторов на линейные отноше-
ния имеется в монографии Р. Кросса [2]. Одна-
ко, выделенные им классы линейных отноше-
ний не адаптированы к построению их спект-
ральной теории. Цель данной работы — выде-
ление и изучение классов линейных отношений, 
которые близки к ограниченным и компактным 
линейным операторам именно по своим спект-
ральным свойствам. В монографии [2] почти 
все определения даны для линейных отношений 
между двумя банаховыми пространствами. В 
данной работе, в связи с потребностями спект-
ральной теории, рассматриваются линейные 
отношения на одном банаховом пространстве.

Приведем некоторые используемые ниже 
понятия из теории линейных отношений. 

Пусть X и Y — комплексные банаховы про-
странства. Любое линейное подпространство 
A Ã ¥X Y  называется линейным отношением 
между банаховыми пространствами X  и Y . 
Если оно замкнуто в X Y¥ , то линейное отно-
шение называется замкнутым.

Подпространство D x X( ) = { |A Œ  сущест-
вует y YŒ  такой, что ( , ) }x y ŒA  называется 
областью определения линейного отношения 

A Ã ¥X Y . Ядро отношения есть Ker { ( ) | ( , ) }A A A= Œ Œx D x 0 
Ker { ( ) | ( , ) }A A A= Œ Œx D x 0 .

Через Ax , x DŒ ( )A , обозначим множество 
{ | ( , ) }y Y x yŒ ŒA .  Отметим, что для всех 
x DŒ ( )A  множество Ax  представимо в виде 
A Ax y= + 0  для любого вектора y  из Ax .

Область значений  Im { | ( ), ( , ) }
( )

A A A A
A

= Œ $ Œ Œ =
Œ

y Y x D x y x
x D
∪ 

Im { | ( ), ( , ) }
( )

A A A A
A

= Œ $ Œ Œ =
Œ

y Y x D x y x
x D
∪ .

Суммой двух линейных отношений A B, Ã ¥X Y 
A B, Ã ¥X Y  называется линейное отношение из 

X Y¥  вида A B A B A B+ = Œ ¥ Œ « Œ +{( , ) | ( ) ( ), }x y X Y x D D y x x 
A B A B A B+ = Œ ¥ Œ « Œ +{( , ) | ( ) ( ), }x y X Y x D D y x x . D D D( ) = ( ) ( )A B A B+ « .   

Под A Bx x+  понимается алгебраическая сум-
ма двух множеств Ax  и Bx .

Произведением двух линейных отношений 
A Ã ¥X Y  и B Ã ¥Y Z , называется линейное 
подпространство из X Z¥  вида BA = Œ ¥{( , ) |x z X Z 

BA = Œ ¥{( , ) |x z X Z  существует вектор y  из D( )B  такой, 
что ( , ) , ( , ) }x y y zŒ ŒA B .

Обратным  к линейному отношению 
A Ã ¥X Y  называется линейное отношение 
A A- = Œ ¥ Œ Ã ¥1 {( , ) | ( , ) }y x Y X x y Y X .

Каждое линейное отношение A Ã ¥X Y  
является графиком многозначного отображения 
A A : ( )D X YÃ Æ 2 , где A Ax x Y= 2Œ . В даль-
нейшем они отождествляются.

Множество замкнутых линейных отноше-
ний из X  в Y  обозначим LR X Y( , ) . Если 
X Y= , то положим LR X LR X X( ) = ( , ) . Мно-
жество линейных замкнутых операторов 
LO X Y( , )  считается включенным (при отож-
дествлении их с графиком) в LR X Y( , ) . Если 
X Y= , то LO X LO X X( ) = ( , )  и EndX  — ба-
нахова алгебра линейных ограниченных опера-
торов (эндоморфизмов), действующих в X . 
Итак, End ( ) ( )X LO X LR XÃ Ã .

Отношение A ŒLR X Y( , )  называется инъ-
ективным, если Ker { }A = 0 , и сюръективным, 
если ImA =Y .
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Заметим, что для любых векторов x y D, ( )Œ A  
возможны только два случая :

1) A Ax y= ;
2) A Ax y« ∆= .
Из условия Ker { }A = 0  следует,  что 

A Ax y« = ∆  для всех x yπ  из D( )A .  

2. Элементы спектральной теории 
линейных отношений

Определение 2.1. Резольвентным множес-
твом отношения A ŒLR X( )  называется мно-
жество r( )A  всех  l ŒC ,  для которых 
( ) EndA - Œ-lI X1 . 

Определение 2.2. Отображение 

 	
R X

R I

( , ) : ( ) End ,

( , ) ( ) , ( )

◊ Æ

= - Œ-

A A

A A A

r

l l l r1

называется резольвентой отношения A . 
Определение 2.3. Спектром линейного от-

ношения A ŒLR X( )  называется множество 
s r( ) = ( )A AC \ . Число l ŒC  называется 
собственным значением линейного отношения 
A , если Ker( ) { }A - πlI 0 . Любой ненулевой 
вектор x  из Ker( )A - lI  называется собствен-
ным вектором отношения A , отвечающим 
собственному значению l . 

Определение 2.4. Расширенным спектром 
отношения A ŒLR X( )  называется подмножес-
тво s( )A  из расширенной комплексной плос-
кости C C = { }» • , которое совпадает с s( )A , 
если A ŒEndX . В противном случае полагает-
с я  s s( ) = ( ) { }A A » • .  М н о ж е с т в о 
r s  ( ) = ( )A AC \  называют расширенным ре-
зольвентным множеством линейного отноше-
ния A . 

Определение 2.5. Пусть A ŒLR X( ) . Зам
кнутое линейное подпространство X X0 Ã  
назовем инвариантным относительно отноше-
н и я  A ,  е с л и  Ax X« π ∆0  д л я  л ю б о г о 
x X DŒ «0 ( )A .  Отношение A A0 0 0= ( )« ¥X X  
назовем сужением (или частью) отношения 
A  на инвариантное подпространство X0 . 

Если линейное отношение является линей-
ным оператором, то приведенное определение 
является общепринятым определением инва-
риантного подпространства (см., например [6]). 
Сужение отношения A  на инвариантное под-
пространство X0  обозначим символом A | 0X . 

Определение 2.6. Пусть X X0 1,  — инвари-
антные для отношения A ŒLR X( )  подпро-
странства из X , A A A A0 0 1 1= =| , |X X  — су-
жения отношения A  на подпространства 

X X0 1,  соответственно и выполнены следующие 
условия: 

 	 1 20 1 0 1) , ) .X X X= ≈ = ≈A A A

Второе условие означает, что подпространство 
A  раскладывается в прямую сумму своих под-
пространств A0  и A1 . В этом случае будем гово-
рить, что отношение A  является прямой суммой 
отношений A0  и A1  и записывать A A A= ≈0 1.  
При этом имеют место следующие разложения 

	
D D X D X

X X
( ) ( ( ) ) ( ( ) ),

( ) ( ),
A A A
A A A

= « ≈ «
= « ≈ «

0 1

0 10 0 0
а множество Ax  для любого x DŒ ( )A  опреде-
ляется формулой 

 	 A A Ax x x x x x= + = +0 0 1 1 0 1, ,
где x D x D0 0 1 1( ), ( )Œ ŒA A  и Ax  — алгебраичес-
кая сумма двух множеств A0 0x  и A1 1x . 

Замечание 2.1. Пусть A ŒLR X X X( ), ,0 1  — 
замкнутые подпространства из X , A A A A0 0 1 1= =| , |X X 

A A A A0 0 1 1= =| , |X X  — сужения отношения A  
на подпространства X X0 1,  и имеют место разло-
жения: X X X= ≈ = ≈0 1 0 1,A A A . Тогда X X0 1,  
— инвариантные подпространства относительно 
отношений A A, 1-  и для A-1  выполнено 

 	 A A A- - -= ≈1
0

1
1

1.
Следующие результаты и их доказательства 

можно найти в статье [1]. 
Теорема 2.1. Для линейного отношения 

A ŒLR X( )  с п р а в е д л и в о  р а в е н с т в о 

 s
l

l s( ) : ( )A A= Œ{ }-1 1 . 

Теорема 2.2. Пусть A ŒLR X( )  и его расши-
ренный спектр s( )A  представим в виде 

 	 s s s( ) ,A = »0 1

где s 0  — компакт из C , s1  — замкнутое мно-
жество из C  и s s0 1« = ∆ . Тогда существуют 
разложения 

 	 X X X= ≈ = ≈0 1 0 1, ,A A A

в которых инвариантные относительно A  
замкнутые подпространства X X0 1,  и его суже-
ния A A A A0 0 1 1= =| , |X X  обладают следую-
щими свойствами:

1) A A A0 0 0 0 0Œ = =End , ( ) ( ) ;X s s s
2) s s( )A1 1= .

3. Определение и некоторые 
свойства фактор-отношений

В этом пункте вводится определение фактор-
отношения, обобщающее понятие фактор-опе-
ратора, и рассматриваются некоторые его свойст

Об относительно ограниченных и относительно компактных линейных отношениях
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ва. В дальнейшем понятие фактор-отношения 
используется для выделения классов относи-
тельно ограниченных и относительно компакт-
ных линейных отношений. 

Определение 3.1. Пусть A ŒLR X( ) , M XÃ  
— замкнутое инвариантное подпространство 
относительно A  и X M/  — фактор-пространс-
т в о .  Т о г д а  л и н е й н о е  о т н о ш е н и е 
A A= Œ/ ( / )M LR X M , определенное следую-

щими равенствами 

 	
D x X M x D

x x

( ) { / : ( ) },

,

  

 

A A

A A

= Œ « π ∆

= 1

где x x D1 ( ),Œ « A  будем называть фактор-от-
ношением. 

Для доказазательства корректности опреде-
ления 3.1 приведем ряд лемм.

Лемма 3.1. Пусть A ŒLR X( )  и M XÃ  — 
инвариантное подпространство относительно 
A . Тогда для любых x x x M D1 2, ( ) ( )Œ + « A , где 
x  — произвольный элемент из X , верно равенс-
тво 

 	 A Ax x1 2
 = .

  Из определения линейного отношения 
следует, что 

 	 A A A Ax x x x y1 2 1 2 0- = - = +( ) .
Поскольку x x x M1 2, Œ + , то x x M1 2- Œ , а так 
как M  — инвариантное подпространство отно-
сительно A , в выше приведенном неравенстве 
можно взять y MŒ . Пусть y x1 1ŒA  и y x2 2ŒA ,  
тогда получаем

	

A A A

A A

A A

A A

x x M M
y y M M
y M y M
x M x M

1 2

1 2

1 2

1 2

0
0 0

0 0

- + = +
- + + = +
+ + = + +

+ = +

,
,
,

..
Лемма 3.2. Пусть X  — линейное пространс-

тво и A Ã ¥X X  — бинарное отношение на 
нем. Отношение A  является линейным тогда 
и только тогда, когда одновременно выполнены 
следующие условия:

1) D( )A  — линейное пространство;
2 )  A A A( ) =1 2 1 2x x x x+ +  д л я  л ю б ы х 

x x D1 2, ( )Œ A ;
3) A A( ) =a ax x  для любых x DŒ ( )A  и 

a aŒ πC, 0 .
Перейдем к доказательству корректности 

определения фактор-отношения. 
Теорема 3.1. Определение 3.1 корректно.
  Из леммы 3.1 следует, что Ax  определено 

корректно.

Докажем, что A  является линейным отно-
шением. Для этого воспользуемся леммой 3.2 и 
покажем, что выполнены все три ее условия:

1). Пусть   x x D1 2, ( )Œ A . Тогда x x M1 1= + , 
x x M2 2= + ,  г д е  x x D M1 2, ( )Œ «A ,  и 
 x x x x M1 2 1 2+ = + + . Так как x x D1 2 ( )+ Œ A , то 
  x x D1 2 ( )+ Œ A . Аналогичным образом доказы-
вается, что если  x DŒ ( )A , то для любого 
a aŒ Œ  , ( )x D A . Следовательно, D( )A  — ли-
нейное пространство.

2). Пусть   x x D1 2, ( )Œ A . Тогда x x M1 1= + , 
x x M2 2= + ,  г д е  x x D M1 2, ( )Œ «A ,  и 
 x x x x M1 2 1 2=+ + + . Получаем 

 	
  

 

A A

A A A A

( ) ( )

.

x x x x M

x M x M x x

1 2 1 2

1 2 1 2

+ = + + =

= + + + = +
3). Доказывается аналогично 2). 
Пусть A ŒLR X( ) , M  — инвариантное под-

пространство относительно A , A A= /M . 
Тогда условимся далее в этом пункте если 
 x DŒ ( )A , то в записи x x M= +  считать x  эле-
ментом D( )A .

В следующей теореме приводится важное 
свойство фактор-отношений (аналог подобного 
свойства для фактор-операторов), которое поз-
воляет оценить спектр отношения через спект-
ры фактор-отношения и сужения отношения на 
некоторое инвариантное подпространство. 

Теорема 3.2. Пусть A ŒLR X( ) , M  — за-
мкнутое инвариантное подпространство от-
носительно A , A A A A= =/ , |M MM . Тогда 
любые два из следующих утверждений влекут 
третье: 

1) A  — непрерывно обратимо;
2) A  — непрерывно обратимо;
3) AM  — непрерывно обратимо. 
  2), 3) 1)fi . Cюръективность. Пусть 

 y Œ ImA , следовательно, существует такой 
 x x M D= ( )+ Œ A , что  y xŒA . Представим Ax  
в виде 

 	  A A Ax x M x M= + = +( ) .
Очевидно, что A Ax Ã Im , а так как AM  — 

сюръективно, то и M Ã ImA . Следовательно, 
для любого  y Œ ImA , y y M= + Ã ImA , где A
— сюръективно. Отсюда сразу вытекает, что 
ImA = X .

Инъективность. Пусть x ŒKerA ,  т.е. 
A Ax = 0 . Тогда A A( ) = 0x M M+ + . Из инъ-
ективности A  следует, что x MŒ « KerA . В 
свою очередь из инъективности AM  следует, что 
x = 0 .

В. В. Хатько
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1),2) 3)fi . Сюръективность. Предположим 
противное, что существует y MŒ , такой, что 
для любого x D y xM MŒ œ( ),A A .  Тогда из 
сюръективности A  следует существование та-
кого ¢ Œx D M( )A \ , что y x MŒ ¢ «A . Отсюда 
вытекает, что A A( ) = 0¢ + +x M M , а так как A
— инъективно, то ¢ Œx M . Получили противо-
речие.

Инъективность AM  сразу следует из инъек-
тивности A .

1), 3) 2)fi . Сюръективность A  сразу следу-
ет из сюръективности A .

Инъективность. Пусть  x KerŒ A ,  т.е. 
 A A Ax x M M= + = +( ) 0 ,  с л е д о в а т е л ь н о , 
A Ax = 0  или Ax MÃ . В первом случае из 
инъективности A  следует, что x = 0 , во втором 
случае из сюръективности AM  и из инъектив-
ности A  следует, что x MŒ . Отсюда вытекает, 
что  x x M M= = = 0+ .   

Следствие 3.1. Справедливо следующее вклю-
чение s s s( ) ( ) ( )A A AÃ » M . 

  Справедливость данного утверждения 
вытекает из следующих очевидных равенств 

 	
( )/ / / ,

( ) | | | ,

A A

A A

- = -

- = -

l l

l l

I M M I M

I M M I M
при которых имеет место цепочка эквивалент-
ных утверждений:

	 l r rŒ «( ) ( )A AM , следовательно l rŒ ( )A ;

	 l s sœ »( ) ( )A AM , следовательно l sœ ( )A ;

	l sŒ ( )A , следовательно l s sŒ »( ) ( )A AM .  

Приведем еще один результат для фактор-от-
ношений, который понадобится в дальнейшем. 

Лемма 3.3. Пусть A Œ = ≈LR X X X X( ), 0 1  
— прямая сумма инвариантных относительно 
A  подпространств. Тогда имеет место следу-
ющее равенство 

	 ( / ) / .A AX X0
1 1

0
- -=

  Сначала заметим, что по замечанию 2.1 
подпространство X0  является также инвариан-
тным относительно отношения A-1 .

Теперь докажем равенство областей опреде-
лений.

Пусть x D XŒ -(( / ) )0
1A , тогда x XŒ Im( / ),A 0  

то есть x « π ∆ImA . Следовательно, x D« π ∆-( )1A 
x D« π ∆-( )1A . По определению, x D XŒ -( / )1

0A .
П у с т ь  т е п е р ь  x D XŒ -( / )1

0A ,  т о г д а 
x D« π ∆-( )1A , то есть x « π ∆ImA . Следо-
вательно, x XŒ Im( / )A 0 . По определению, 
x D XŒ -(( / ) )0

1A .

Получаем, D X D X(( / ) ) = ( / )0
1 1

0A A- - .
Те п е р ь  д о к а ж е м ,  ч т о  д л я  л ю б о г о 

x D X D XŒ - -(( / ) ) = ( / )0
1 1

0A A  в ы п о л н е н о  
( / ) = ( / )0

1 1
0A AX x X x- -  .

( / ) { ( / ) : ( / ) }A A AX x y D X x X y0
1

0 0
- = Œ Œ    , 

то есть такие y , что для y y DŒ « ( )A  выполне-
но Ay x« π ∆ .

( / ) { , ( )}A A A- - -= + Œ «1
0

1 1X x x X x x D  , то 
есть такие y , что для y yŒ « - ImA 1  выполнено 
Ay x« π ∆ .

Получаем, что ( / ) = ( / )0
1 1

0A AX x X x- -   для 
любого x  из D X D X(( / ) ) = ( / )0

1 1
0A A- - . 

4. Относительно ограниченные  
и относительно компактные 

линейные отношения

Определение ограниченного линейного от-
ношения в монографии [2] дается через введе-
ние понятия нормы линейного отношения. 
Впервые понятие нормы линейного отношения 
приводится в работе С. Ли и М. Нэшеда. 

Определение 4.1. Пусть A ŒLR X Y( , ) . Оп-
ределим для A  следующий линейный опера-
тор: 

 	
ˆ : / ,

ˆ ,̂ ,

A A

A A A

X Y

x y y x X y x

Æ

= + = Œ Œ

0

0
Тогда норма линейного отношения определяет-
ся следующим равенством A A= ˆ . Если об-
ласть определения линейного отношения 
D X( ) =A  и A < •  (то есть, Â  — ограничен-
ный линейный оператор), тогда A  называется 
ограниченным линейным отношением. Отноше-
ние A  называется компактным, если опреде-
ленный для него оператор Â  является компак-
тным оператором (в обычном смысле, см. на-
пример [7]). 

Замечание 4.1. Если X Y=  — конечномер-
ное пространство, то любое линейное отношение 
A ŒLR X LO X( ) ( )\  с областью определения 
D X( ) =A  является и ограниченным, и компак-
тным. Однако, спектр s( )A  таких отношений 
из LR X LO X( ) ( )\  заполняет всю комплексную 
плоскость ( r( ) =A ∆ ). В связи с этим, опреде-
ление 4.1 точки зрения спектральной теории 
линейных отношений вряд ли можно считать 
удовлетворительным. 

Данная работа основывается на следующей 
точке зрения — ограниченное (компактное) 
линейное отношение по определению должно 
быть ограниченным (компактным) линейным 
оператором. Но можно выделить классы отно-

Об относительно ограниченных и относительно компактных линейных отношениях



212 ВЕСТНИК ВГУ, Серия: Физика. Математика, 2006, № 1

шений, а именно, относительно ограниченные 
и относительно компактные линейные отно-
шения, определения которых должны даваться 
таким образом, чтобы их спектральные свойства 
были близки к спектральным свойствам соот-
ветственно ограниченных и компактных линей-
ных операторов. Говоря точнее, спектр относи-
тельно ограниченных и относительно компакт-
ных линейных отношений должен иметь вид: 
s s s= 1 2» , где s1 = { }• , а s2  — компактное 
подмножество из комплексной плоскости C .

Заметим, что в этом случае для отношений, 
которые являются обратными к относительно 
ограниченным, спектр, по теореме 2.1, будет 
иметь вид ¢ »s s= {0} 2 . Следовательно, по 
теореме 2.2, должно существовать замкнутое 
инвариантное подпространство X1 , такое что 
A A A| End , ( ) { }X X1 1 1 1 0= Œ =s . Поэтому, для 
того, чтобы дать определение относительно ог-
раниченного линейного отношения, нужно 
найти условия существования такого подпро-
странства X1 . 

Лемма 4.1. Пусть A ŒLR X X( ), 1  — подпро-
странство из X , определенное следующим ра-
венством:
X x D

n
n

1 1
= Œ

≥
{ ( ) :∩ A  существует последо-

вательность x x x xn nŒ -A 1 0, = ,  такая что 

lim }.
n n

n x
Æ•

= 0

Пусть X X1 1 0= π { } , а отношение A  удов-
летворяет следующему условию: существует 
M > 0 , такое что для любого собственного зна-
чения l , такого что l π 0 , выполнено следую-
щее неравенство l >M . Тогда X1  — инвариан-
тное подпространство относительно отноше-
ния A , A A| EndX X1 1 1= Œ  и s( ) = {0}.1A  

  То, что X1  — инвариантное подпростран
ство относительно отношения A , следует из 
определения X1 .

Докажем, что A1 1ŒEndX . Для этого доста-
точно показать, что A0 = {0}1« X . Предполо-
жим противное. Тогда существует последова-
тельность { }xn , такая что x x x x xn n n n

nŒ = =- Æ•
A 1 0 0, , lim . 

x x x x xn n n n
nŒ = =- Æ•

A 1 0 0, , lim .  О п р е д е л и м  ф у н к ц и ю 

f X: \ { } 0 Æ  следующим образом: 

	 f z
x
zn

n
n( ) .=

=

•

+Â
0

1

Применим ( )zI - A  к f z( ) : 

	

( ) ( )

( )

zI f z

zI
x
z

x
z

x
z

x
n

n
n

n

n
n

n

n
n

- =

= - ' - = =
=

•

+
=

•

=

•
+
+Â Â Â

A

A
0

1
0 0

1
1 0 0..

То есть, 0 ( ) ( )Œ -zI f zA . Функция f z( )  ана-
литична на бесконечности и для некоторых n  
коэффициенты xn  отличны от нуля. Поэтому 
для любого шара B r r(0, ), > 0  функция f z( )  
обращается в ноль только в конечном числе 
точек из B r(0, ) , иначе по теореме единствен-
ности f z( ) 0∫ , что невозможно при наличии 
коэффициентов xn π 0 . Получаем противоре-
чие тому, что для любого собственного значения 
l , такого что l π 0 , выполнено неравенство 
l >M . Следовательно, A1 1ŒEndX .

Докажем, что s( ) = {0}1A . Из условия лем-
мы и из доказанного выше следует, что для A1  
выполнено следующее условие: 

 	
n

nn x
Æ•

=lim ,A1 0

для любого x XŒ 1 . Из этого условия следует, что 
уравнение 

 	 ( ) ( ) = ,1A - zI f z x  для любого x XŒ 1,
имеет решение при z > 0 . Следовательно, 
( )1A - zI  — сюръективно для z > 0 . Предпо-
ложим, что существует z z0 0 10π Œ, ( )s A . Так 
как для любого z zIπ -0 1, ( )A  — сюръективный 
оператор, то Ker( ) { }.A1 0 0- πz I  То есть, сущес-
твует x X0 1Œ , такой что A1 0 0 0= .x z x  Тогда по-
лучаем: 

 	
n

nn
n

nx z x
Æ• Æ•

= πlim lim .A1 0 0 0 0

Получили противоречие. Следовательно, 
s( ) = {0}.1A    

Определение 4.2. (Сильно-сингулярного 
линейного отношения). Линейное отношение 
A ŒLR X( )  будем называть сильно-сингуляр-
ным, если для любого M > 0  найдется l sŒ d( )A  
такое, что l >M . 

Определение 4.3. Пусть A ŒLR X( )  и вы-
полнены следующие условия:

1) Отношение A  не является сильно-син-
гулярным.

2) X•  — подпространство, определенное 
равенством:
X x n

n
•

≥

= Œ{ Im :A
1
∪  существует последова-

т е л ь н о с т ь  x x x xn nŒ =-
-A 1
1 0, ,  т а к а я  ч т о 

lim },
n n

n x
Æ•

= 0  удовлетворяет следующим соот-

ношениям X X• •= π { }0 .
3) A A/ End /X X X• • •= Œ .
Тогда A  называется относительно ограни-

ченным линейным отношением. Если A•  — 
компактный оператор, то A  называется отно-
сительно компактным линейным отношением. 

В. В. Хатько
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Условимся множество всех относительно огра-
ниченных линейных отношений на банаховом 
пространстве X  обозначать LRB X( ) , а множес-
тво всех относительно компактных LRC X( ) . 

В дальнейшем под символом X•  будет по-
ниматься только пространство, описанное в 
определении 4.3. 

Две следующие достаточно тривиальные 
леммы приводятся без доказательств. 

Лемма 4.3. Пусть X  — линейное простран
ство, D  и M  — некоторые подпространства 
из X  и X X M= / . Тогда следующие два условия 
эквивалентны:

1) X M D= ≈ ;
2) D  и X  изоморфны. 
Лемма 4.4. Пусть X  — банахово пространс-

тво и X X X= ≈0 1 . X X/ 0  — фактор-пространс-
тво с обычной нормой 


x x

x x1 = inf
Œ

. Введем на 
X X/ 0  следующую норму: 

 	 x x2 = ,  где x x XŒ « 1.
Тогда нормы  ◊ 1  и  ◊ 2  эквивалентны.  

Теорема 4.1. (О свойствах относительно 
ограниченных и относительно компактных 
линейных отношений). Пусть A ŒLRB X( ) . 
Тогда расширенный спектр линейного отноше-
ния A  представим в виде s s( ) { }A = • » 0 , где 
s 0  — компактное подмножество из C , и су-
щ е с т в у ю т  р а з л о ж е н и я  X X X= ≈ = ≈• •0 0, A A A 

X X X= ≈ = ≈• •0 0, A A A , в которых инвариантные отно-
сительно A  замкнутые подпространства 
X X•, 0  и его сужения A A A A• •= =| , |X X0 0  
обладают следующими свойствами:

1) s( ) = { }A• • , то есть A•
-1  — квазиниль-

потентный (в некоторых случаях — нильпо-
тентный) оператор из EndX• ;

2) s s( ) =0 0A ; 
3) A0 0ŒEndX , причем, если A  — относи-

тельно компактное линейное отношение, то 
A0  — компактный оператор из EndX0 .  

  Из метода построения подпространства 
X•  следует, что X•  — инвариантное подпро-
странство относительно отношения A , и что для 
A-1  выполнены условия леммы 4.1. Поэтому, 
для A•  получаем s( ) = { }A• • . Так как A•  - 
ограниченный оператор из следствия 3.1. выте-
кает, что s( )A  — компактное множество и 
s s( ) = { } 0A • » , где s s0 = ( )A . По теореме 2.2. 

получаем следующие разложение 

 	 X X X= ¢ ≈ ¢ = ¢ ≈ ¢• •0 0, ,A A A

где ¢ ¢•X X, 0  — инвариантные относительно A  
подпространства, такие что  A A A A A| End , ( ) , ( ) { },( )¢ = ¢ Œ ¢ ¢ = ¢ = • ¢• •

-X X0 0 0 0 0
1s s s

A A A A A| End , ( ) , ( ) { },( )¢ = ¢ Œ ¢ ¢ = ¢ = • ¢• •
-X X0 0 0 0 0
1s s s  — квазинильпо-

тентный оператор из EndX• . Нужно доказать, 
что ¢• •X X= .

Докажем, что ¢ Ã• •X X . Пусть x XŒ ¢• , тогда, 
так как ( ) 1¢•

-A  — квазинильпотентный оператор, 
выполнено следующее 

	
n

nn x
Æ•

•
-¢ =lim ( ) .A 0

Отсюда вытекает, что x XŒ • .
Докажем, что X X• •Ã ¢ . Пусть x XŒ • , из 

разложения пространства X  в прямую сумму 
получаем x x x= 0• + , где x X x X•

•Œ ¢ Œ ¢, 0
0 . Так 

как ¢ Ã• •X X , то x X•
•Œ . Отсюда вытекает, что 

и x X0 Œ • . Поэтому существует последователь-
ность { }xn , такая что x xn

nŒ -A 0  и 

 	
n

n
n x

Æ•
=lim .0

Так как ( ' ) 0 = {0}1A •
- , то A A- -¢1

0
10 = ( ) 0 . Поэ-

тому, из того, что x X0
0Œ  и X0  - инвариантное 

подпространство относительно A-1 , получаем 
( ) =0

1 0 0A A¢
- -x xn . А так как A ¢ ¢Œ0 0EndX , то 

x xn n
0

0= ( )A ¢  и x xn n
0

0£ ¢A . Следователь-
но, 

 	 x xn
n

n0
0 0£ ¢ ÆA  где n Æ •,

откуда вытекает,  что x 0 = 0 .  Получаем 
x x X= .•

•Œ ¢
В том случае, когда A  — относительно ком-

пактное линейное отношение, то из лемм 4.3 и 
4.4 следует, что пространства X X/ •  и X0  изо-
морфны с эквивалентными нормами. Следова-
тельно, если A  — компактный оператор, то и A0  
также является компактным оператором.   

В дальнейшем, при рассмотрении некого 
A ŒLRB X( )  под A0  и A•  будут пониматься 
операторы, построенные в теореме 4.1.

5. Спектральные свойства 
относительно ограниченных  
и относительно компактных 

линейных отношений

Для более подробного описания спектра 
относительно ограниченных линейных отноше-
ний нам понадобится следующее определение. 

Определение 5.1. Пусть A ŒLRB X( ) . За-
дадим на множестве относительно ограниченных 
линейных отношений функционал r , опре
деленный следующим равенством r( ) ,A A= 0  
который мы будем обозначать A r . Назовем его 
относительной нормой относительно ограни-
ченного отношения A .

Об относительно ограниченных и относительно компактных линейных отношениях
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Теорема 5.1. Пусть A ŒLRB X( )  и для не-
которого l ŒC  выполнено неравенство 
l > A r , тогда l rŒ ( )A   
  Из теоремы 4.1 следует, что r r( ) ( ).A A= 0  

Поэтому достаточно показать, что l rŒ ( )0A , как 
только l > 0A . Доказательство данного ут-
верждения можно найти в [7, глава 4, § 5, тео-
рема 7].   

Иначе говоря, спектр относительно ограни-
ченных линейных отношений A  содержится в 
круге радиуса A r  с центром в нуле.

Спектр относительно компактных линейных 
отношений допускает еще более полное описа-
ние. 

Теорема 5.2. Пусть A ŒLRC X( ) . Тогда A  
обладает следующими свойствами:

1) Если l sŒ ( )A  и l π 0 , то l  является 
собственным значением отношения A  и 
dim Ker( )A - < •lI ;

2) Если dimX0 = • , то 0 ( )Œs A ;
3) Число собственных значений отношения 

A , для которых выполняется неравенство 
l d> > 0 , всегда конечно, т.е. множество 
s( )A  не более чем счетно и не имеет предельных 
точек, кроме, быть может, точки 0 .  

  По теореме 4.1 s s( ) ( )A A= 0 . Из замеча-
ния 2.1 и теоремы 4.1 следует: 

	 Ker Ker Ker Ker .A A A A= ≈ =•0 0

Поэтому утверждения теоремы достаточно 
доказать для спектра оператора A0 . Из теоремы 
4.1 следует, что A0  — компактный оператор. 

Доказательства выше перечисленных свойств 
для спектра компактного опрератора можно 
найти в [8, часть 1, теоремы 4.18 и 4.25] и в [7, 
глава 4, § 6, теорема 4].   

Таким образом, по своим спектральным 
свойствам относительно ограниченные и отно-
сительно компактные линейные отношения 
очень близки соответственно к ограниченным 
и компактным линейным операторам.
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