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ОБ АППРОКСИМАЦИИ ПРЕДЕЛОВ БАНАХА  
ЭЛЕМЕНТАМИ ПРОСТРАНСТВА 1

А. А. Седаев*

Воронежский государственный архитектурно-строительный университет 

Статья посвящена обсуждению и решению проблемы аппроксимации пределов Банаха 
элементами пространства 1 , поставленной Ю. Аппелем, Е. Де Паскале и П. П. Забрейко. В 
качестве приложения мы решаем вопрос С. В. Конягина о свойствах характеристической фун-
кции банаховых пределов.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть E  банахово пространство и E E* **,  
первое и второе его сопряженные. Cогласно 
теоремам Алаоглу и Голдстайна (см. например, 
[1], теоремы V.4.2 и V.4.5) единичный шар 
сопряженного пространства E *  бикомпактен в 
слабой топологии, порожденной пространством 
E , а единичный шар пространства E  плотен в 
единичном шаре пространства E **  в слабой 
топологии, порожденной E * . Опираясь на эти 
результаты в [2] было показано, что множество 
E = { } =1en n

•  векторов стандартного базиса 1 , 
рассматриваемое в  1

** *= • , снабженном сла-
бой топологией, порожденной • , в качестве 
своих точек сгущения (кластерных точек) 
имеет множество W  тех и только тех  положи-
тельных линейных функционалов на • , кото-
рые обладают следующими замечательными 
свойствами:

1) на подпространстве c Ã •  сходящихся 
последовательностей они равны их пределу (то 
есть продолжают на все •  обычный предел 
lim );

2) переводят произведение элементов •  в 
произведение их образов.

Таким образом кластерные точки множест-
ва E  согласно 1) представляют собой некоторое 
множество обобщенных пределов, а согласно 2) 
образуют множество непрерывных характеров 
на • , обращающихся в 0 на подпространстве 
c0  сходящихся к нулю последовательностей, то 
есть множество характеров коммутативной 
С*‑алгебры •/ 0c .

Там же был поставлен вопрос о приближе-
нии элементами пространства 1  классических 
обобщенных пределов Банаха L Œ •

* , облада-

ющих наряду со свойством 1) еще и свойством
3) L Tx L x( ) = ( ) , где x xi i= { } =1

•
•Œ  , а T  

оператор левого сдвига T x xi i i i{ } = { }=1 =2
• • .

Легко видеть, что свойства 2) и 3) между 
собой не совместимы.

Обобщенные пределы относятся к класси-
ческому функциональному анализу. Их сущес-
твование первоначально было получено самим 
С. Банахом как изящное приложение знамени-
той теоремы Хана—Банаха о продолжении 
линейных функционалов. Они находят много-
численные применения в самых разных облас-
тях. Так в работе [3] они были использованы 
для построения сингулярных симметричных 
функционалов и следов, которые в свою очередь 
находят применение в некоммутативной гео-
метрии А. Конна [4]. В [3] был построен пример 
банахова предела L , который инвариантен 
относительно действия любого оператора рас-
тяжения (кратного повторения элементов) 
последовательности x xi i= { } =1

• , а также инва-
риантен относительно действия оператора Хар-
ди H , который n -ный элемент последователь-
ности x xi i= { } =1

•  заменяет на среднее арифме-
тическое первых n  ее элементов.

Е. М. Семенов предложил в качестве инс-
трумента описания свойств обобщенных пре-
делов использовать числовую функцию 
F t tL( ), [0,1]Œ ,  о п р е д е л я е м у ю  ф о р м у л о й 
F t L B tL( ) = ( ( )) , где через B t( )  обозначена пос-
ледовательность цифр двоичного разложения 
числа t Œ[0,1]. Как следует из [2] теорема 2, 
если L ŒW , то F tL( )  во всех точках равна либо 
нулю, либо единице. Наоборот, согласно закону 
больших чисел 

	 F tL( ) = 1/2  почти повсюду	 (1)

В связи с этим у С. В. Конягина возник вопрос, 
является ли последнее равенство уникальным, 
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или кроме L  существуют и другие обобщенные 
пределы, удовлетворяющие (1)?

В данной работе полностью решается воп-
рос, поставленный в [2], и приводятся некото-
рые следствия, вытекающие из полученного 
результата. В частности будет показано, что 
кроме L  равенству (1) удовлетворяет широкий 
класс других банаховых пределов. Наши пост-
роения будут основаны на теореме Сачестона 
[5], утверждающей, что для любого предела 
Банаха L  и любого x Œ •  справедливо точное 
неравенство 

	 lim inf lim sup
m n m n m n

m nf x L x f x
Æ• £ • Æ• £ •

£ £
1 < ,

1 <
,( ) ( ) ( ). 	 (2)

При этом ясно, что предел можно брать не толь-
ко по m Æ • , но и по любой подпоследователь-
ности mj Æ • . Выражения, стоящие в левой и 
правой частях неравенства (2) определяют на 
•  две полунормы p x( )  и q x( ) . Согласно теоре-
ме Лоренца [5,6] существует нетривиальное 
подпространство ac  пространства • , квали-
фицированно содержащее подпространство 
c Ã • , на котором обе полунормы равны, и на 
элементах которого все пределы Банаха имеют 
одинаковые значения. Такие элементы про-
странства •  принято называть  почти сходя-
щимися.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим на пространстве •  ограничен-
ных последовательностей x xi i= { } =1

•  функцио-
налы f m nm n, , , ŒN , следующего вида 

 	 f x
m

xm n
i n

n m

i,
=

1

( ) =
1

.
+ -

Â 	 (3)

Очевидно, что любой функционал fm n,  прина-
длежит 1  — пространству суммируемых пос-
ледовательностей, и отождествляется там с 
последовательностью { } =1yi i

• , носитель которой 
расположен на промежутке [ , 1]n n m+ - , при 
этом y mi = 1/  для n i m n£ £ + - 1 . Если обоз-
начить через e nn , = 1,2, ... , стандартный базис 
в 1  и через Co( )1  выпуклую оболочку его 
элементов, то становится ясно, что функциона-
лы fm n,  являются элементами Co( )1  специаль-
ного вида. В частности e fn n= 1, .

Обозначим через SF m ni i({ },{ })  множество 
функционалов { , }f nmi i

, где { = 8 }mi
i  — фикси-

рованная, а { }ni  — некоторая последователь-
ность.

Пусть 

	 SF SF m ni i0 = ({ },{ }),»

где объединение берется по всевозможным пос-
ледовательностям { }ni .

Рассмотрим на сопряженном пространстве 
•

*  ослабленную топологию w* *= ( , )s  • • . Со-
гласно теореме Алаоглу единичный шар B  про-
странства •

*  компактен в этой топологии. Это 
значит, что любое его бесконечное подмножество 
A  имеет в B  кластерные точки (то есть такие 
точки, что каждая их w* -окрестность содержит 
бесконечно много точек из множества A).

Обозначим через SFL m ni i({ },{ })  множест-
в о  w* - к л а с т е р н ы х  т о ч е к  м н о ж е с т в а 
SF m ni i({ },{ }) , взятых в пространстве •

* . Со-
гласно упомянутой теореме компактности это 
множество не пусто.

Предложение 1. 
(i) Пусть f  есть w* -кластерная точка 

для некоторой последовательности функцио-
н а л о в  { }fn ,  и  п у с т ь  lim supn nf x AÆ• £( )0  
(lim inf )n nf x AÆ• ≥( )0  для некоторого x0 Œ • . 
Тогда f x A( )0 £  ( )f x A( )0 ≥ . В частности, если 
limn nf x AÆ• ( ) =0 , то f x A( ) =0 .

(ii) Все точки из SFL m ni i({ },{ })  являются 
пределами Банаха.

Доказательство. (i) Возьмем произвольное 
e > 0 . Тогда существует такое m NŒ , что 
| ( ) ( ) |<0 0f x f xm- e  и одновременно f x Am( ) <0 - e 

f x Am( ) <0 - e . Тогда

	 f x A f x f x f x Am m( ) ( ) ( ) ( ) < 2 .0 0 0 0- £ - + - e
В силу произвольности e  это и означает, что 
f x A( ) .0 £  Остальных утверждения из (i) дока-
зываются аналогично.

(ii) Пусть f  кластерная точка множества 
SF m ni i({ },{ }) . Функционалы fm n,  положитель-
ны, fm n, ( ) = 11  и с ростом m  почти инвариантны 
о т н о с и т е л ь н о  с д в и г а :  f x f Tx x mm n m n, ,( ) ( ) 2 / 0- £ Æ• 

f x f Tx x mm n m n, ,( ) ( ) 2 / 0- £ Æ•  при m Æ • . По доказанному в 
(i) любая кластерная точка f  множества 
SF m ni i({ },{ })  представляет собой положитель-
ный непрерывный линейный функционал та-
кой, что f ( ) =1 1 . Отсюда следует выполнение 
для f  свойства 1).

Проверим 2). Зафиксируем произвольные 
x Œ • , > 0e  и выберем m nj j,  так, чтобы 

	
f x f n x

f Tx f n Tx f n Tx f n x

mj j

mj j mj j mj j

( ) , ( ) < ,

( ) , ( ) < , , ( ) , ( ) <

-

- -

e

e e..

Тогда очевидно, что f Tx f x( ) ( ) < 3 .- e  Предло-
жение доказано.

Пусть BL  множество всех пределов Банаха 
на пространстве • . Это множество есть выпук-

А. А. Седаев
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лое, замкнутое и, следовательно, w* -компакт-
ное подмножество единичного шара сопряжен-
ного пространства •

* .
Обозначим через K  объединение всех w*  - 

кластерных точек множеств SF m ni i({ },{ }) , 
где объединение берется по всевозможным пос-
ледовательностям { }ni .  В силу сказанного 
выше, множество K  не пусто и состоит только 
из пределов Банаха.

Теорема 1. Любой предел Банаха на •  при-
надлежит множеству K — w* -замыканию 
выпуклой оболочки множества K.

Доказательство. Множество K  очевидно 
есть выпуклое w* -компактное множество фун-
кционалов на • .

Предположим, что существует банахов пре-
дел L , который не принадлежит K . Тогда су-
ществует w* -окрестность L , которая не содер-
жит это множество. То есть найдутся такие 
x x xk1 2, , ..., Œ • , для которых w* -окрестноcть 

	
{ | ( ) ( ) ( ) ,

, , ..., ,}

*f L x f x L x

j k
j j jŒ - < < +

=
• 1 1

1 2
	 (4)

не содержит функционалы из K .
Пусть H  — подпространство •

* , равное 
п е р е с е ч е н и ю  г и п е р п о д п р о с т р а н с т в 
H f f x j kj j= { , ( ) = 0}, = 1,2, ...,*Œ • , коразмер-
ности, не превосходящей k , и пусть G  — под-
пространство • , натянутое на x x xk1 2, , ... . Тогда 
между конечномерными пространствами G  и 
F H= /*•  имеет место отношение двойтвенно
сти, являющееся сужением отношения двой
ственности между •  и •

* . Обозначим через [ ]A  
класс эквивалентности в F H= /*•  объекта A  
из •

* . Тогда [ ]K  не содержит [ ]L . В силу конеч-
номерности пространства F  и выпуклости 
множества [ ]K  существует гиперплоскость, 
отделяющая точку [ ]L  от множества [ ]K . Это 
означает, что существует линейная комбинация 
x0  элементов x x xk1 2, , ...,  такая, что для всех 
[ ] [ ]f Œ K  выполняется неравенство 

 	 [ ]( ) [ ]( ) .f x L x0 0 1< -
Отсюда немедленно следует, что для того же 
элемента x0 Œ •  и всех f ŒK  

 	 f x L x( ) ( ) .0 0 1< - 	 (5)

Но по теореме Сачестона существуют n n mi i= ( )  
такие, что 

 	 lim , ( ) ( ) ( ) .( )mi
mi n mi
f x L x L xÆ• ≥ > -0 0 0 1

Согласно предложению 1 отсюда следует, что и 
для кластерных элементов из множества 

SFL m n mi i({ },{ ( )})  выполняется такое же нера-
венство. Так как K … …K SFL m n mi i({ },{ ( )})  
мы приходим к противоречию. Теорема 1 дока-
зана.

По построению K BLÃ . Отсюда получаем
Следствие 1.  Множество банаховых преде-

лов BL  совпадает с множеством K .
К сожалению, не ясно, является ли множес-

тво K  w* -замкнутым. Поэтому рассмотрим его 
w* -замыкание K . Очевидно, что K  есть ком-
пактное подмножество множества BL  всех ба-
наховых пределов и для него, как и для K , 
справедливо утверждение теоремы 1. Согласно 
частичному обращению теоремы Крейна—
Мильмана (смотри Эдвардс [7], предложение 
10.1.3.) мы имеем

Следствие 2.  w* -компактное множество 
K  содержит все крайние точки множества 
BL.

Здесь следует упомянуть содержательную и 
незаслуженно забытую работу М. Джерисона 
[8], в которой еще до Л. Сачестона была полу-
чена оценка (2) и предложено другое множес-
тво, замкнутая выпуклая оболочка которого 
совпадает с множеством BL . А именно,  тако-
вым является множество кластерных точек в 
•

*  последовательностей вида { ( )},w wT xn ŒW,  
где T x xn n k

n
i k i= { }1

=1 1 =1Â + -
• , а x xi i= { } =1

• .  Недо-
статком этого подхода является существенное 
применение функционалов из W  (смотри вве-
дение и [2]), которые сами не имеют конструк-
тивного построения.

Легко понять, что все точки из K  могут быть 
получены в качестве кластерных точек некото-
рых бесконечных подмножеств из множества 
SF0 . Следующая теорема уточняет, какие имен-
но подмножества из SF0  порождают элементы 
множества K .

Теорема 2.  Для каждого m kk , = 1,2, ...,  
множество B mk( ) тех функционалов f n SFmi, 0Œ ,  
для которых m mi k£ , а n  любое, не может 
иметь банахов предел в качестве своей кластер-
ной точки.

Доказательство. Предположим противное, 
пусть банахов предел N  есть кластерная точка 
B mk( )  . Рассмотрим периодический с периодом 
p mk= 2+  элемент x0  пространства • , у ко-
торого первые mk  координат равны нулю, а две 
следующие координаты равны соответственно 
+1 и –1. Пусть x x xp1 2, , ...,  элементы, получен-
ные сдвигом x0  соответственно на 1, 2, ..., p  
влево. Так как x0 , а с ним и все x x xp1 2, , ...,  по 

Об аппроксимации пределов Банаха элементами пространства 1
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теореме Лоренца—Сачестона почти сходятся к 
нулю, то N x i pi( ) = 0, = 0,1, 2, ..., .

В свою очередь легко понять, что любой fm n,  
с m m pk< <  имеет носитель длины меньше p.  
Поэтому среди элементов x i pi , = 0,1, 2, ..., , 
обязательно найдется такой, для которого пере-
сечение его носителя с носителем fm n,  будет 
состоять ровно из одного элемента. Следователь-
но, max{ ( ) , , , , ..., } / /,f x i p m mm n i k= = >0 1 2 1 1  
для всех f m m pm n k, , < < . Поэтому банахов 
предел N  не может быть кластерной точкой 
множества таких элементов. Противоречие.

Теорема доказана.
Так как любой банахов предел может быть 

приближен в w* -топологии выпуклыми комби-
нациями элементов множества K , а те, в свою 
очередь, могут быть приближены элементами 
множества SF0 , то любой банахов предел может 
быть приближен (в w* -топологии) выпуклыми 
комбинациями элементов множества SF0 . Так 
как все элементы SF0  содержатся в выпуклой 
оболочке Co( )1  базисных векторов пространс-
тва  1

*Ã • , то становится ясно, что любой ба-
нахов предел можно приблизить (в w*  - топо-
логии) выпуклыми комбинациями f a ea n n=

1

•Â ,  
базисных векторов en  пространства 1 , которые 
мы отождествили с f n1, . Здесь 

 	 a a a a nn n n= = ≥ =
•

Â{ }, , , , , ...
1

1 0 1 2 	 (6)

При этом, если x xi= { }1
•

•Œ  , то f x a xa n n( ) =
1

•Â .  
Следующая теорема уточняет, какими именно 
выпуклыми комбинациями приближаются 
банаховы пределы.

Теорема 3.  Для того, чтобы бесконечное 
множество B CoÃ Ã •( )1

*   имело своими клас-
терными точками только функционалы, инва-
риантные относительно сдвига, необходимо, 
чтобы

( * )  д л я  л ю б о г о  n Œ  м н о ж е с т в о 
A a B a nn = { , > 1/ }n nŒ

•
 было конечно.

Доказательство. Предположим против-
ное — для некоторого n Œ  множество An  
бесконечно. Тогда в силу w*  - компактности у 
An  существует кластерная точка L , которая по 
условию теоремы является функционалом из 
•

* , инвариантным относительно сдвига. Так 
как L( ) = 11  и L , очевидно, неотрицателен, то 
он является банаховым пределом. Рассмотрим 
периодическую с периодом p n= 2  последова-
тельность x0 Œ • , у которой первые p - 1  чле-
нов равны нулю, а p -й член равен 1. В силу 
периодичности эта последовательность почти 

сходится к 1/p  (см (2)). Поэтому L x p( ) = 1/0 . 
Пусть x x xp1 2, , ...,  последовательности, получа-
емые из x0  сдвигом влево на 1, 2, ...,p , соответс-
твенно.  Тогда очевидно max0 ( ) 1/ = 2/£ £ ≥i p a if x n p

n
 

max0 ( ) 1/ = 2/£ £ ≥i p a if x n p
n

 для любого a Ann Œ . В то же время, 
в силу инвариантности L  относительно сдвига, 
L x p i pi( ) = 1/ , = 0,1, 2, ..., . Следовательно L  не 
может быть w*  - кластерной точкой множества 
An . Противоречие.

Теорема доказана.
Замечание 1. Условие (*) теоремы 3 не яв-

л я е т с я  д о с т а т о ч н ы м .  П у с т ь  B a n n n nn= = ={ ( , / , , / , ... , / , , , ...)}, , , , ...0 1 0 1 0 1 0 0 1 2 3 
B a n n n nn= = ={ ( , / , , / , ... , / , , , ...)}, , , , ...0 1 0 1 0 1 0 0 1 2 3 , где 

у последовательности an  первые 2n  членов 
поочередно принимают значения 0 и 1/n , а 
остальные члены нули. Такие последователь-
ности an  удовлетворяют условию (6) и условию 
(*) теоремы 3. Однако для y = (0,1, 0,1, ...) Œ •  
имеем f y f T y nan an

( ) ( ) = 1, = 1,2, ...1- . То есть 
предельные функционалы для такого B  не 
могут быть инвариантны относительно сдвига.

О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 
БАНАХОВЫХ ПРЕДЕЛОВ

Обозначим через DS Ã •  множество пос-
ледовательностей из нулей и единиц, которое с 
точностью до двоично-рациональных чисел 
можно отождествить с множеством действитель-
ных чисел на отрезке I = [0,1]. В частности, на 
множестве DS  таким образом определена веро-
ятностная мера m  (мера Лебега на отрезке I ).

Характеристической функцией обобщенно-
го предела L  назовем функцию F t L B tL( ) = ( ( )), 
где B t( )  есть последовательность цифр двоич-
ного разложения числа t t, 0 1£ £ .

Пусть z z ti i= ( )  i -тая цифра двоичного раз-
ложения t Œ[0,1] . Это случайная величина, 
заданная на вероятностном пространстве 
([0,1], )m , где m  — мера Лебега. Хорошо извес-
тно, что случайные величины z z zi1 2, , ..., , ...  не-
зависимы, одинаково распределены и имеют 
математическое ожидание M zi( ) = 1/2  и дис-
персию D zi( ) = 1/4 . При этом с учетом отож-
дествления DS  и I  сужение функционала f n1,  
на DS  порождает на этом вероятностном про-
странстве случайную величину, совпадающую с 
z nn , = 1,2, ....  Рассмотрим случайную величину 
u x x DSm n, ( ), Œ , определенную по формуле 

 	 u u x
m

fm n m n
i n

n m

i, , ,( ) .= =
=

+ -

Â1 1

1

Ясно, что u x f xm n m n, ,( ) = ( ) . Так как слагаемые, 
в формуле, определяющей um n,  независимые 

А. А. Седаев
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случайные величины, то M u M z D u mD z m mm n i m n i( ) ( ) / , ( ) ( ( ))/ /( ), ,= = = =1 2 1 42 
M u M z D u mD z m mm n i m n i( ) ( ) / , ( ) ( ( ))/ /( ), ,= = = =1 2 1 42 .

По неравенству Чебышева для любого e > 0  
справедлива оценка 

 	 m e
e

{ , ( ) }
( )

., ,
,x DS u M u

D u
m n m n

m nŒ - > £ 2 	(7)

Или 

 	 m e
e

{ , ( ) / },x DS u x
mm nŒ - > £1 2
1

4 2

равномерно по n ŒN . В частности, если e = 2- j ,  
то при m mj

j= = 23  

 	
m

m

{ , ( ) / }

{ , ( ) / }

,

,

x u x

x f x

m n
j

m n
j j

- > =

= - > <

-

- -

1 2 2

1 2 2 2
независимо от n .

Теорема 4.  Для любого L KŒ  и для почти 
всех x DSŒ  имеет место равенство L x( ) = 1/2.

Доказательство. Согласно определению 
множества K  функционал L SFL m nj jŒ ({ },{ })  
для некоторой последовательности { })nj . По 
неравенству Чебышева для последовательности 
{ = 8 } =1mj

j
j
•  и любого n  

m{ , , ( ) / } , , , ....x DS f n x jmj

j jŒ - > < =- -1 2 2 2 1 2

В частности, для любой фиксированной после-
довательности { }nj  

	 m{ ,x DSŒ  что  f n xmj j

k
, ( ) / ,- > -1 2 2  хотя бы  

	 для одного из j k k= + £, , ...}1

	

£ Œ - > £

£ £

=

•
-

=

•
- - +

Â

Â
j k

mj j

j

j k

j k

x DS f n xm{ , , ( ) / }}

.

1 2 2

2 2 1

Отсюда, согласно предложению 1 (i) мы полу-
чаем, что для любого L SFL m nj jŒ ({ },{ })  вы-
полняется неравенство 

	
m{ , ( ) / } ,

, , ....

x DS L x
k

k kŒ - ≥ £
=

- - +1 2 2 2

1 2

1

	 (8)

Таким образом, для почти всех x DSŒ  имеет 
место равенство F xL( ) = 1/2 .

Теорема доказана.
С учетом теоремы 3 мы можем доказать даже 

более общий результат.
Теорема 5. Пусть функционал N Œ •

*  есть 
кластерная точка последовательности 
B a N= { },n n Œ ,  где последовательности 
an n, Œ , удовлетворяют (6) и an

n n
•

£ 1/8 , = 1,2, ... 
an

n n
•

£ 1/8 , = 1,2, ... . Тогда для почти всех x DS N xŒ ( ) = 1/2.

Доказательство. Легко видеть, что сужение 
на множество DS  функционала fan  имеет сле-
дующий вид 

  
f x a f x a a a

x x x

a
i

i in nn n n( ) ( ) ( ), ( ( ), ( ), ...),

( , , ...

,= =

=
=

•

Â
1

1 1 2

1 2 )) ,ŒDS
	 (9)

где f x xi i1, ( ) =  есть i -я координата двоичной 
последовательности x . Так как f i1,  — последо-
вательность независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин на { , }DS m  с 
M f D fi i( ) = 1/2, ( ) = 1/41, 1, , то согласно (9) мате-
матическое ожидание случайной величины fan  
равно 1/2, а дисперсия равна сумме дисперсий 
независимых слагаемых a f ii i( ) , = 1,2, ...1,n . То 
есть 

   

D f D a f a D f

a

a
i

i i
i

i i

i
i

( ) ( ( ) ) ( ( )) ( )

/ (

, ,n
n n= = =

=

=

•

=

•

=

•

Â Â

Â
1

1
1

2
1

1

1 4 (( )) ( ) .n nn n
2

1

£ =
•

=

•

•Âa a a
i

i

	(10)

Пусть N Œ •
*  есть кластерная точка множества 

B . Рассмотрим g fn an
=  как случайные вели-

чины на ( , )DS m . В силу неравенства (10) дис-
персия D g D f an an n

n( ) = ( ) 8£ £
•

- .
Тогда на основе неравенства Чебышева (см. 

(7)) при e = 2-n  имеем 

	
m e

e
{ , ( ) / }

( )
,

, , ....

x DS g x
D g

n

n
n

n n
nŒ - > £ < =

=

-
-1 2

1
8 4

2

1 2

2

Следовательно, 

	 m{ ,x DSŒ  что g xn
m( ) / ,- > -1 2 2  хотя бы для  

	 одного из n m m= + £, , ...}1

	

£ Œ - > £

£ £

=

•
-

=

•
- - +

Â

Â
n m

n
n

n m

n m

x DS g xm{ , ( ) / }}

.

1 2 2

2 2 1

Отсюда, согласно предложению 1 (i) мы полу-
чаем, что для N  выполняется неравенство 

 	
m{ , ( ) / } ,

, , ....

x DS N x
m

m mŒ - ≥ £
=

- - +1 2 2 2

1 2

1

Таким образом, для почти всех x DSŒ  имеет 
место равенство N x( ) = 1/2 .

Теорема доказана.
Е. М. Семенов доказал, что если характерис-

тические функции двух банаховых пределов 
равны, то такие пределы совпадают. В связи с 
этим и предыдущими результатами у него воз-

Об аппроксимации пределов Банаха элементами пространства 1
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ник вопрос: существуют ли различные банахо-
вы пределы, у которых характеристические 
функции равны почти всюду? Ответ на этот 
вопрос положительный.

Действительно, рассмотрим в качестве L L1 2,  
некоторые кластерные точки двух последова-
тельностей SF m ni i({ },{ })1  и SF m ni i({ },{ })2 , в 
которых последовательности { },{ }1 2n ni i  выбра-

ны так, чтобы множества S n n n m S n n n
i i i i i i i i i1 1

1 1 1
2 1

2 21 1 1= + + - = +
=

•

=

•∪ ∪{ , , ..., }, { , , ..., 22 1+ -mi } 

S n n n m S n n n
i i i i i i i i i1 1

1 1 1
2 1

2 21 1 1= + + - = +
=

•

=

•∪ ∪{ , , ..., }, { , , ..., 22 1+ -mi }  

(объединение носителей функционалов из 
SF m ni i({ },{ })1  и SF m ni i({ },{ })2 ) не пересека-
лись.

Пусть x0 Œ •  есть характеристическая пос-
ледовательность множества S x S1 0 1

: = c . Тогда 
все функционалы из множества SF m ni i({ },{ })1  
равны на x0  единице, а функционалы из мно-
жества SF m ni i({ },{ })2  на x0  равны нулю. Сле-
довательно, по предложению 1 L x L x( ) = 1, ( ) = 00 2 0 

L x L x( ) = 1, ( ) = 00 2 0 .
В то же время по теореме 4 оба функциона-

ла равны 1/2 почти для всех x DSŒ . Что и 
требовалось доказать. 

Автор благодарен Е. М. Семенову за под
держку и внимание к работе. 
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