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Вынужденные периодические колебания  
в нелинейных системах автоматического 

регулирования

А. И. Перов, Л. А. Полякова  

Воронежский государственный университет  

В настоящей статье на основе обобщенного принципа сжимающих отображений в форме, 
предложенным А. И. Перовым, уточняется и обобщается теорема существования периодичес-
ких решений некоторых нелинейных систем автоматического регулирования, принадлежащая 
А. М. Красносельскому. Обобщение состоит в том, что нелинейностям разрешается зависеть не 
только от самих искомых функций, но также и от их производных. Приводится оценка пери-
одических решений. Указываются условия единственности и в этих условиях дается оценка 
погрешности метода последовательных приближений нахождения периодических решений.

Рассмотрим систему, динамика которой 
описывается дифференциальными уравнения-
ми 

	

L
d
dt
x M

d
dt
f t x xn1 1 1 1 1= ( , , ..., ),

. . . . . . . . . . . . . . . . .

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

..

= ( , , ..., ).1L
d
dt
x M

d
dt
f t x xn n n n n

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

	 (1)

Здесь 

	 L p p a p aj j nj

lj j lj
lj

( ) ... , , ..., ,= +
-

+ + =1

1
1 	(2)

M p b p b p bj j nj
j mj j mj

mj
( ) ... , , ..., ,= +

-
+ + =0 1

1
1 	(3)
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нелинейные функции f t x xj n( , , ..., )1  будем счи-
тать измеримыми и w -периодическими по 
времени t , 

f t x x f t x x j nj n j n( , , ..., ) ( , , ..., ), , ..., ,+ = =w 1 1 1 	 (5)

и непрерывными по совокупности переменных 
x xn1, ...,  почти при всех t .

Предположим, что уравнения 

 	 L p j nj ( ) , , ..., ,= =0 1 	    (6)

не имеют ни нулевых, ни чисто мнимых корней 
вида p ik= q , где i  — мнимая единица, k  — про-
извольное целое число и 

 	 q p
w

= 2
. 	 (7)

Поэтому определены числа 
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являются  передаточными функциями соответс-
твующих линейных звеньев Wj . Мы пишем в 
(8) максимум, а не супремум, так как в силу 
неравенства (4) всегда имеет место W pj ( ) 0Æ  
при | |p Æ +• ; в частности это имеет место для 
p ik= q  при | |k Æ +• .

Предполагаются выполненными условия 
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По числам s wj ( )  и коэффициентам a jk  состав-
ляется матрица 
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Теорема 1. (А. М. Красносельский [1]). 
Пусть спектральный радиус матрицы Q( )w  
удовлетворяет условию  

 	 sprQ( ) < 1.w 	 (12)

Тогда система (1) имеет по крайней мере одно 
w -периодическое решение, непрерывное вместе 
с производными до порядка  

	 q l m
j j j= - -min( ).1 	 (13)

Сделаем к этой теореме следующие уточне-
ния. Во-первых, каждое w -периодическое ре-
шение x t x tn1( ), ..., ( )  системы (1) имеет непре-
рывные производные x t x t x t x tl m
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 т.е. функция x tj ( )  имеет 
непрерывные производные до порядка © Перов А. И., Полякова Л. А., 2006
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	 q l m j nj j j= - - =1 1, , ..., , 	 (14)

(индивидуальная гладкость).
Во-вторых, вместо вытекающей из (10) 

оценки | ( , 0, ..., 0) |f tj j£ b  достаточно потребо-
вать, чтобы эти функции были суммируемы с 
квадратом на отрезке [0, ]w , 
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В-третьих, если 

	 x wj j L
x t j n∫ =( ) ( ) , , ..., ,

2
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то 

	 x w£ - -( ( )) ,1I Q d 	    (17)

где d  — вектор-столбец с компонентами 
s w s w1 1( ) , ..., ( )c cn n . Мы получили оценку пери-
одического решения.

В-четвертых, если вместо (10) выполнено 
условие Липшица 
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то w  — периодическое решение системы (1) не 
только существует, но и единственно. При этом 
мы дополнительно предполагаем,  что 
| ( , 0, ..., 0) |f tj j£ b , j n= 1, ..., ,  или, более общо, 
что выполнены условия (15).

В-пятых, если при соблюдении последних 
условий искать периодическое решение мето-
д о м  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  
x x x[0] [1]( ) 0 ( )t t tk∫ , , ..., ( ), ...[ ]  (подробнее об этом 
методе сказано ниже), то имеют место следую-
щие оценки погрешности: если 

	 h wj
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то 

	 h w w[ ] ( )( ( )) , , , ...,k k d k£ - =-Q I Q 1 1 2 	  (20)

где d  — это введенный выше n-мерный вектор 
(см. (17)).

Мы хотим привести как доказательство сфор-
мулированные выше уточнения к теореме 1, так 
и дать ее дальнейшее развитие. С этой целью рас-
смотрим линейное звено W  со скалярными вхо-
дами и выходами и с передаточной функцией 
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Описание функционирования этого звена, к 
сожалению, громоздко (здесь мы для удобства 
читателя воспроизводим материал из книги [2, 
с. 188—190]).

При гладком входе u t( )  выход x t( )  связан с 
ним дифференциальным уравнением 
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Для определения выхода нужны дополнитель-
ные условия, которые являются начальными 
состояниями звена. Изложим один из возмож-
ных подходов к построению пространства со-
стояний (вектор обычных начальных условий 
использовать как начальное состояние по раз-
личным причинам неудобно, а в ряде случаев и 
невозможно).

Уравнение (25) можно (различными спосо-
бами) записать в виде равносильной системы 

 	
d
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z
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где g  и c  — фиксированные n-мерные векторы, 
а квадратная порядка n матрица A имеет собс-
твенные значения, совпадающие с нулями 
многочлена (22). Состояниями звена с переда-
точной функцией (21) считают векторы z . 
Тогда при начальном состоянии z t z( ) =0 0  выход 
x t( )  звена W  определяется равенством 

	 x t e c
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Формула (27) определяет значение выход-
ного сигнала x t( )  уже при всех локально сумми-
руемых входах.

Наиболее прост переход к уравнению (26), 
в котором 
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Напомним, что матрица A  указанного выше 
вида называется сопровождающей матрицей 
Фробениуса для многочлена L p( ) .

Если уравнение 

	 L p( ) = 0 	    (29)

не имеет ни нулевых, ни чисто мнимых корней 
указанного вида, то при любом w -периодичес-
ком входе u t( )  система (26) имеет единственное 
w -периодическое решение z( )t , которому отве-
чает единственный w -периодический выход x t( )  
звена W . Этот периодический выход определя-
ется как значение x t u t( ) = ( ) ( )P w  оператора 

	 P( ) ( ) ( ; ) ( ) ,w w
w

u t h t s u s ds= -Ú
0

	 (30)

где скалярная функция h t s( ; )- w  определена 
на всей числовой прямой, w -периодична и 

	 h t e e tt( ; ) = (( ) , ), 0 < .1w g wwI cA A- £- 	(31)

Функцию h t( ; )w  называют импульсно-частотной 
характеристикой (ИЧХ) звена с передаточной 
функцией W p( )  [5, c. 31]. Физический смысл 
ИЧХ — это w -периодическая реакция звена на 
w -периодическую последовательность единич-
ных входных импульсов. Отметим еще следующее 
выражение для передаточной функции (21) 

	 W p p( ) = ( ) , ).1I A c- - g 	 (32)

Рассмотрим систему (26) более подробно: 

	 







z z
z z

z z
z z u t
n m n m

n m n m n m

1 2

2 3

1

1

=
=

=
= +

- - -

- - - -

,
,

. . .

. . .

. . .
,

( ),g
.. . .
. . .
. . .

( ),
...




z z u t
z a z a z a z

a

n n n

n n n n

- -

- -

= +
= - - - -

-

1 1

1 1 2 2 3

1

g

zz u tn n+ g ( ).

	









z z
z z

z z
z z u t
n m n m

n m n m n m

1 2

2 3

1

1

=
=

=
= +

- - -

- - - -

,
,

. . .

. . .

. . .
,

( ),g
.. . .
. . .
. . .

( ),
...




z z u t
z a z a z a z

a

n n n

n n n n

- -

- -

= +
= - - - -

-

1 1

1 1 2 2 3

1

g

zz u tn n+ g ( ).

	

(33)

Мы видим, что x t z t( ) = ( )1 . Отметим далее, что 
z t z tn1( ), ..., ( )  непрерывны (точнее абсолютно 
непрерывны) и так как согласно (33) 
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то   z z zn m1 2 1, , ..., - -  также непрерывны. Формулы 
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показывают, что x t( )  имеет непрерывные про-
изводные до порядка n m- - 1  включительно.

Пусть x t u t( ) = ( ) ( )P w  есть w -периодическое 
решение уравнения (25) в разъясненном выше 
смысле. Тогда если 

 	 x t x e
k
k
ik t( ) = Â q 	    (35)

есть ряд Фурье этого решения, то в силу его 
гладкости имеем 
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Отметим, что в силу формул (30)—(32) 

	 x W ik uk k= ( ) ,q 	    (37)

где uk  — коэффициент Фурье измеримой ло-
кально суммируемой w -периодической функ-
ции u t( ) , т.е. 
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Поэтому из (36) и (37) получаем 
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Введем новые постоянные, связанные с пе-
редаточной функцией (21) 
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(a  в первом случае не степень, а индекс). В 
теореме 1 были использованы лишь постоянные 
s w s w s w s w1 1

0 0( ) = ( ), ..., ( ) = ( )n n  для разных 
звеньев (см. (8)). Из формулы (39), используя 
обозначения (40), в силу равенства Парсеваля 
для периодических функций находим 
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Извлекая квадратные корни из обеих частей по-
лучившихся неравенств окончательно получаем 
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Новые при a > 0  оценки (42) являются цент-
ральными в развиваемой нами теории. Нетруд-
но проверить, что эти оценки оказываются 
точными.

Вернемся к исходной системе (1), которую 
рассмотрим теперь в более общем виде, разре-
шив нелинейностям содержать производные 
исходных функций 
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Прежде всего для каждого звена Wj  с переда-
точной функцией (9) построим соответствую-
щие постоянные (см. формулы (40)) 
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Потребуем чтобы были выполнены условия 
(сравни с условиями (10)) 

	

f t x x x xj
l m

n n
ln mn

k

n

a

l

( , , ..., , ..., , ..., )( ) ( )
1 1

1 1 1 1

1 0

- - - -

= =

£

£ Â
kk mk

jk
a

k
a

jx t j n
- -

Â
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + =

1

1a j( ) ( ), , ..., ,
	(45)

где a jk
a  — некоторые неотрицательные постоян-

ные, j j t( )  — неотрицательные измеримые w -
периодические функции, суммируемые с квад-
ратом на отрезке 0 £ £t w .

Конечно же, мы требуем чтобы рассматри-
ваемые функции 

	 f t x x x xj
l m

n n
ln mn( , , ..., , ..., , ..., )( ) ( )

1 1
1 1 1 1- - - -

были измеримыми и w -периодическими по t  

  
f t x x x x

f t x

j
l m

n n
ln mn

j

( , , ..., , ..., , ..., )

( ,

( ) ( )+ =

=

- - - -w 1 1
1 1 1 1

1,, ..., , ..., , ..., )( ) ( )x x xl m
n n

ln mn
1

1 1 1 1- - - -
	 (46)

и непрерывными по совокупности переменных 
x x x xl m

n n
ln mn

1 1
1 1 1 1, ..., , ..., , ...,( ) ( )- - - -

 почти при всех 
t.

Для формулировки теоремы 2 составим по 
числам s wj

a( )  и коэффициентам a jk
a  квадратную 

N N¥  - матрицу Q( )w , где 

	 N l m l m l mn n= - + - + + -( ) ( ) ... ( )1 1 2 2 	(47)

и 

	 Q D A.( ) ( )w w= 	    (48)

здесь D( )w  есть диагональная матрица, состоя-
щая из чисел s wj

a( ) , а именно 

	
D( ) diag{ , , ..., ; ...;

, , ..., }

w s s s

s s s

= - -

- -
1
0

1
1

1
1 1 1

0 1 1

l m

n n n
ln mn ,,

	 (49)
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а матрица A  состоит из коэффициентов a jk
a  

следующим образом 

A =

-

- - - -

l m

l m
n n n

l mn n

1 1

11
0

11
1

11
1

1
0

1
1

1
11 1a a a a a a… … …

… … …

…

. . . . . .

. . .. . . .

. . . . . .
… …

… … …

… … …a a a a a a11
0

11
1

11
1

1
0

1
1

1
11 1l m

n n n
l mn n- - - -

Ï

Ì

Ô
ÔÔÔ

Ó

Ô
Ô
Ô

-

- -

                   

… …

ln mn

n n n
l m

nn na a a a a1
0

1
1

1
1 01 1

nn nn
l m

n n n
l m

n n1 1

1
0

1
1

1
1 1

…

… … …

… … …

… … …

…

a

a a a

- -

-

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
-- - -

Ï

Ì

Ô
ÔÔ

Ó

Ô
Ô
Ô

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜

1 0 1 1… …a a ann nn nn
l mn n

˜̃
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

.

		  (50)

Отметим, что матрица A  имеет четко выражен-
ную блочную структуру, причем диагональные 
блоки являются квадратными матрицами. Пер-
вые l m1 1-  строк являются повторением выпи-
санных в определенном порядке коэффициен-
тов Липшица функции f1 , следующие l m2 2-  
строк являются повторением выписанных в 
определенном порядке коэффициентов Липши-
ца функции f2  и т.д.

Теорема 2. Пусть неотрицательная квад-
ратная матрица Q( )w  является a-матрицей, 
это означает, что ее спектральный радиус 
меньше единицы 

 	 sprQ( ) < 1.w 	    (51)

Тогда система (43) имеет по крайней мере 
одно  w -периодическое  решение.  Если  
x t x tn1( ), ..., ( )  — произвольное w -периодическое 
решение системы (43), то x tj ( )  имеет непре-
рывные производные до порядка  

	 q l m j nj j j= - - =1 1, , ..., 	    (52)

(сравни с (14)).
Доказательство основано на том, что перио-

дическое решение x t x tn1( ), ..., ( )  системы (43) 
удовлетворяет следующей системе нелинейных 
интегральных уравнений

	

x t h t s f s x s

x s x

j
a

j
a

j

l m
n

( ) ( ; ) ( , ( ), ...,

( ), ...,

( )

( )

= -Ú
- -

0
1

1
1 1 1

w

w

(( ), ..., ( )) ,
, , ..., ; , ..., .

( )s x s ds
a l m j n

n
ln mn

j j

- -

= - - =

1

0 1 1 1
	 (53)

И наоборот — периодическое решение системы 
(53) является также периодическим решением 

системы (43). Для изучения написанной систе-
мы нелинейных интегральных уравнений рас-
смотрим обобщенное гильбертово пространство 
H= ( ... )2 1 1 1

1
1L l m ln mn

n
- - - - , элементами которого яв-

ляются вектор-функции x t x t x tn( ) = { ( ), ..., ( )}1col ,  
причем каждая компонента (числовая функ-
ция) x tj ( )  имеет абсолютно непрерывные про-
изводные до порядка l mj j- - 2 , а производная 
x t Lj
l mj j- - Œ1

2( ) ( )w . (Конечно, все эти функции 
предполагаются w -периодическими.) В качес-
тве обобщенной нормы элемента x t( )  примем 
вектор [] []x  размерности N  со следующими 
компонентами 

  

[] [] ( ) , ..., ( ) , ...,

( )

( )

( )

( )
x col x t x t

x t

L

l m

L

n L

= Ï
Ì
Ó

- -
1

2
1

1 1 1

2

2

w w

(( )

( )

( )
, ..., ( ) .

w
x tn
ln mn

L w

- - ¸
˝
˛

1

2

	(54)

Обозначим, через F  нелинейный интегральный 
оператор, порожденный правыми частями сис-
темы уравнений (53). Система (53) переписы-
вается в виде одного операторного уравнения 

 	 x x= F 	    (55)

и таким образом речь идет о неподвижной точ-
ке отображения F .

Из условия (45) вытекает, что 

	 [] [] ( )[] [] ,Fx x d£ +Q w 	 (56)

где 

d = { ( ) , ..., ( ) ;...;

( )

1
0

1
2( ) 1

1 1 1
1

2( )

0

2

col s j s j

s j

w w
t t

t

L

l m

L

n n L

- -

(( )w w
s j, ..., ( ) }.1

2( )n
ln mn

n L
t- -

	(57)

Пусть x( )t  есть неподвижная точка отображе-
ния F . Тогда из (55) в силе неравенства (56) 
получаем 

	 [] [] ( )[] [] .x £ +Q w x d  

Из условия (51), как хорошо известно, вытека-
ет, что матрица I - Q( )w  имеет обратную и эта 
обратная матрица является неотрицательной: 
( ( )) 1I - -Q w , получаем оценку 

 	 [] [] ( ( )) .1x d£ - -I Q w 	    (58)

Эта оценка отличается от оценки (17) тем, что в 
нее включены и оценки производных периоди-
ческого решения.

Оценка (58) получена в предположении, что 
система (43) имеет периодическое решение. 
Покажем теперь, что это периодическое реше-
ние действительно существует. Для этого, как 
мы об этом говорили выше, достаточно устано-
вить, что оператор F  имеет неподвижную точ-

А. И. Перов, Л. А. Полякова
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ку. Для достижения поставленной цели мы 
применим принцип неподвижной точки Ша-
удера. Из свойств отображения F  вытекает, что 
оно является компактным в том смысле, что 
каждое ограниченное множество пространства 
H  преобразуется им в компактное множество. 
Обозначим через S  шар из H  с центром в нуле 
и радиуса 

	 r d= ( ( )) .1I - -Q w 	    (59)

Проверим, что 

	 FS SÕ . 	    (60)

Действительно, если x ŒS , то [] []x r£ . Из оцен-
ки (56) в силу (60) вытекает, что

	 [] [] ( )[] [] ( ) = .Fx x d r d r£ + £ +Q Qw w
Осталось сослаться на известный принцип Ша-
удера (см. по этому поводу [4, c.250]).

Рассмотрим теперь вместо (45) более жест-
кое условие — условие Липшица 

      

f t x x x x

f t y

j
l m

n n
ln mn

j

( , , ..., , ..., , ..., )

( , , .

( ) ( )
1 1

1 1 1 1

1

- - - - -

- ..., , ..., , ..., )( ) ( )y y yl m
n n

ln mn

k

n

a

lk mk

1
1 1 1 1

1 0

1

- - - -

= =

- -

£

£ Â Â a jjk
a

k
a

k
ax y j n( ) ( ) , , ..., .-

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ = 1

	 (61)

Из него вытекает, что 

	 [] [] ( )[] [].F Fx y x y- £ -Q w 	 (62)

Так как выполнено основное условие (51), то 
применим обобщенный принцип сжимающих 
отображений [3-4], согласно которому отобра-
жение F  имеет в H  единственную неподвиж-

ную точку и эта неподвижная точка может быть 
получена обычным методом последовательных 
приближений 

 	 x x[ ] [ 1]= , = 1,2, ...,k k kF - 	    (63)

начиная с произвольной точки x[0]  из H , причем 
скорость сходимости характеризуется следую-
щей оценкой 

   
[] [] ( )( ( )) [] [],

= 1,2, ... .

[ ] 1
0 0x x x x- £ - --k k I

k
Q Qw w F

	 (64)

В заключении заметим, что если в условиях 
теоремы 2 функции fj  зависят только от пере-
менных x xn1, ..., , т.е. имеет вид f t x xj n( , , ..., )1 , то 
a jk
a = 0  п р и  a l mk k= 1,..., 1- -  ( е с л и 
l mk k- - ≥1 1 ) и условие (51) для матрицы 
Q( )w  сводятся к условию (12) для матрицы 
Q( )w .
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