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В данной работе вводятся некоммутативные решетки (точнее — некоммутативные верх-
ние полурешетки) как обобщение классических решеток. Операции на некоммутативных 
решетках хорошо формализуют не только накопление, но и замещение знаний в задачах ис-
кусственного интеллекта. Основным результатом здесь является теорема об ассоциативности 
операции некоммутативного объединения. Далее вводятся и изучаются действующие на этих 
решетках логические бинарные отношения. Эти отношения могут быть использованы для 
моделирования немонотонного логического вывода. Доказана теорема о существовании логи-
ческого замыкания отношений на некоммутативных решетках. Получен также ряд вспомога-
тельных результатов, относящихся к общей теории решеток и отношений.

Решетки находят широкое применение в 
формальных системах представления знаний 
[1, 2]. В работах [3, 4] автором был предложен 
и изучен специальный математический аппарат, 
позволяющий рассматривать задачи формали-
зации логического вывода с точки зрения тео-
рии решеток и отношений. Доказаны сущест-
вование и полезные свойства логических отно-
шений на решетках. На основе полученных 
результатов можно строить эффективные про-
цессоры логического вывода, а также осущест-
влять эквивалентные преобразования баз зна-
ний, важнейшим из которых является логичес-
кая редукция. По мнению автора, эта теория 
может получить применение при решении мно-
гих интересных практических задач: автомати-
ческая оптимизация логических программ, ав-
томатизированный анализ и рефакторинг объ-
ектно-ориентированного кода и ряда других.

Однако ее применения ограничены лишь 
системами с так называемой монотонной логи-
кой, вывод в которых означает монотонное на-
копление знаний. Вместе с тем существует го-
раздо больше практических задач искусствен-
ного интеллекта, предполагающих не только 
накопление, но и модификацию получаемых 
знаний. Эти задачи рассматриваются в ряде 
работ (например, [2, 5, 6]). К ним автор хотел 
бы добавить такую интересную область как 
анализ поведенческих свойств и преобразова-
ния императивных алгоритмов, во время рабо-
ты которых информация не только накаплива-
ется, но и часто замещается. Формальная немо-
нотонная логика, по-видимому, может быть 

также применена на решетках типов [2] для 
автоматизации исследования отношений в объ-
ектно-ориентированных системах, где по при-
нципу замещения организуются виртуальные 
свойства и методы. 

Существуют несколько общеизвестных под-
ходов к моделированию немонотонных рассуж-
дений (см. [5, 6] и библиографию в них). В 
настоящей работе предлагается математическая 
теория, основанная на обобщении результатов 
работ [3, 4]. Этот подход, по мнению автора, 
характеризуется более высокой степенью абс-
трагирования и позволяет получить новые ре-
зультаты путем математических исследова-
ний. 

Итак, в данной работе вводятся некоммута-
тивные решетки (фактически — некоммута-
тивные верхние полурешетки) как обобщение 
классических решеток [7]. Операции на неком-
мутативных решетках хорошо формализуют не 
только накопление, но и замещение знаний. 
Основным результатом здесь является теорема 
об ассоциативности операции некоммутативно-
го объединения. Далее вводятся и изучаются 
действующие на этих решетках логические би-
нарные отношения, которые могут быть исполь-
зованы для моделирования немонотонного ло-
гического вывода. Доказана теорема о сущест-
вовании логического замыкания отношений на 
некоммутативных решетках. Получен также ряд 
вспомогательных результатов, относящихся к 
общей теории решеток и отношений. 

Вначале мы приведем некоторые определе-
ния и свойства, связанные с обычными решет-
ками и монотонными отношениями.© Махортов С. Д., 2006
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1. Монотонные логические 
отношения

Пусть F  — решетка с отношением частич-
ного порядка    и операциями пересечения ∩  
и объединения ∪ . Если A B, ŒF  и A B  , то 
будем говорить, что A  содержит B , а B  содер-
жится в A . Символом Õ  обозначим отношение, 
обратное   . Если A B  , но A Bπ , то этот факт 
будем обозначать A B… . Аналогично опреде-
ляется и отношение A BÃ . 

В этом разделе мы рассматриваем бинарные 
отношения на некоторой полной решетке F . 
Обозначим LF  определенное на F  отношение 
включения, задающее частичный порядок эле-
ментов F . Очевидно, отношение включения 
является рефлексивным и транзитивным.

Определение 1.1. Отношение R  на F  назо-
вем ∪ -дистрибутивным (верхне-дистрибутив-
ным или, в контексте настоящей работы, прос-
то дистрибутивным), если из ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ  
следует ( , )A B B R1 2∪ Œ .

Замечание 1.1. Легко видеть, что для дист-
рибутивного отношения R  справедливо 
( , )A B Ri

i
∪ Œ , если ( , )A B Ri Œ  для "i : 1 £ £i n,  

где n  конечно. 
Определение 1.2. Пусть задано некоторое 

отношение R  на полной решетке F . Рассмот-
рим элемент UR ŒF  — объединение всех эле-
ментов F , каждый из которых содержится хотя 
бы в одной паре отношения R . В силу полноты 
решетки такое объединение существует. Алфа-
витом   отношения R  назовем совокупность FR  
всех элементов из F , которые содержатся в 
UR .

Согласно [7], множество FR  является подре-
шеткой F  и, следовательно, может рассматри-
ваться как самостоятельная решетка. Для данно-
го отношения R  на решетке F  обозначим L RF ( )  
— отношение включения на алфавите FR .

Определение 1.3. Отношение R  на F  на-
зывается логическим, если оно содержит L RF ( ),  
транзитивно и дистрибутивно.

Как следует из этого определения, отноше-
ния включения LF  и L RF ( )  сами являются ло-
гическими отношениями. 

В работе [3] проведено подробное исследо-
вание свойств логических отношений на решет-
ках. Здесь мы докажет еще одно полезное ут-
верждение. Суть его в том, что при определении 
рассматриваемого класса логических отноше-
ний условие дистрибутивности можно заме-
нить условием монотонности.

Определение 1.4. Монотонным называется 
такое отношение R  на решетке F , для которо-
го выполнено следующее условие монотоннос-
ти:

если ( , )A B RŒ , то ( , )A A B R∪ Œ  ( , )" ŒA B F .	(1.1)

Лемма 1.1. Отношение R  на F  является 
логическим тогда и только тогда, когда оно со-
держит L RF ( ) , транзитивно и монотонно. 

Доказательство. Предположим вначале, что 
отношение R  - логическое. Если ( , )A B RŒ , то, 
учитывая также соотношение ( , )A A RŒ , с по-
мощью дистрибутивности R  находим, что вер-
но и ( , )A A B R∪ Œ . 

Докажем теперь противоположную часть 
утверждения леммы. Пусть R  содержит L RF ( ),  
транзитивно и таково, что выполнено (1.1). 
Покажем, что в этом случае R  дистрибутивно. 
Для этого рассмотрим пары ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ . 
По условию (1.1) из ( , )A B R1 Œ  следует 
( , )A A B R∪ 1 Œ . Пользуясь транзитивностью 
отношения R , для A B A∪ 1    и ( , )A B R2 Œ  
имеем ( , )A B B R∪ 1 2 Œ . Применяя к этому соот-
ношению условие вида (1.1),  получим 
( , )A B A B B R∪ ∪ ∪1 1 2 Œ .  Отсюда,  так как 
( , )A A B R∪ 1 Œ , в силу транзитивности R  имеем 
( , )A A B B R∪ ∪1 2 Œ . Наконец, учитывая тот 
факт, что ( , )A B B B B R∪ ∪ ∪1 2 1 2 Œ  и применяя 
еще раз транзитивность отношения R , прихо-
дим к соотношению ( , )A B B R1 2∪ Œ , которое 
означает дистрибутивность R . 

Доказанная лемма дает эквивалентное оп-
ределение логического отношения. Новое опре-
деление ориентировано на последовательный 
логический вывод, в то время как исходное 
определение дает больше возможностей для 
моделирования логического вывода с макси-
мальным параллелизмом.

2. Понятие некоммутативной 
решетки

Следуя [7], мы для частично упорядоченных 
множеств (в том числе и решеток) будем разли-
чать понятия наименьшего элемента (он мень-
ше всех) и минимального элемента (для него 
нет меньшего элемента).

Для точки a  элемента A  решетки F  мы 
будем иногда использовать обозначение a AŒ  
(наряду с a AÕ ).

Заметим, что если решетка F  моделирует 
некоторую область знаний, то для элементов 
A B, ŒF  знание A B∪ ŒF  может рассматри-
ваться как объединение знаний A  и B  (точ-
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нее — добавление знаний B  к знаниям A). При 
этом по определению решетки A B B A∪ ∪= . 
Однако в некоторых ситуациях часть знаний B  
может противоречить части знаний A . Наше 
решение состоит в том, чтобы вместо ∪  ввести 
на F  другую операцию. Эта операция часть 
содержимого A  будет замещать противореча-
щей ей частью содержимого B , а остальные 
части — объединять. Тогда, очевидно, комму-
тативность операции будет нарушена. При этом 
знания B  (второй операнд) предполагаются 
более актуальными, чем A . Аналогично можно 
ввести и такую некоммутативную операцию 
объединения, при которой более актуальным 
будет первый операнд.

Пусть F  — полная решетка с относительны-
ми дополнениями, ∆  — ее нижняя грань. За-
фиксируем некоторый элемент X Õ F  и рас-
смотрим множество всех элементов решетки F,  
каждый из которых содержит лишь одну точку 
элемента X  или ни одной. Обозначим это мно-
жество FX . Точки элемента X  будем называть 
несовместимыми точками, а сам X  — элемен-
том несовместимых точек. Эти термины объяс-
няются способом построения множества FX . 

Если A XŒF  содержит точку xa  элемента X,  
то в силу свойств решетки F  справедливо

	 A A xa= ¢ ∪ ,	 (2.1)

где ¢ ŒA XF  — относительное дополнение эле-
мента xa  решетки F  в ее замкнутом интервале 
[ , ]∆ A  (см. [7]). Очевидно, что ¢A  не содержит 
точек элемента X . Вообще, для данного элемен-
та A XŒF  символом A'  будем обозначать соот-
ветствующий элемент в представлении (2.1). 
Всюду в дальнейшем для элементов множества 
FX  мы будем рассматривать представление (2.1) 
в обобщенном смысле, полагая ¢ =A A , xa = ∆,  
если A  не содержит точек X .

Элементам множества FX  будем приписы-
вать определенные состояния, связанные с 
точками X . Если для A XŒF  справедливо 
A Aπ ¢ , то A  всегда имеет состояние xa  (см. 
(2.1)). Если же ¢ =A A , то такой элемент A  в 
зависимости от ситуации способен находиться 
в различных состояниях, но в каждый момент — 
не более чем в одном состоянии. Факт нахожде-
ния элемента A XŒF  в состоянии xa  будем 
обозначать [ ]A xa= . Если состояние A  не опре-
делено (оно пусто), то будем писать [ ]A = ∆ . 
Состояние самого элемента ∆  всегда считается 
пустым. Для C A B= ∩ , A B X, ŒF  положим 
[ ] [ ] [ ]C A B= ∩ . 

Поскольку F  — решетка с относительными 
дополнениями, то для любых A B, ŒF  можно 
определить операцию разности: A B\  - относи-
тельное дополнение элемента A B∩  в замкну-
том интервале [ , ]∆ A . Что касается состояния 
элемента A B\  (при A B X, ŒF ), то в случае 
[ ] [ ]A B=  будем считать, что [ \ ]A B = ∆ , ина-
че — [ \ ] [ ]A B A= .

Далее на множестве FX  введем операцию 
∪X R,  следующим образом. Пусть A B X, ŒF . 
Е с л и  A Aπ ¢  и  [ ]B xb= π ∆ ,  т о 
A B A B xX R b∪ ∪ ∪, = ¢ , в противном случае 
положим A B A BX R∪ ∪, = . Что касается состо-
яния элемента C A BX R= ∪ , , то по определению 
будем считать, что оно всегда совпадает с состо-
янием элемента B , за исключением ситуации, 
когда состояние B  не определено. В этом случае 
оно переходит к C  от A . 

Соответственно введем операцию ∪X L, : 
A B B AX L X R∪ ∪, ,= . 

Легко видеть, что множество FX  инвариан-
тно относительно операций ∪X R, , ∪X L, , а также 
и ∩, \ . Это множество напоминает фактор-про-
странство в F  с классом эквивалентности X . 
Важное отличие в нашем случае состоит в том, 
что точки множества X  не вполне эквивалент-
ны. Они замещают друг друга при выполнении 
операций, но не отождествляются.

Очевидно, введенные нами операции не 
коммутативны. Обычно для некоммутативных 
бинарных операций возникает вопрос вычис-
ления или оценки «коммутатора». В данном 
случае, например для операции ∪X R, , это выра-
жение имеет вид ( ) \ ( ), ,A B B AX R X R∪ ∪ . Не-
трудно проверить, что при A A= '  и B B= ¢  его 
значение равно ∆ , а в остальных случаях сов-
падает с [ ]B .

Ниже будет показано, что каждая из опера-
ций  ∪X R,  и ∪X L,  является ассоциативной. 

Введем оператор dX R, , определенный на 
упорядоченных наборах состояний вида 
x xm1, ..., , где m ≥ 0  и каждый элемент xi  - это 
точка в X  (при этом [ ]x xi i= ) либо xi = ∆  (тог-
да [ ]xi = ∆ ). Итак, dX R mx x x, ( , ..., )1 0= , где x0  
— первый справа непустой элемент набора 
x xm1, ...,  либо ∆ . Аналогично определяется 
dX L, ,  выбирающий первый непустой элемент 
слева.

Лемма 2.1. При любом ассоциативном по-
рядке выполнения операций ∪X R,  справедливо  
с о о т н о ш е н и е  x x x x xX R X R X R m X R m1 2 1∪ ∪ ∪, , , ,... ( , ..., )= d 

x x x x xX R X R X R m X R m1 2 1∪ ∪ ∪, , , ,... ( , ..., )= d .

С. Д. Махортов
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Доказательство. Докажем это утверждение 
с помощью индукции по m ≥ 0 . При m £ 2  оно 
следует непосредственно из определений ∪X R,  
и dX R, . Предположим, что оно верно при любом 
количестве операндов, не превосходящем  не-
которого m , и рассмотрим случай m + 1 .

В этой ситуации объединим в произвольные 
группы наборы смежных операндов исходного 
выражения, так, чтобы каждый операнд попал 
ровно в одну группу. Для нетривиальной ассо-
циативности также требуется, чтобы групп было 
больше одной, и хотя бы одна из них содержала 
более одного операнда. Пусть этих групп ока-
жется p  штук. По построению p m£ и коли-
чество операндов в каждой группе также не 
превосходит m . Поэтому для каждой группы 
выполнено утверждение леммы, и соответствен-
но в группах могут быть получены однозначные 
результаты вычислений. Обозначим их y yp1, ...,  
и вместо x xX R X R m1 1∪ ∪, ,... +  рассмотрим выра-
жение y yX R X R p1 ∪ ∪, ,... , где p m£ . Для него 
также выполнено предположение индукции, 
т.е. y y y yX R X R p X R p1 1∪ ∪, , ,... ( , ..., )= d .

Для доказательства леммы осталось прове-
рить, что при любом описанном способе груп-
п и р о в а н и я  о п е р а н д о в  с п р а в е д л и в о 
d dX R p X R my y x x, ,( , ..., ) ( , ..., )1 1 1= + . Если при этом 
все состояния x xm1 1, ..., +  пусты, то очевидно, что 
d dX R p X R my y x x, ,( , ..., ) ( , ..., )1 1 1= = ∆+ .  Поэтому 
рассмотрим нетривиальный случай. По опреде-
лению имеем dX R mx x x, ( , ..., )1 1 0+ = , где x0  — пер-
вый справа непустой элемент набора x xm1 1, ..., .+  
Рассмотрим группу G0 , в которую вошел эле-
мент x0 . Очевидно, что все группы Gj , распо-
ложенные правее G0 , состоят лишь из пустых 
элементов. Поэтому соответствующие им зна-
чения yj  также пусты. Кроме того, и в самой 
группе G0  элемент x0  - первый справа непустой. 
Применяя для вычислений в G0  предположение 
индукции, получим, что результат в этой группе 
равен x0 . Таким образом, первый справа непус-
той элемент в наборе y yp1, ...,  равен x0 . Это и 
означает, что dX R py y x, ( , ..., )1 0= . 

Аналогично доказывается, что при любом 
порядке выполнения операций ∪X L,  справед-
ливо x x x x xX L X L X L m X L m1 2 1∪ ∪ ∪, , , ,... ( , ..., )= d .

Лемма 2.2. Пусть A Am X1, ..., ŒF , m ≥ 0 . 
Рассмотрим выражение C A A AX R X R X R m= 1 2∪ ∪ ∪, , ,...  

C A A AX R X R X R m= 1 2∪ ∪ ∪, , ,... .  Введем обозначения a Ai i= [ ]  и 
a a aX R m0 1= d , ( , ..., ) . Тогда при любом ассоциа-
тивном порядке выполнения операций ∪X R,  
справедливо: если существует такое j , что 

¢ πA Aj j , то C A A A am= ¢ ¢ ¢1 2 0∪ ∪ ∪ ∪... , иначе 
C A A Am= ¢ ¢ ¢1 2∪ ∪ ∪... . Кроме того, в любом слу-
чае [ ]C a= 0 .

Доказательство. Как и выше, воспользуется 
индукцией по m ≥ 0 . При m £ 2  утверждение 
леммы так же непосредственно вытекает из 
определений ∪X R,  и dX R, . Предположим, что 
оно справедливо при любом количестве операн-
дов, не превосходящем  некоторого m . Рассмот-
рим случай m + 1 .

Заметим вначале, что если все ¢ =A Aj j , 
j m= +1 1, ..., , то по определению операции 
∪X R,  при любом порядке вычислений будем 
иметь C A Am= ¢ ¢ +1 1∪ ∪... . Поэтому осталось рас-
смотреть альтернативный вариант. В этом вари-
анте хотя бы один элемент набора A Am1 1, ..., +  
имеет непустое состояние. Обозначим его A0 . 
Очевидно, что [ ]A a0 0= , где a0  определен в ус-
ловии леммы.

Объединим в группы наборы смежных опе-
рандов соответствующего выражения C  таким 
образом, чтобы каждый операнд находился 
ровно в одной группе. Для исключения триви-
альных случаев потребуем, чтобы групп было 
больше одной, и хотя бы одна из них содержала 
более чем один операнд. Предположим, что 
групп оказалось p  штук. По их построению 
p m£ и количество операндов в группе не 
превосходит m . Следовательно, для каждой 
группы выполнено утверждение леммы, и в 
группах могут быть получены однозначные 
результаты вычислений. Обозначим их Y Yp1, ...,
. Тогда, по предположению индукции, если 
некоторая группа Gk  состоит из смежных эле-
м е н т о в  A Ak kl1, ..., ,  т о  ¢ = ¢ ¢Y A Ak k kl1 ∪ ∪...  и 
[ ] ([ ], ...,[ ]),¢ = ¢ ¢Y A Ak X R k kld 1 .

Напомним, что мы рассматриваем такой 
вариант, когда для некоторого j  справедливо 
A Aj jπ ¢ . Поэтому для некоторой группы Gk0  
(содержащей элемент Aj ) по предположению 
индукции выполнено Y Yk k0 0π ¢ . Этим фактором 
ниже будет определяться вид окончательного 
результата вычислений над Y Yp1, ..., . 

Итак, наряду с выражением C  рассмотрим 
выражение Y YX R X R p1 ∪ ∪, ,... , где p m£ . Для 
него также выполнено предположение индук-
ции, т.е. Y Y Y Y yX R X R p p1 1 0∪ ∪ ∪ ∪ ∪, ,... ...= ¢ ¢ , где 
y Y YX R p0 1= d , ([ ], ...,[ ]) . Подставляя вместо ¢Yk  их 
выражения через исходные операнды, получим 
Y Y A A yX R X R p k1 1 1 0∪ ∪ ∪ ∪ ∪, ,... ...= ¢ ¢+ .

Чтобы доказать требуемое представление 
для C , осталось установить равенство y a0 0= . 

Некоммутативные решетки и немонотонные логические отношения
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Для этого рассмотрим группу G0 , в которую 
вошел элемент A0  (см. выше). Результат вычис-
лений в группе G0  обозначим Y0 . Очевидно, что 
все группы Gj , расположенные правее G0 , со-
стоят лишь из элементов с пустыми состояния-
ми. Поэтому соответствующие им значения [ ]Yj  
также пусты. Кроме того, и в самой группе G0  
элемент A0  — первый справа с непустым состо-
янием. Применяя для вычислений в G0  пред-
положение индукции, получим, что [ ]Y a0 0= . 
Таким образом, первый справа непустой эле-
мент в наборе [ ], ...,[ ]Y Yp1  равен a0 . Это и озна-
чает, что y a0 0= .

Рассмотрим, наконец, вопрос о состоянии 
элемента C , который вычисляется в соответс-
твии со сделанным разбиением операндов на 
группы. Состояние C  также может быть полу-
чено с помощью предположения индукции, 
которое сначала применяется к каждой группе, 
а затем к результатам групп, т.е. [ ]C y= 0 . Если 
состояния не всех элементов A Am1 1, ..., +  пусты, 
то a0 π ∆  и, как показано выше, y a0 0= . В про-
тивном случае для каждого Yk  справедливо 
[ ]Yk = ∆ .  С о о т в е т с т в е н н о 
y Y Y aX R p0 1 0= = ∆ =d , ([ ], ...,[ ]) .

Аналогичная лемма справедлива и для опе-
рации ∪X L, .

Из леммы 2.2 непосредственно вытекает
Теорема 2.1. Операции ∪X R,  и ∪X L,  ассоци-

ативны. 
Определение 2.1. Операцию ∪X R,  назовем 

некоммутативным объединением с правым 
приоритетом, операцию ∪X L,  — некоммутатив-
ным объединением с левым приоритетом. 

Замечание 2.1. Пусть A B X, ŒF . Нетрудно 
заметить, что A B A BX R∪ ∪, Õ  в контексте 
решетки F . Если же [ ] [ ]A B= , то A B A BX R∪ ∪, =   

A B A BX R∪ ∪, = .
Аналогичное замечание справедливо и для 

операции ∪X L, .
Замечание 2.2. Из определения этих опера-

ций очевидным образом следуют также соотно-
шения B A BX RÕ ∪ ,  и A A BX LÕ ∪ , .

В дальнейшем мы будем рассматривать в 
основном одну из этих двух операций — ∪X R, , 
обозначая ее для краткости ∪X  и используя 
полные обозначения лишь при необходимости. 
Аналогично вместо dX R,  будем писать dX .

Определение 2.2. Множество FX  с введен-
ными на нем некоммутативными операциями 
∪X R, , ∪X L, , а также исходной операцией пере-
сечения ∩ , назовем верхне-некоммутативной 

(в контексте настоящей работы — просто не-
коммутативной) решеткой, порожденной дан-
ным элементом X  решетки F .

Нетрудно заметить, что при X = ∆  решетка 
FX  совпадает с F . Таким образом, понятие не-
коммутативной решетки шире понятия обычной 
решетки.

Рассмотрим некоторые детали связи неком-
мутативного объединения ∪X  с обычной опе-
рацией ∪ .

Определение 2.3. Выражение (некоммута-
тивное объединение) A BX∪  называется нор-
мализованным, если из двух элементов A B,  
точку элемента X  содержит не более чем один 
элемент.

Замечание 2.4. Очевидно, что для нормали-
зованного объединения справедливо A B A B B AX∪ ∪ ∪= = 

A B A B B AX∪ ∪ ∪= = .
Из определения операции ∪X  следует, что 

если для A B X, ŒF  выполнено ¢ πA A  и ¢ πB B,  
то имеет место равенство A B A BX X∪ ∪= ¢ . 
Если же ¢ =A A  либо ¢ =B B , то объединение 
A BX∪  уже нормализовано. Это позволяет 
сделать вывод о том, что выражение вида 
A BX∪  всегда может быть заменено равнознач-
ным ему нормализованным.

Возможно обобщение понятия нормализа-
ции на случай m .

О п р е д е л е н и е  2 . 4 .  О б ъ е д и н е н и е 
A AX X m1 ∪ ∪... , в котором не более чем один 
элемент содержит точку элемента X , называет-
ся нормализованным.

Справедлива следующая
Лемма 2.3.  Любое выражение вида 

A AX X m1 ∪ ∪...  может быть заменено равно-
значным ему нормализованным. Новое выра-
жение получается из исходного таким образом, 
что каждый операнд Aj  со свойством A Aj jπ ¢  
заменяется на ¢Aj , за исключением крайнего 
правого  из таковых, а остальные операнды 
сохраняются.

Доказательство. Если операндов с указан-
ным свойством в выражении нет или он только 
один, то оно само является нормализованным. 
В противном случае в силу леммы 2.2 имеем 
A A A A A aX X m m1 1 2 0∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪... ...= ¢ ¢ ¢ . Заме-
тим, что по определению элемент a0  представ-
ляет собой состояние такого Ai , который в на-
боре A Am1, ...,  расположен не левее чем крайний 
справа элемент Aj  со свойством A Aj jπ ¢ . В пре-
дельном случае возможно лишь равенство 
[ ]A aj = 0 . Описанное же в лемме преобразование 
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затрагивает лишь те операнды исходного выра-
жения, которые расположены левее чем Aj . 
Следовательно, оно сохраняет как способ вы-
числения выражения, так и саму величину 

¢ ¢ ¢A A A am1 2 0∪ ∪ ∪ ∪... . 
Аналогичным образом можно определить 

некоммутативную решетку, порожденную не 
одним элементом X , а их счетным множеством 
{ }Xm . В этом случае состояния элементов опре-
деляются векторами, компоненты которых со-
ставлены из точек множеств { }Xm . Для таких 
решеток утверждения и доказательства насто-
ящей работы будут более громоздкими, но при-
нципиальных новшеств не принесут. 

3. Отношения  
на некоммутативных решетках

Пусть R  — бинарное отношение на некото-
ром множестве F . Для каждой упорядоченной 
пары ( , )a b RŒ  элемент a  будем называть левой 
частью, а элемент b  — ее правой частью.

Хорошо известно, что для любого отношения 
R  существует замыкание относительно свойств 
рефлексивности и транзитивности, которое 
называется рефлексивно-транзитивным замы-
канием (РТЗ). Нам понадобится теоретико-
множественное описание всей совокупности 
элементов РТЗ.

Определение 3.1. Пусть даны элементы 
a b F, Œ  и некоторое отношение R  на F . Если 
существует упорядоченный набор элементов 
r b bm= ( , ..., )1  (b b Fm1, ..., Œ , 0 £ < •m ), такой, 
что ( , ),( , ), ...,( , )a b b b b b Rm1 1 2 Œ  (в случае ( , )a b RŒ  
предполагается m = 0 ), то указанный набор 


r  

будем называть транзитивной цепочкой (длины 
m ), соединяющей a  и b  в R .

Пусть a b F, Œ  и R1  — транзитивное отноше-
ние на F . Очевидно, что если существует тран-
зитивная цепочка 


rab , соединяющая a  и b  в R1,  

то ( , )a b RŒ 1 .
Справедлива также следующая
Лемма 3.1. Для данного отношения R  на F  

рефлексивно-транзитивное замыкание пред-
ставляет собой объединение R*  множества всех 
рефлексивных пар ( , )a a  (a FŒ ) с множеством 
всех упорядоченных пар a b F, Œ , для которых 
существует соединяющая их транзитивная це-
почка в R .

Несложное доказательство этой леммы из-
ложено в [3]. 

Замечание 3.1. Из леммы 3.1 непосредствен-
но следует свойство: если R R1 2Õ , то R R1 2

* *Õ .

Наряду с транзитивным замыканием мы 
будем использовать также понятие транзитив-
ной редукции данного отношения R . Это мини-
мальное отношение R0  среди тех отношений, 
транзитивное замыкание которых совпадает с 
транзитивным замыканием R . В [8] приведен 
алгоритм построения транзитивной редукции 
ориентированных графов (следовательно, и 
конечных отношений); показано, что эта задача 
вычислительно эквивалентна задаче построе-
ния транзитивного замыкания, и доказана 
единственность транзитивной редукции ацик-
лического графа.

Перейдем к определению логических бинар-
ных отношений на некоммутативных решетках. 

Обозначим LF  естественным образом опре-
деленное на F  отношение включения, задаю-
щее частичный порядок элементов F . Обозна-
чим также  LF X,  отношение включения на не-
коммутативной решетке FX , порожденной не-
которым элементом X ŒF . Понятие отношения 
LF X,  требует уточнений, связанных с механиз-
мом состояний элементов решетки FX .

Определение 3.2. Отношение LF X,  состоит 
из всех таких упорядоченных пар ( , )A B  элемен-
тов A B X, ŒF , что A B   и [ ] [ ]A B= .

Замечание 3.2. Если ( , ) ,A B LF XŒ , то спра-
ведливо A B AX∪ = . Это легко следует из оп-
ределения операции UX  (см. п. 2).

Определение 3.3. Пусть R  - произвольное 
отношение на FX . Рассмотрим совокупность 
всех элементов FX , которые содержатся в эле-
ментах пар отношения R . Построим далее 
всевозможные некоммутативные объединения 
этих элементов. Полученное множество FX R( )  
назовем алфавитом отношения R  на FX .

Замечание 3.3. Нетрудно показать, что мно-
жество FX R( )  образует некоммутативную под-
решетку в FX .

Для произвольного отношения R , заданно-
го на некоммутативной решетке FX , обозначим 
L RF X, ( )  — подмножество отношения включения 
LF X,  на алфавите FX R( ) .

Определение 3.4. Псевдомонотонным на-
зывается такое отношение R  на решетке FX , 
для которого выполнено следующее условие 
псевдомонотонности:

	 если ( , )A B RŒ ,  
	 то ( , ) ( , ).A A B R A BX X∪ Œ " ŒF 	

(3.1)

Определение 3.5. Отношение R  на FX  на-
зывается логическим, если оно содержит 
L RF X, ( ) , транзитивно и псевдомонотонно.

Некоммутативные решетки и немонотонные логические отношения
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Как следует из этого определения и замеча-
ния 3.2, отношения включения LF X,  и L RF X, ( )  
сами являются логическими отношениями.

Рассматриваемый в данном разделе тип 
логических отношений относится к так называ-
емым немонотонным отношениям, т.к. не для 
любой пары ( , )A B RŒ  обязано выполняться 
( , )A A B R∪ Œ . Используемое здесь понятие 
логического отношения не основывается на 
свойстве дистрибутивности, в отличие от того, 
как это было в п. 1 для монотонных отношений. 
Оно сформулировано в стиле леммы 1.1. Дело в 
том, что в силу природы немонотонных отноше-
ний для них в общем случае свойство дистри-
бутивности оказывается невыполненным. Это 
не удивительно, поскольку немонотонный ло-
гический вывод содержит существенно меньше 
возможностей для параллельного моделирова-
ния, чем монотонный. Тем не менее, справед-
лива следующая лемма, говорящая о локальной 
дистрибутивности немонотонных логических 
отношений, т. е. дистрибутивности в пределах 
одного состояния элементов решетки.

Лемма 3.2. Пусть R  — логическое отноше-
ние на FX  и A B B X, ,1 2 ŒF , причем [ ] [ ] [ ].A B B= =1 2 

[ ] [ ] [ ].A B B= =1 2  Тогда из ( , ),( , )A B A B R1 2 Œ  следу-
ет ( , )A B B RX1 2∪ Œ .

Доказательство. Согласно замечанию 2.1, в 
условиях настоящей леммы имеем B B B BX1 2 1 2∪ ∪=  

B B B BX1 2 1 2∪ ∪= . Поскольку также A B A BX∪ ∪1 1=  
и A B A BX∪ ∪2 2= , то для рассматриваемых 
элементов A B B, ,1 2  условие псевдомонотоннос-
ти (3.1) превращается в условие монотонности 
вида (1.1). Поэтому, повторяя вторую часть 
д о к а з а т е л ь с т в а  л е м м ы  1 . 1 ,  п о л у ч и м 
( , )A B B R1 2∪ Œ . Но, поскольку в нашем случае 
B B B BX1 2 1 2∪ ∪= , лемма доказана. 

Определение 3.6. Логическим замыканием 
отношения R , заданного на FX , называется 
наименьшее логическое отношение, содержа-
щее R . 

Попробуем выяснить структуру немонотон-
ного логического отношения.

Определение 3.7. Пусть R  — отношение на 
некоммутативной решетке FX .  Будем говорить, 
что элементы A B X, ŒF  верхне-дистрибутивно 
(в контексте настоящей работы — просто дист-
рибутивно) связаны в R , если существует 
упорядоченная пара ( , )A B R1 1 Œ , такая, что 
A A  1 , [ ] [ ]A A= 1  и B A BX= ∪ 1 .

Замечание 3.4. Очевидно, что если ( , ) ,A B RŒ  
то пара ( , )A A BX∪  дистрибутивно связана в R.

Лемма 3.3. Если R  — логическое отношение 
на FX  и пара ( , )A B  дистрибутивно связана в R,  
то ( , )A B RŒ . 

Доказательство. Поскольку отношение R  
содержит L RF X, ( ), то в условиях леммы ( , ) .A A R1 Œ  
Далее, так как ( , )A B R1 1 Œ  и отношение R  удов-
летворяет (3.1), имеем ( , )A A B RX1 1 1∪ Œ . Отсю-
да, пользуясь транзитивностью R , получим 
( , )A A B RX1 1∪ Œ . Применяя к последнему со-
отношению условие вида (3.1), находим, что 
( , )A A A B RX X∪ ∪1 1 Œ . Наконец, поскольку 
A A AX∪ 1 =  (см. замечание 3.2), то в силу ас-
социативности операции ∪X  (теорема 2.1), 
имеем A A B A BX X X∪ ∪ ∪1 1 1= . Таким обра-
зом, ( , )A A B RX∪ 1 Œ , что и требовалось дока-
зать. 

Определение 3.8. Пусть R  — произвольное 
отношение на FX  и выбраны два элемента 
A B X, ŒF . Пусть также существует упорядочен-
н ы й  н а б о р  э л е м е н т о в  


r B BAB m= ( , ..., )1  

( , ...,B Bm X1 ŒF , 0 £ < •m ), такой, что в после-
довательности ( , ),( , ), ...,( , )B B B B B Bm m0 1 1 2 1+ , где 
B A B Bm0 1= =+, , каждая пара принадлежит 
L RF X, ( )  либо дистрибутивно связана в R  (в 
случае m = 0  это сама пара ( , )A B ). Тогда ука-
занный набор 


rAB  будем называть логической 

цепочкой (длины m ), соединяющей A  и B  в 
R . Пару ( , )A B  при этом будем называть логи-
чески связанной в R .

Замечание 3.5. По определению 3.8, если 
( , ) ( ),A B L RF XŒ , то пара ( , )A B  логически свя-
зана в R .

Замечание 3.6. Из леммы 3.3 вытекает, что 
если R  — логическое отношение на FX  и пара 
( , )A B  логически связана в R , то ( , )A B RŒ . 

Рассмотрим свойства некоторых операций 
над логическими цепочками.

Определение 3.9. Пусть дано отношение R  
на FX  и выбраны элементы A B C X, , ŒF . Пусть 
существуют логические цепочки 


rAB  и 


rBC , со-

единяющие соответственно ( , )A B  и ( , )B C  в R
. Цепочка 

  
r r rAC AB BC= , составленная последо-

вательно из 
 
r B rAB BC, , , называется транзитив-

ным  объединением цепочек 

rAB  и 


rBC .

Замечание 3.7. Очевидно, 
  
r r rAC AB BC=  яв-

ляется логической цепочкой, соединяющей 
( , )A C  в R . Таким образом, если ( , )A B  и ( , )B C  
логически связаны в R , то и пара ( , )A C  логи-
чески связана в R .

В работе [3] при исследовании монотонных 
логических отношений наряду с операцией 
транзитивного объединения логических цепо-
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чек введено также и понятие суммы цепочек. 
Свойства суммы логических цепочек во многом 
обусловлены дистрибутивностью логических 
отношений. Поскольку рассматриваемые в 
данном разделе немонотонные отношения в 
общем случае не обладают свойством дистрибу-
тивности, то и аналоги сумм цепочек «работают» 
лишь в локальном смысле (см. лемму 3.2), ког-
да все элементы цепочек имеют одно и то же 
состояние. 

Определение 3.10. Пусть задано произволь-
ное отношение R  на FX  и выбраны элементы 
A B C D X, , , ŒF , такие, что существуют логичес-
кие цепочки 


r B BAB m= ( , ..., )1  и 


r D DCD p= ( , ..., ),1  

соединяющие соответственно ( , )A B  и ( , )C D  в 
R ,  причем [ ] [ ] ... [ ] [ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]A B B B C D D Dm p= = = = = = = = =1 1 

[ ] [ ] ... [ ] [ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]A B B B C D D Dm p= = = = = = = = =1 1 . Пусть для опреде-
ленности m p≥ .  Суммой цепочек 


rAB  и 


rCD  

называется цепочка 
 

∪ ∪ ∪ ∪r r B D B D B D B DAB CD X p X p p X p m X p+ = +( , ..., , , ..., )1 1 1 
∪ ∪ ∪ ∪r r B D B D B D B DAB CD X p X p p X p m X p+ = +( , ..., , , ..., )1 1 1  .

Замечание 3.8. Аналогично работе [3] мож-
но показать, что 

 
r rAB CD+  является логической 

цепочкой, соединяющей ( , )A B C DX X∪ ∪  в 
R.

Определение 3.11. Пусть даны логические 
цепочки 


r B BAB m= ( , ..., )1  и 


r C CAC p= ( , ..., )1 , 

соединяющие соответственно ( , )A B  и ( , )A C  в 
R ,  причем [ ] [ ] ... [ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]A B B B C C Cm p= = = = = = = =1 1  

[ ] [ ] ... [ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ]A B B B C C Cm p= = = = = = = =1 1 . Дистрибутивным объединени-
ем цепочек 


rAB  и 


rAC  называется цепочка   

r r rA B C AB AC( )+ = + .
Замечание 3.9. Поскольку дистрибутивное 

объединение — это частный случай суммы, то 
rA B C( )+  является логической цепочкой, соединя-
ющей ( , )A B CX∪  в R .

Введенные над логическими цепочками 
операции легко могут быть распространены на 
конечное число операндов с сохранением ука-
занных свойств.

Перейдем к доказательству существования 
логических замыканий отношений на неком-
мутативных решетках.

Теорема 3.1. Для произвольного отношения 
R  на некоммутативной решетке FX  логическое 
замыкание существует и представляет собой 
множество RLX  всех упорядоченных пар 
A B X, ŒF , логически связанных в R .

Доказательство. В силу замечания 3.5 опре-
деленное в условии теоремы отношение RLX  
содержит L RF X, ( ). Докажем, что отношение RLX  
транзитивно. Пусть ( , ),( , )A B B C RLXŒ . Тогда 
существуют логические цепочки 


rAB  и 


rBC , со-

единяющие соответственно ( , )A B  и ( , )B C  в R.  
Рассмотрим цепочку 

  
r r rAC AB BC=  — транзитив-

ное объединение исходных цепочек. Согласно 
замечанию 3.6, 


rAC  является логической цепоч-

кой, соединяющей A  и C  в R . Следовательно, 
( , )A C RLXŒ , т.е. определенное в теореме отно-
шение транзитивно. Наконец, из замечания 3.4 
следует, что RLX  удовлетворяет условию (3.1). 

Таким образом, отношение RLX  - логичес-
кое. Покажем теперь, что R RLX   . Пусть 
( , )A B RŒ . Тогда в силу замечания 3.4 пара 
( , )A A BX∪  дистрибутивно связана в R  и соот-
ветственно ( , )A A B RX

LX∪ Œ .  Поскольку 
A B BX∪    (см. замечание 2.2) и RLX  содержит 
L RF X, ( ) , то ( , )A B B RX

LX∪ Œ . Наконец, в силу 
доказанной выше транзитивности RLX , получим 
( , )A B RLXŒ .

Итак, логическое отношение RLX  содержит 
R . Осталось показать, что оно наименьшее из 
таковых. Пусть R1  — любое другое логическое 
отношение, содержащее R . Пусть также 
( , )A B RLXŒ . Тогда, поскольку существует со-
единяющая ( , )A B  в R RÕ 1  логическая цепочка 
rAB , то в силу замечания 3.6 ( , )A B RŒ 1 . Таким 
образом, R RLX Õ 1 .
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