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К спектральной теории линейных отношений  
на вещественных банаховых пространствах*

А. С. Загорский

Воронежский государственный университет

В данной статье рассматриваются спектральные свойства линейных отношений (много-
значных линейных операторов) на вещественных банаховых пространствах и их комплекси-
фикациях.

1. Введение

В большинстве известных монографий (см. 
например, [1—8]), в которых подробно излага-
ется, либо существенно используется спект-
ральная теория линейных операторов в банахо-
вых пространствах, их авторы, как правило, 
предполагают, что эти пространства являются 
комплексными, либо указывают на возмож-
ность комплексификации вещественного бана-
хова пространства. Тем не менее при построении 
спектральной теории линейных операторов в 
вещественных банаховых пространствах иног-
да необходимо подробно отслеживать переход 
в комплексификацию пространства и обратный 
переход.

В данной статье рассматриваются некоторые 
вопросы спектральной теории линейных отно-
шений (многозначных линейных операторов) 
и, в частности, линейных операторов на вещес-
твенных банаховых пространствах (в § 2 дана 
сводка используемых понятий и результатов из 
теории линейных отношений).

В § 4 вводится в рассмотрение комплексная 
резольвента и осуществляется построение фун-
кционального исчисления для линейных отно-
шений на вещественных банаховых пространс-
твах. Применение построенного функциональ-
ного исчисления осуществляется в двух направ-
лениях. Так в § 5 по секториальному линейному 
отношению с помощью его комплексной резоль-
венты строится голоморфная полугруппа опе-
раторов. В этом же параграфе получена спект-
ральная теорема: по спектральной компоненте 
из комплексного спектра линейного отношения 
осуществляется его разложение в прямую сум-
му частей отношения с непересекающимися 
спектрами.

2. Некоторые сведения из теории 
линейных отношений

Приводимые в этом параграфе понятия и 
результаты из теории линейных отношений 
содержаться в работах [7—10].

В этой статье символами X Y,  обозначаются 
линейные пространства, рассматриваемые над 
полем K R C= { , } , т.е. либо K R= , либо K C= .  
Через K  обозначим расширение поля K  с по-
мощью точки { }• .

Определение 2.1. Любое линейное подпро-
странство A X YÕ ¥  называется линейным 
отношением между линейными пространства-
ми X  и Y  (линейным отношением на про-
странстве X , если Y X= ). Если X Y,  — ба-
наховы пространства и подпространство A  
замкнуто в X Y¥ , то A  называется замкну-
тым линейным отношением.  

Подпространство D A x X( ) = { :Œ  сущест-
вует y YŒ  такой, что ( , ) }x y AŒ , являющееся 
(канонической) проекцией A  на X , называ-
ется областью определения линейного отноше-
ния A X YÕ ¥ . Через Ax,  где x D AŒ ( ) , обоз-
начим множество { : ( , ) }y Y x y AŒ Œ ; кроме 
того, Ker { ( ) : ( , ) }A x D A x A= Œ Œ0  — ядро от-
ношения A  и Im { : ( , )A y Y x y A= Œ Œ  для не-
которого x D A Ax

x D A

Œ =
Œ

( )}
( )
∪  — область его 

значений, являющееся проекцией A  на Y . 
Отметим, что Ax y A= 0+  для любого y AxŒ . 
Для любого подмножества M XÕ  полагается 
A M Ax

x M

( ) =
Œ
∪ .

Суммой  двух линейных отношений 
A B X Y, Õ ¥  называется линейное подпро-
странство из X Y¥  вида A B x y X Y x D A D B y Ax Bx+ Œ ¥ Œ « Œ += {( , ) : ( ) ( ), } 

A B x y X Y x D A D B y Ax Bx+ Œ ¥ Œ « Œ += {( , ) : ( ) ( ), } . Зна-
чит, D A B D A D B( ) = ( ) ( )+ « , и под Ax Bx+  
понимается алгебраическая сумма двух мно-
жеств Ax , Bx .

Произведением линейных отношений 
A X Y Y ZÕ ¥ Õ ¥, , где Z  — линейное про-
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странство, называется линейное подпространст
во из X Z¥  вида BA x z X Z= {( , ) :Œ ¥  сущест
вует y D B YŒ Õ( )  такой, что ( , ) ,( , ) }x y A y z BŒ Œ .

Обратным  к линейному отношению 
A X YÕ ¥  называется линейное отношение 
A y x Y X x y A Y X- Œ ¥ Œ Õ ¥1 = {( , ) : ( , ) } .

Каждое линейное отношение A X YÕ ¥  
является графиком многозначного отображения 
A D A X Y : ( ) 2Õ Æ , где Ax Ax Y = 2Œ . В даль-
нейшем они отождествляются, и для их обозна-
чения используется один и тот же символ A . 
Множество линейных отношений между X  и 
Y  обозначим через LR X Y( , ) ; если же X Y= , 
то положим LR X LR X X( ) = ( , ) . При этом мно-
жество линейных операторов LO X Y( , ) , дей
ствующих из X  в Y  считается включенным 
(при отождествлении их с графиком) в LR X Y( , ).  
Если X Y= , то положим LO X LO X X( ) = ( , ).

До конца этого параграфа X Y,  — банаховы 
пространства.

Множество замкнутых линейных отноше-
ний на X  обозначим через LRC X( ) . Таким 
образом, если EndX  — банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндомор-
физмов), действующих в X , то End ( ) ( )Ã ÃLO X LR X 

End ( ) ( )Ã ÃLO X LR X .
Отношение A LR X YŒ ( , )  называется инъ-

ективным, если Ker { }A = 0 , и сюрьективным, 
если ImA Y= .

Замкнутое отношение A LR XŒ ( )  называет-
ся непрерывно обратимым, если оно одновре-
менно инъективно и сюрьективно, и тогда 
A X- Œ1 End .

В следующем определении и в дальнейшем 
символ I , как правило, используется для обоз-
начения тождественного оператора в любом из 
рассматриваемых банаховых пространств. В 
выражении «линейное отношение» слово «ли-
нейное» будет часто опускаться.

Определение 2.2 Пусть X  — банахово про-
странство, рассматриваемое над полем 
K R C= { , } . Резольвентным множеством от-
ношения A LR XŒ ( )  называется множество 
r( )A  всех l ŒK , для которых ( ) End .A I X- Œ-l 1  
Спектром отношения A LR XŒ ( )  называется 
множество s r( ) = ( )A AK \ .  

Множество r( )A  открыто, спектр s( )A  от-
ношения A LR XŒ ( )  замкнут.

О п р е д е л е н и е  2 . 3  О т о б р а ж е н и е 
R A A X R A A I A( , ) : ( ) End , ( , ) ( ) , ( )◊ Õ Æ = - Œ-r l l l rK 1  

R A A X R A A I A( , ) : ( ) End , ( , ) ( ) , ( )◊ Õ Æ = - Œ-r l l l rK 1  называется резольвентой отношения 
A LR XŒ ( ) .

Резольвента отношения A LR XŒ ( )  являет-
ся псевдорезольвентой в общепринятом смысле 
(см. следующее определение), при этом 
Ker( , ) , Im( , ) ( ) ( )l l l r0 0 00A A A D A A= = " Œ .

О п р е д е л е н и е  2 . 4 .  О т о б р а ж е н и е 
R X: EndW Õ ÆK , удовлетворяющее равенс-
т в у  ( т о ж д е с т в у  Г и л ь б е р т а ) 
R R R R( ) ( ) = ( ) ( ) ( ), ,1 2 1 2 1 2 1 2l l l l l l l l- - ŒW  
называется псевдорезольвентой.  

Теорема 2.1  Любая псевдорезольвента 
R X: EndW Æ  является резольвентой некото-
рого линейного отношения A LR XŒ ( ) , W Õ r( )A  
и отношение A  определяется равенством 
A R I= ( ) , ,0

1
0 0l l l- + ŒW  причем правая часть 

не зависит от выбора l0 .  
Определение 2.5. Расширенным спектром 

отношения A LR XŒ ( )  называется подмножес-
тво s( )A  из K , которое совпадает с обычным 
спектром s( )A , если A XŒEnd  и равное s( ) { }A » • 

s( ) { }A » • , если A XŒ End . Расширенным резоль-
вентным множеством отношения A LR XŒ ( )  
называется множество   r s( ) = ( )A AK \ .  

Следующие два определения инвариантных 
подпространств, вообще говоря, не эквивален-
тны.

Определение 2.6. Линейное замкнутое под-
пространство X X0 Õ  назовем инвариантным 
для отношения A LR XŒ ( )  с непустым резоль-
вентным множеством r( )A , если X0  инвари-
антно относительно всех операторов R A A( , ), ( )l l rŒ 

R A A( , ), ( )l l rŒ . Сужением отношения A LR XŒ ( )  на 
инвариантное подпространство X0  назовем 
отношение A LR X0 0( )Œ , резольвентой которо-
го  является сужение R A X R R A X A0 0 0 0: ( ) End , ( ) ( , ) | , ( )r l l l rÆ = Œ 

R A X R R A X A0 0 0 0: ( ) End , ( ) ( , ) | , ( )r l l l rÆ = Œ  р е з о л ь в е н т ы 
R A A X(, ) : ( ) End◊ Ær   на X0  и обозначим его 
через A A X0 0= | .  

Корректность определения сужения следует 
из теоремы 2.1.

Определение 2.7.  Линейное замкнутое 
подпространство X X0 Õ  назовем инвариан-
тным для отношения A LR XŒ ( ) ,  если
Ax X« π ∆0 для любого вектора  x X D AŒ «0 ( ).  
Отношение A A X X LR X0 0 0 0= ( ) ( )« ¥ Œ  назо-
вем сужением (или частью) отношения A  на 
инвариантное подпространство X0 .  

Отметим, что если X0  — инвариантное для 
A LR XŒ ( )  подпространство из X  по определе-
нию 2.6, то оно инвариантно для A  и в смысле 
определения 2.7. Обратное не всегда верно даже 
для ограниченных операторов. Определение 2.7 
использовалось в статье [9].

К спектральной теории линейных отношений на вещественных банаховых пространствах
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Определение 2.8. Пусть X X0 1,  — инвари-
антные по определению 2.7 подпространства из 
X  для отношения A LR XŒ ( ) , A A X ii i= | , = 0,1  
— сужения A  на подпространства X X0 1,  соот-
ветственно и выполнены следующие условия: 

	 X X X= ,0 1≈ 	 (2.1)

	 A A A= ,0 1≈ 	 (2.2)

 где второе условие означает, что подпро-
странство A X XÕ ¥  есть прямая сумма 
п о д п р о с т р а н с т в  A X X X X0 0 0Õ ¥ Õ ¥  и 
A X X X X1 1 1Õ ¥ Õ ¥ . Тогда будем говорить, 
что A  допускает разложение относительно 
прямой суммы подпространств вида (2.1), а 
также, что A  является прямой суммой отно-
шений A1  и A2 .  

Отметим, что если отношение A LR XŒ ( )  
допускает разложение относительно прямой 
суммы (2.1) и имеет место (2.2), то верны сле-
д у ю щ и е  р а з л о ж е н и я  D A D A D A A A( ) ( ) ( ),Ker Ker Ker ,= ≈ = ≈0 1 0 1 

D A D A D A A A( ) ( ) ( ),Ker Ker Ker ,= ≈ = ≈0 1 0 1  Im Im Im , .A A A A A A= ≈ = ≈0 1 0 10 0 0 
Im Im Im , .A A A A A A= ≈ = ≈0 1 0 10 0 0  Множество Ax  для 

любого вектора x D AŒ ( )  определяется форму-
лой Ax A x Ax x x x= , = ,0 0 1 1 0 1+ +  где x D A x D A0 0 1 1( ), ( )Œ Œ 

x D A x D A0 0 1 1( ), ( )Œ Œ . Непосредственно из определений 
2.6—2.8 следует

Лемма 2.1. Отношение A LR XŒ ( )  с непус-
тым r( )A  допускает разложение относитель-
но (2.1) тогда и только тогда, когда подпро-
странства X ii , = 0,1  инвариантны относи-
тельно A  в смысле определения 2.6.

Определение 2.9. Будем говорить, что отно
шение A LR XŒ ( )  перестановочно с отображе
нием F X X: Æ  (не обязательно линейным опе
ратором), если ( ( ), ( ))F x F y AŒ  для всех ( , )x y AŒ .  

Определение 2.10. Сопряженным к отно-
шению A LR X YŒ ( , )  называется линейное 
отношение A*  из Y X* *¥  (X Y* *,  — сопряжен-
ные к X  и Y  банаховы пространства) вида 

A Y X x y x y A* * *= {( , ) : ( ) = ( ) ( , ) }.h x x hŒ ¥ " Œ
Сопряженное отношение A*  всегда замкну-

то.

3. Комплексификация линейных 
отношений

В дальнейшем символами X  и Y  обознача-
ются вещественные линейные пространства. 
Нами используется традиционное  

Определение 3.1. Линейное пространство 
X X X2 = ¥  над полем C  комплексных чисел с 
законом внешней композиции ( )( , ) = ( , ), , , ( , ) 2a b a b a b a b+ - + Œ Œi x y x y y x x y XR 

( )( , ) = ( , ), , , ( , ) 2a b a b a b a b+ - + Œ Œi x y x y y x x y XR  назы-

вается комплексификацией вещественного 
линейного пространства X  и обозначается 
через X  или через Compl X( )  (Y  — комплекси-
фикация линейного пространства Y ).

Далее символом I  будем обозначать тождес-
твенный оператор в комплексификации X  
пространства X . Элементы из X  удобно запи-
сывать в виде x iy+ , где x y X i, ,Œ  — мнимая 
единица. При этом X  будем рассматривать в 
качестве подпространства X . Норму в X , если 
X  — банахово пространство, определим равенст
вом ( , ) max (cos ) (sin ) , ,

[ , ]
x y x y x y X= + Œ

Œy p
y y

0 2
. 

Символом J  обозначим отображения J X X J: , ( ) , ,Æ + = - Œx iy x iy x y X 
J X X J: , ( ) , ,Æ + = - Œx iy x iy x y X , которое будет 

аддитивным, но не однородным. Ясно, что 
J I2 =  и J J- =1 .

Лемма 3.1. Для каждого линейного подпро-
странства X0  из X  его образ при отображении 
J  является линейным подпространством в X.

Определение 3.2.  Подпространство X0  из 
комплексификации X  пространства X  назовем 
симметричным, если выполнено условие 
J X X( ) = ,0 0  или, что эквивалентно, для любого 
вектора x iy+  из X0  подпространству X0  при-
надлежит вектор x iy- .  

Лемма 3.2.  Линейное подпространство X0  
из X  является комплексификацией некоторого 
подпространства X0  из X  тогда и только 
тогда, когда X0  — симметричное подпро-
странство из X .  

Замечание 3.1. Если X0  — симметричное 
подпространство из X , то X0  является комп-
лексификацией подпространства X X0 0= «X .

Лемма 3.3.  Для любого линейного отноше-
ния A LRŒ ( )X  множество пар A AJ J J X= 2Õ  
также является линейным отношением на X,  
причем замкнутым, если X  — банахово про-
странство и A LRC XŒ ( ) .

Определение 3.3.  Комплексификацией 
линейного отношения A LR X YŒ ( , )  называет-
ся линейное отношение A X X Y= {( , ) : ( , ),( , ) } ( ).1 2 1 2

2
1 1 2 2x ix y iy x y x y A LR+ + Œ Œ Œ , 

A X X Y= {( , ) : ( , ),( , ) } ( ).1 2 1 2
2

1 1 2 2x ix y iy x y x y A LR+ + Œ Œ Œ ,
Замечание 3.2. Канонические вложения 

X Ã X  и Y Ã Y  индуцируют вложения X 2 2Ã X  
и Y 2 2Ã Y  и, значит вложение A Ã A . Таким 
образом имеет место равенство A X Y= « ¥A ( ).  
Значит, комплексификация A  является ком-
плексификацией только одного отношения из 
LR X Y( , ).  Если A LO X YŒ ( , ),  то и A X YŒLO( , ).

В оставшейся части этого параграфа X  — 
вещественное банахово пространство и X  — его 
комплексификация.

А. С. Загорский
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Определение 3.4.  Пусть A LRC XŒ ( ) . Мно-
жество s( )A  назовем комплексным спектром 
отношения A , а множество s( )A  — его расши-
ренным комплексным спектром. Они обозна-
чаются соответственно через s( , )A C  и s( , )A C .  
М н о ж е с т в а  r s r s( , ) \ ( , ), ( , ) \ ( , )A A A A       = =  

r s r s( , ) \ ( , ), ( , ) \ ( , )A A A A       = =  называются комплексным ре-
зольвентным и расширенным комплексным 
резольвентным множествами отношения A .  

Лемма 3.4.  Для любого отношения 
A LR XŒ ( )  верны равенства:

1. D D A D A( ) ( ) ( )A = ¥ , 
2. Ker Ker Ker ,A = ¥A A
3. Im Im ImA = ¥A A , 
4. A0 0 0= ¥A A ,
5. s s  ( ) ( )A = «A ,
6. s s( ) ( )A = «A  ,

причем A XŒLRC( ) , если A LRC XŒ ( ) .  
Лемма 3.5. Отношение A XŒLR( )  являет-

ся комплексификацией некоторого отношения 
A LR XŒ ( )  тогда и только тогда, когда оно 
перестановочно с отображением J , или, что 
эквивалентно, выполняется равенство 

	 A JAJ= . 	 (3.2)

Следствие 3.6. Если для A XŒLR( )  выпол-
нено соотношение (3.2), то A  является комп-
лексификацией отношения A X X= ( )A « ¥ .  

Следствие 3.2. Комплексификацией отно-
шения A-1 , где A LR XŒ ( ) , является отношение 
A X- Œ1 ( )LR .  

Лемма 3.6. Пусть A XŒLR( )  — комплекси-
фикация некоторого отношения A LR XŒ ( )  и 
X0  — подпространство из X , являющееся ком-
плексификацией подпространства X0  из X . 
Тогда X0 -  инвариантное (по определению 2.7) 
подпространство для A  тогда и только тогда, 
когда X0  инвариантно для A . Если X0  — ин-
вариантное подпространство для A , то A X| 0  
— комплексификация отношения A X| 0 .

4. О функциональном исчислении 
для линейных отношений  

на вещественных банаховых 
пространствах

До конца этой статьи символом X  обозна-
чается вещественное банахово пространство, 
X  — его комплексификация, A LR XŒ ( )  — ве-
щественное линейное отношение, A XŒLR( )  
— его комплексификация.

Для любого множества D Õ C  через D  обоз-
начим множество { : }l l Œ D . Таким же симво-
лом D  традиционно обозначается замыкание 

множества, но в этой статье оно не использует-
ся. Если D D= , то множество D  будем называть 
симметричным относительно R .

Лемма 4.1.  Спектр s( )A  комплексификации 
A  отношения A  симметричен, причем верны 
равенства 

	 A I J A I J C- - Œl l l= ( ) , , 	 (4.1)

  
R R R R

A
( , ) ( , ) , ( , ) ( , ),

( , ).
l l l l

l r
A J A J A J J A= =

Œ 
	 (4.2)

Из леммы 4.1 следует, что при построении 
функционального исчисления для линейных 
отношений из LR X( )  следует учитывать сим-
метричность их комплексного спектра и свойс-
тво (4.2) резольвенты.

Пусть D  открытое множество из C , содер-
жащее s( , )A C  и обладающее свойством D D= .  
Рассмотрим алгебру C( )D  непрерывных на D  
комплекснозначных функций. Пусть g  — кон-
тур, лежащий в D « r( , )A C  и являющийся об-
разом непрерывно дифференцируемой функ-
ции j : L Æ C  (допускается конечное число 
разрывов первого рода у ¢j ), где L  — некото-
рый промежуток из R , совпадающий либо с 
отрезком вида [ , ], > 0-Q Q Q , либо L = R . До-
полнительно предположим, что j j( ) = ( ),t t t L- Œ 

j j( ) = ( ),t t t L- Œ .
Рассмотрим функцию f CŒ ( )D  и контурный 

интеграл

	

B A

A

f

L

i
f R d

i
f t R t t dt

= =

= ¢

Ú

Ú

2

2

p g
l l l

p
j j j

( ) ( , )

( ( )) ( ( ), ) ( )
	 (4.3)

при условии его абсолютной сходимости. Тем 
самым этой формулой определен ограни
ченный оператор B Xf ŒEnd . Из леммы 4.1 
с л е д у е т,  ч т о  в е р н ы  р а в е н с т в а  JB J A Bf

L
f

i
f t R t t dt= - - ¢ - =Ú2p

j j j( ( )) ( ( ), ) ( ) , 

JB J A Bf
L

f

i
f t R t t dt= - - ¢ - =Ú2p

j j j( ( )) ( ( ), ) ( ) ,  г д е 

f C f f Œ Œ( ), ( ) = ( ),D Dl l l . Отсюда получаем, 
что верна

Лемма 4.2.  Имеет место равенство

	 JB J Bf f= . 	 (4.4)

Если f f = , то оператор Bf  является комплек-
сификацией некоторого оператора B Xf ŒEnd .

Для вычисления оператора Bf  введем поня-
тие комплексной резольвенты линейного отно-
шения A LR XŒ ( ) .

О п р е д е л е н и е  4 . 1 .   О т о б р а ж е н и е 
R A A X  (, , ) : ( , ) End◊ ◊ ¥ Ær , где R AC( , , )m l  

К спектральной теории линейных отношений на вещественных банаховых пространствах
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— оператор из EndX , комплексификацией 
которого является оператор из EndX  вида 
1
2

( ( , ) ( , )), ( , ), ,m l m l l r mR R AA A C C+ Œ Œ 	(4.5)

будем называть комплексной резольвентой 
отношения A LR XŒ ( ) .  

Корректность определения 4.1 следует из 
лемм 3.5 и 4.1. Отметим, что сужение комп-
лексной резольвенты на множество {1} ¥ R  
отождествляемое с R  совпадает с резольвен-
т о й  R A A X(, ) : ( ) End◊ Ã Ær   о т н о ш е н и я 
A LR XŒ ( ) , а сама комплексная резольвента 
является функцией первого аргумента при де-
комплексификации C .

Наряду с комплексной резольвентой важ-
ную роль в исследовании спектральных свойств 
отношения A LR XŒ ( )  играет  функция 
F : ( , ) End ,r A X Æ  F( ) (( ) ) , ( , ).l l l l l l r= - + = + Œ-A I I i A1

2
2
2 1

1 2  
F( ) (( ) ) , ( , ).l l l l l l r= - + = + Œ-A I I i A1

2
2
2 1

1 2   Корректность ее опреде-
ления объясняется следующим образом. Из 
равенства (3.2) следует, что линейное отноше-
ние ( )( )A I A I- -l l  является комплексифика-
цией линейного отношения ( )2 2A I I- +a b , где 
a b l+ i = . Из леммы 3.5 и ее следствия 3.2 
получаем, что оператор ( ) ( )1 1A I A I- -- -l l  яв-
ляется комплексификацией оператора 
F( ), ( , )l l rŒ A C .

Лемма 4.3.  Если A  — линейный оператор 
из LO X( ) , то его комплексная резольвента 
представима в виде R A A I A I A I( , , ) ((Re ) (Re ) ) ( ) ((Re ) (Re ) )(( (Re ) )m l m ml l m ml l= - = - -F 22 2 1+ -(Im ) ) ,l I 

R A A I A I A I( , , ) ((Re ) (Re ) ) ( ) ((Re ) (Re ) )(( (Re ) )m l m ml l m ml l= - = - -F 22 2 1+ -(Im ) ) ,l I 
R A A I A I A I( , , ) ((Re ) (Re ) ) ( ) ((Re ) (Re ) )(( (Re ) )m l m ml l m ml l= - = - -F 22 2 1+ -(Im ) ) ,l I  l r mŒ Œ( , ), .A     

Отметим, что если область определения от-
ношения A  плотна в X , то его комплексная 
резольвента R A( , , )m l  является замыканием 
оператора F( )((Re ) (Re ) )) : ( ) ,l m mlA I D A X X- Ã Æ 

F( )((Re ) (Re ) )) : ( ) ,l m mlA I D A X X- Ã Æ  m l rŒ Œ , ( , )A .
Теперь вернемся к формуле (4.3) и, исполь-

зуя комплексную резольвенту отношения 
A LR XŒ ( ) , найдем формулу для оператора Bf
, комплексификацией которого является опе-
ратор Bf  при условии, что f f =  (см. лемму 
4.2). Формулу (4.3) для оператора B Xf ŒEnd  
перепишем в виде (при этом используются 
свойства  контура g  и  функций f ,j ) 

B A

A

f
i
f t R t t dt

i
f t R t

= ¢ -

- ¢

Ú

Ú
2

2

0

0

p
j j j

p
j j j

Q

Q

( ( )) ( ( ), ) ( )

( ( )) ( ( ), ) (( )

( ( ( )) ( ( ), ) ( ) ( ( )) ( ( ), ) (

t dt

if t R t t if t R t

=

= ¢ + ¢Ú
1
2 0p

j j j j j j
Q

A A tt dt) .

   

поэтому оператор B Xf ŒEnd  можно записать 
в виде 

	 B R if t t t A dtf =
1

( ( ( )) ( ), ( ), ) .
0p

j j j
Q

Ú ¢C 	 (4.6)

Итак доказана
Теорема 4.1. В условиях леммы 4.2 оператор 

Bf  определяется формулой (4.6). В частности, 
если A LO XŒ ( ) , то оператор Bf  определяется 
формулой 

	
B t t A

t t t I t dt

f = - ¢ +

+ ¢

Ú
1

0p
j j

j j j j

Q

F

( (Im( ( )) ( ))

(Im( ( )) ( ) ( )) ) ( ( )) ..

	 (4.7)

Теперь приступим к построению функциональ-
ного исчисления для линейного отношения 
A LR XŒ ( )  с отмеченными ранее ограничения-
ми на контур g  и функцию j : L Æ C . Откры-
тое множество D Ã C  будем считать содержа-
щим s( , )A C , а множество D « C  симметрич-
ным. Символом F( )D  обозначим алгебру голо-
морфных на D  комплексных функций 
f : D Æ C,  обладающих свойством f f( ) = ( ),l l l Œ D 

f f( ) = ( ),l l l Œ D . Предположим, что контур g  является 
замкнутым (то есть j j( ) = ( )-Q Q ) и окружаю-
щим s( , )A C .

Рассмотрим функцию f ŒF( )D  такую, что 

интеграл 
g

l l lÚf R d( ) ( , )A  абсолютно сходится, 

причем f ( )• ŒR , если • Œ D . Тогда формула 

	 f f
i
f R d( ) = ( )

1
2

( ) ( , ) ,A I Ad
p g

l l l• - Ú 	 (4.8)

где d = 1  или d = 0  в зависимости от того на-
ходится l = •  внутри g  или вне его, опреде-
ляет ограниченный оператор из алгебры EndX  
который назовем функцией f  от отношения A.  
Нами используется термин контур «окружает» 
s( , )A C  в том смысле, что он положительно 
ориентирован и s( , )A C  содержится внутри g . 
В статье [9] получено следующее утверждение

Теорема 4.2. Для спектра оператора f ( )A , 
определенного формулой (4.8) имеет место 
р а в е н с т в о  s s l l s( ( )) ( ( , )) { ( ), ( , )}.f f A f AA = = Œ    

s s l l s( ( )) ( ( , )) { ( ), ( , )}.f f A f AA = = Œ   
Из леммы 3.5, 4.2 и теоремы 4.1 следует, что 

оператор f ( ) EndA XŒ  является комплексифи-
кацией оператора из EndX , который обозна-
чим через f A( )  и назовем функцией f  от отно-
шения A . Из формул (4.6)—(4.8) и свойства 5 
леммы 3.4 следует

Теорема 4.3. Оператор f A X( ) EndŒ  опре-
деляется формулой 

А. С. Загорский
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f A f I R if t t t A dt( ) ( ) ( ( ( )) ( ), ( ), ) ,= • - ¢Úd
p

j j j1
2 0

Q

 	(4.9)

где правая часть не зависит от выбора функции 
j  с отмеченными выше свойствами. Если 
A LO XŒ ( ) , то формула (4.9) приобретает вид 
f A f I Bf( ) = ( ) ,d • -  где оператор B Xf ŒEnd  
задается формулой (4.7). Кроме того имеют 
место следующее равенства s s s s( ( ), ) ( ( , )), ( ( )) ( ( , )) .f A f A f A f A     = = « 

s s s s( ( ), ) ( ( , )), ( ( )) ( ( , )) .f A f A f A f A     = = «   

5. О полугруппах операторов  
и спектральной теореме

Подход, основанный на использовании ком-
плексной резольвенты линейного отношения 
A LR XŒ ( )  для построения функционального 
исчисления может быть использован и при 
построении полугрупп операторов по заданно-
му линейному отношению на X .

Определение 5.1. Отношение A LR XŒ ( )  
назовем секториальным с углом q p pŒ( /2, ) , 
если для некоторого a ŒR  сектор W W= = Œ - < πa a a, { :| arg( ) | , }q l l q l 

W W= = Œ - < πa a a, { :| arg( ) | , }q l l q l  содержится в 
r( , )A C  и для каждого d q pŒ -(0, /2)  выполне-
но условие 

 	 sup
l q d

dl l
Œ -

- •
Wa

R a A M
,

( , , ) = < . 	 (5.1)

В терминах резольвенты отношения A  условие 
(5.1) будет записываться в виде 

sup ( ) ( , ) ( ) ( , )
,l q d

dl l l l
Œ -

- + - = < •
Wa

a R A a R A M

и несколько отличаться от общепринятого оп-
ределения [11].

Если необходимо рассматривая вместо от-
ношения A  отношение A aI- , без ограничения 
общности можно считать a = 0  и соответству-
ющий сектор обозначать Wq .

Итак, пусть A LR XŒ ( )  — секториальное 
отношение. Построение голоморфной полу-
группы T X: [ , ) End0 • Æ  осуществляется 
стандартным образом с помощью формулы 

 	 T A T I( ) =
2

( , ) , (0) = ,t
i
e R dt

p g
l llÚ 	 (5.2)

где g  — граница сектора Wq e+  для некоторого 
e > 0 . Функцию je : R CÆ , определяющую 
контур g  зададим равенствами j t te

q e( ) ( )= - - -e i  
для t Œ -•( , 0)  и j t te

q e( ) = ( )ei -  для t Œ •[0, ) , 
где e q p d= ( /2 )/2- - .

Интеграл (5.2) (при задании контура 
указанной функцией j ) сходится «в глав-
н о м »  в  с о о т в е т с т в и и  с  ф о р м у л о й 

T A( ) lim ( , ) ,t
i
e R dt=

Æ• Úa
a

l

p g
l l

2
 где g aa , > 0,  — 

контур, являющийся образом сужения 
j a aa : [ , ]- Æ C  функции j  на [ , ]-a a .

Обычным образом проверяется (см., напри-
мер, [9]), что получаемая таким образом полу-
группа T X: [ , ) End0 • Æ  допускает голоморф-
ное расширение в некоторый сектор из C . 
Поскольку функции j j la

l, , ( ) = , :f e ft
t
t C CÆ  

удовлетворяют условиям теоремы 4.1, то каж-
дый из операторов T( ), > 0t t  является комп-
лексификацией некоторого оператора 
T t t( ), > 0.  Если A LO XŒ ( ) , то из формулы 
(4.7) получаем представление операторов T t( )  
вида 

T t e I

A e d

t

i

( ) ( sin(sin )

sin( sin ) ) ( ) ,

cos= -

- +

•

Ú
1

0p
t w

w w t t

t w

wF
	(5.3)

где w -  любое число из ( /2, )p q .
Теорема 5.1. Пусть A LR XŒ ( )  — сектори-

альное отношение с углом q p pŒ( /2, ) . Предпо-
ложим, что векторы из подпространства A0  
разделяют функционалы из подпространства 
A X* *0 Õ . Тогда

1. Банахово пространство X  представимо 
в виде прямой суммы 

 	 X X X= ,0 ≈ • 	 (5.4)

где X A• = 0 , а X0  — замыкание подпространс-
тва D A( )  в X ; кроме того подпространства 
X0  и X•  замкнуты и инвариантны относи-
тельно A  (по любому из двух определений);

2. Сужение A A X0 0= |  является сектори-
альным оператором из LO X( )0  причем A0  — ге-
нератор голоморфной полугруппы операторов 
T X0 00: [ , ) End• Æ , определенной формулой 
(5.3), в которой роль A  играет оператор A0 ;

3 .  Г о л о м о р ф н а я  п о л у г р у п п а 
T X: [ , ) End0 • Æ , с помощью формулы (4.6) 
определенная как T t Bft( ) =  с f et

t( ) =l l , Q = •  
и определенными выше A  и j  допускает разло-
жение T t T t t( ) = ( ) 0, 0,0 ≈   относительно 
разложения (5.4) пространства X .  

Следствие 5.1. Для комплексного спектра 
операторов T t t( ), > 0  имеет место равенство 
s l sl( ( ), ) {0} = { , ( , )}T t e AtC C\ Œ .  

В основе приводимых далее результатов 
находится полученная в статье [9]

Теорема 5.2.  Пусть Z  — комплексное ба-
нахово пространство и расширенный спектр 

К спектральной теории линейных отношений на вещественных банаховых пространствах
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отношения A LR ZŒ ( )  представим в виде 
s s s( ) = ,0 1A »  где s 0  — компакт из C  и 
s s0 1 =« ∆  (s 0  называют спектральной ком-
понентой из s( )A ).

Тогда существует разложение пространс-
тва Z  в прямую сумму Z Z Z= 0 1≈  инвариан-
тных (в смысле определения 2.6) относительно 
A  замкнутых подпространств Z0  и Z1 , а суже-
ния A A Z0 0= |  и A A Z1 1= |  обладают следую-
щими свойствами:

1. A End Z A A0 0 0 0 0, ( ) = ( ) =Œ s s s ;
2. A A D A Z D A A1 0 1 1 10 = 0, ( ) = ( ), ( ) =≈ s s .
Разложение Z Z Z= 0 1≈  осуществляет про-

ектор Рисса P  (то есть Z P Z I P0 1= = -Im , Im( ) 
Z P Z I P0 1= = -Im , Im( ) ), определенный формулой

	 P
i
R A d=

2
( , ) ,

p g
l lÚ 	 (5.5)

где g  — замкнутая жорданова положительно 
ориентированная кривая, расположенная в 
r( )A  так, что внутри нее лежит s 0  (то есть 
положительно ориентированная), а s1  — вне. 
В дальнейшем про такой проектор будем гово-
рить, что он построен по s 0 .  

Важным является вопрос получения анало-
га теоремы 5.2 для линейного отношения A  на 
вещественном банаховом пространстве X  по 
некоторой спектральной компоненте s 0  из ее 
расширенного комплексного спектра. Основная 
проблема состоит в том, что не всякий проектор 
Рисса, построенный по спектральной компо-
ненте из s( )A  комплексификации A  отноше-
ния A , является комплексификацией некото-
рого проектора из EndX .

Теорема 5.3. Пусть расширенный комплек-
сный спектр s( , )A C  допускает представление 
вида s s s( , ) = ,0 1A C »  где s 0  — компакт из C
, s1  — замкнутое множество из C  и s s0 1 =« ∆
. Тогда проектор Рисса P XŒEnd , построенный 
по спектральной компоненте s 0 , является 
комплексификацией некоторого проектора из 
P XŒEnd  тогда и только тогда, когда s s0 0=  
(то есть множество s 0  симметрично в C  от-
носительно R ).

Если s s0 0= , то банахово пространство 
X  допускает разложение вида (2.1) в прямую 
сумму инвариантных относительно A  замкну-
тых подпространств X P X P0 1= =Im , Ker . 
Для частей A A X kk k= | , = 0,1  отношения A  
верны следующие свойства:

1. X X X= 0 1≈ , то есть комплексификация 
X  банахова пространства X  есть прямая 
сумма комплексификаций X0  и X1  подпро-
странств X0  и X1  соответственно, причем X0  
и X1  — инвариантные относительно A  про-
странства;

2. A A A= 0 1≈ , где A X0 0ŒEnd  комплекси-
фикация оператора A0  и A X1 1( )ŒLR  комплек-
сификаций отношения A LR X1 1( )Œ . Кроме 
того, A A A= 0 1≈ ;

3. A End X A A0 0 0 0 0, ( , ) = ( , ) =Œ s s s C C ;
4. A A D A X D A A1 0 1 1 1 10 0= = ≈ = =, ( ) ( ), ( , ) ( ) ;s s s   A
5. подпространства X0  и X1  являются 

симметричными подпространствами из X .  
Теорема 5.4. Пусть s 0  — симметричная 

спектральная компонента из s( , )A C . Тогда 
проектор Рисса P XŒEnd , построенный по 
s 0 ,  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й  P R i t t A dt= - ¢Ú

1
2 0

1

p
j j( ( ), ( ), ) , 

P R i t t A dt= - ¢Ú
1
2 0

1

p
j j( ( ), ( ), ) ,  где j : [0,1] Æ C  — 

любая непрерывно дифференцируемая функция 
с контуром g j= ([0,1]) , окружающим s 0 .  
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