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Настоящая работа посвящена изучению включений вида a x F x( ) ( ),Œ  где a — замкнутый 
линейный сюръективный оператор, F — многозначное отображение. Включения такого вида 
непосредственно возникают при изучении дифференциальных уравнений и управляемых 
систем. В статье выясняются условия разрешимости и изучаются свойства множества решений 
таких включений (топологическая размерность и неограниченность этого множества). В за-
ключение статьи, доказанные теоремы применяются для изучения разрешимости одной абс-
трактной управляемой системы с обратной связью.

Настоящая работа посвящена изучению 
включений вида

	 a x F x( ) ( ),Œ 	 (1)

где a — замкнутый линейный сюръективный 
оператор, F — многозначное отображение. 
Включения такого вида непосредственно воз-
никают при изучении дифференциальных 
уравнений и управляемых систем.

Ранее, в работах [17], [6] изучались уравне-
ния вида a x x( ) ( ),= f  где a — линейный непре-
рывный оператор, f — однозначное вполне не-
прерывное отображение. В статье [5] изучались 
включения (1) в случае, когда F являлся непре-
рывным многозначным отображением. Насто-
ящая статья естественно содержит в себе и 
обобщает результаты этих работ.

В статье выясняются условия разрешимости 
и изучаются свойства множества решений таких 
включений (топологическая размерность и 
неограниченность этого множества). В заклю-
чение статьи, доказанные теоремы применяют-
ся для изучения разрешимости одной абстрак-
тной управляемой системы с обратной связью.

1. Топологическая размерность 
множества неподвижных точек 

многозначного отображения

Пусть Y  — подмножество банахова про-
странства E, обозначим:

K Y( )  — множество всех непустых компак-
тных подмножеств в Y ;

Kv Y Cv Y( ) ( ( ))  — множество всех непустых 
компактных (замкнутых) выпуклых подмно-
жеств в Y.

Необходимые сведения из теории много-
значных отображений содержатся, например, 
[2], [3]. Всюду в дальнейшем многозначные 
отображения обозначаются прописными, а од-
нозначные — строчными буквами.

Первой работой, посвященной вычислению 
топологической размерности множества непод-
вижных точек многозначных отображений, 
была статья [16]. Некоторые другие результаты 
в этом направлении были доказаны в [4]—[6], 
[11], [12], [14], [15], [17].

Пусть E — банахово пространство, U — ограни
ченное открытое множество в E, F U Kv E: ( )Æ   
— вполне непрерывное многозначное отображе-
ние, не имеющее неподвижных точек на границе 
∂U . Тогда многозначное вполне непрерывное 
векторное поле F = -i F ,  F( ) ( ),x x F x= -  не 
имеет особых точек на ∂U .  В этом случае опре-
делена топологическая степень g ( , )F U  много-
значного поля F , (см., например, [3]).

Обозначим N U( , )F  множество неподвиж-
ных точек F , т.е.

	 N U x U x F x x U x( , ) { | ( )} { | ( )}.F F= Œ Œ = Œ Œ0 	

Изучим размерность dim  этого множества. 
Основные свойства размерности dim  содержат-
ся, например, в [1], [7].

Имеет место следующее утверждение.
1.1. Лемма. Пусть X — метрическое компак-

тное пространство, dim( )X n£ -1 . Если E — 
банахово пространство и T X Kv E: ( )Æ  — по-
лунепрерывное снизу многозначное отображе-
ние, удовлетворяюще условиям:

1) T x( ) ' 0  для любого x XŒ ;
2) dim( ( ))T x n≥  для любого x XŒ ;

тогда существует однозначное непрерывное 
отображение f : X EÆ  такое,что f ( ) ,x = 0  
f ( ) ( )x F xŒ  для любого x XŒ .
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Доказательство этой леммы содержится в 
[16].

В работе [4] было доказано следующее ут-
верждение.

1.2. Теорема. Пусть F U Kv E: ( )Æ  — не-
прерывное компактное многозначное отобра-
жение. Если g ( , )i F U- = 0  и dim( ( ))F x n≥  для 
любого x UŒ ,  то dim( ( , )) .N U nF ≥

Рассмотрим обобщение этой теоремы на 
случай, когда многозначное отображение F  
является непрерывным только “частично”. Да-
дим точные определения.

Пусть банахово пространство E представля-
ется в ввиде прямого произведения банаховых 
пространств E1  и E2 . т.е. E E E= 1 2¥ . Пусть 
U EÃ  — ограниченное открытое множество, 
пусть F F F U Kv E Kv E= ¥ Æ ¥1 2 1 2: ( ) ( )  — ком-
пактное многозначное отображение. Пусть 
F = -i F  — многозначное векторное поле, по-
рожденное отображением F.

1.3. Теорема. Если:
(a) многозначное отображение F1  — полу-

непрерывно сверху;
(b) многозначное отображение F2  — непре-

рывно и для любой точки ( , )x x U1 2 Œ  выполнено 
неравенство dim( ( , )) ;F x x n2 1 2 ≥

(c) g ( , ) .F U = 0
Тогда dim( ( , )) .N U nF ≥
Доказательство. В силу свойств топологи-

ческой степени, множество неподвижных точек 
N N U= ( , )F  отображения F непусто, компактно 

и принадлежит множеству U. Рассмотрим на N 
многозначное непрерывное отображение F

2
, опре

деленное соотношением, F2 1 2 2 2 1 2( , ) ( , ).x x x F x x= -  
Предположим противное, тогда dim( ) .N n£ -1 

dim( ) .N n£ -1  Очевидно, что отображение F2  непре-
рывно и удовлетворяет условиям леммы 1.1. 
Следовательно, существует сечение ˆ ˆ : ,j = - Æi N Ef 2 

ˆ ˆ : ,j = - Æi N Ef 2  0 1 2 2 1 2= Œˆ( , ) ( , )j x x x xF  для любой точки 
( , ) .x x N1 2 Œ  В силу теоремы Майкла (см. [18]), 
существует непрерывное сечение f : ,U EÆ 2  
f ( , ) ( , ),x x F x x1 2 2 1 2Œ  такое, что f f| .N =  Рассмот-

рим многозначное отображение G F U Kv E E= ¥ Æ ¥1 1 2f : ( ) . 
G F U Kv E E= ¥ Æ ¥1 1 2f : ( ) .  Очевидно, что для любой точки 

( , )x x U1 2 Œ  выполнено включение, G x x F x x( , ) ( , ),1 2 1 2Ã  
G x x F x x( , ) ( , ),1 2 1 2Ã  причем многозначное отображение 

G является полунепрерывным сверху и компак-
тным. В силу свойств топологической степени 
имеем:

	 g g( , ) ( , ) .i G U U- = =F 0 	

Следовательно, отображение G должно иметь 
неподвижную точку в области U, однако, это не 

так. Действительно, если бы точка ( , )x x1
0

2
0  была 

неподвижной точкой отображения G, то она при-
надлежала бы множеству N. Однако, f f( , ) ( , ) .x x x x x1

0
2
0

1
0

2
0

2
0= = 

f f( , ) ( , ) .x x x x x1
0

2
0

1
0

2
0

2
0= =  Полученное противоречие и 

доказывает теорему.

2. О некоторых свойствах 
сюръективных операторов

Пусть E E1 2,  — два банаховых пространства, 
a D a E E: ( ) Ã Æ1 2  — линейный замкнутый 
сюръективный оператор. Пусть L Ker a= ( )  — 
ядро оператора a. Рассмотрим фактор-про-
странство E E Ker a= 1 / ( )  пространства E1  по 
ядру Ker a( ) . Пусть p — проекция пространства 
E1  на E . Известно, что норма в пространстве 
E  определяется следующим образом: если 
[ ] ( ) ,x x Ker a E= + Œ  то [ ] inf .

( )
x x u

u Ker a
= +

Œ
 В 

этом случае естественно определено отображе-
ние a D a E E1 1 2: ( ) Ã Æ , где D a p D a( ) ( ( ))1 =  и 
a x a x1([ ]) ( )= . Хорошо известно (см., например, 
[10]), что отображение a1  является замкнутым, 
имеет нулевое ядро и сюръективно. Тогда, отоб-
ражение a1  является обратимым. По определе-
нию нормы линейного оператора имеем:

	

a
a y

y

x x E a x y
y

y E

y E

1
1

2

1
1

2

1

-

Œ

-

Œ

= =

=
Œ =Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

sup
( )

sup
inf{ , ( ) }

.

Обозначим a a1
1- = b( ).

Изучим многозначное отображение a E Cv E- Æ1
2 1: ( ) 

a E Cv E- Æ1
2 1: ( ) , где a y x E a x y- = Œ =1

1( ) { | ( ) }.
2.1. Лемма. Отображение a-1  является 

липшицевым многозначным отображением с 
константой Липшица b( )a , т.е.

	 h a x a x a x x( ( ), ( )) ( ) ,- - £ -1
1

1
2 1 2b

где h  — метрика Хаусдорфа в пространстве 
замкнутых подмножеств.

Доказательство. Пусть x x E1 2 2, Œ , вычислим 
h a x a x( ( ), ( )).- -1

1
1

2  Очевидно, что:

	

h a x a x
z z z a x z a x

z

( ( ), ( ))
inf ( ), ( )

inf

- -

- -

=
= - Œ Œ{ } =

=

1
1

1
2

1 2 1
1

1 2
1

2

1 -- - Œ -{ } £
£ -

-z z z a x x

a x x
2 1 2

1
1 2

1 2

( )

( ) .b

2.2. Лемма. Для любого числа k , b( )a k< , 
существует непрерывное отображение 
q E E: 2 1Æ , такое, что выполнены следующие 
условия:
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1) a q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2 ;
2) q y k y( ) .£
Доказательство. Если dim( ( )) ,Ker a = 0  то 

искомое отображение это отображение a-1 . 
Рассмотрим случай dim( ( )) .Ker a ≥ 0  Пусть 
a E E- Æ1

2 1:  — отображение обратное к a . 
Очевидно, что оно имеет выпуклые замкнутые 
образы. Так как a-1  — липшицево, то оно яв-
ляется полунепрерывным снизу многозначным 
отображением. Пусть k  — произвольное число, 
большее b( )a . Рассмотрим другое многозначное 
отображение F : ( ),E Cv E2 1Æ  F( ) ( ),( )y Ur y= 0  
где U Er y( )( )0 1Ã  — открытый шар радиуса 
r y k y( ) =  с центром в нуле. Пусть F y a y y( ) ( ) ( ).= «-1 F 

F y a y y( ) ( ) ( ).= «-1 F  Нетрудно видеть, что F  имеет 
непустые выпуклые образы, и у многозначного 
отображения F  существует непрерывное сече-
ние q E E: ,2 1Æ  q x F x( ) ( )Œ  для любого x EŒ 2 .  
Очевидно, что это отображение и будет иско-
мым. Лемма доказана.

3. Включения  
с сюръективными операторами

Пусть E E1 2,  — два банаховых пространства, 
a D a E E: ( ) Ã Æ1 2  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор, F E Cv E: ( )1 2Æ  — 
многозначный вполне непрерывный оператор. 
Рассмотрим следующее включение:

	 a x F x( ) ( ).Œ 	 (1)

Обозначим N a F( , )  множество решений 
включения (1).

В настоящем разделе изучаются вопросы 
существование решений включения (1) и топо-
логическая размерность dim  этого множества. 
Нам будут необходимы следующие леммы.

Пусть q  — отображение, удовлетворяющее 
условиям леммы 2.2. Рассмотрим многозначное 
отображение F E Ker a Cv E1 2 2: ( ) ( )¥ Æ  опреде-
ленное условием: F y u F q y u1( , ) ( ( ) ).= +

Тогда можно рассмотреть включение:

	 F y u y1( , ) .' 	 (2)

3.1. Лемма. Включения (1) и (2) эквивалентны.
Доказательство. Покажем, что каждому ре-

шению включения (1) однозначно сопоставля-
ется решение включения (2), и наоборот, каж-
дому решению включения (2) однозначно сопо
ставляется решение включения (1). Действи
тельно, пусть x0  — решение включения (1), т.е. 
y a x F x0 0 0= ( ) ( )Œ . Тогда u x q y Ker a0 0 0= - Œ( ) ( ).  
Следовательно, F y u F x y1 0 0 0 0( , ) ( ) ,= '  т.е. пара 
( , )0 0y u  является решением включения (2).

Обратно, пусть теперь пара ( , )0 0y u  является 
решением включения (2), обозначим x q y u0 0 0= ( ) + .  
Тогда F x y( ) ,0 0'  и a x a q y a u y( )= ( ( ) ( )=0 0 0 0+  
a x a q y a u y( )= ( ( ) ( )=0 0 0 0+ , т.е. точка x0  являет-
ся решением включения (2).

Докажем еще одну лемму.
Пусть E  — банахово пространство, E0  рав-

но E R¥ 1 . Норму в E0  определим по правилу:

	 ( , ) .x t x t= +2 2

Пусть Sr  — сфера радиуса r  с центром в нуле 
банахова пространства E0 , а F S Kv Er: ( )Æ  
— вполне непрерывное многозначное отобра-
жение. Рассмотрим включение

	 F x t x( , ) .' 	 (3)

3.2. Лемма. Если min
( , )u F x t

u r
Œ

£  для любой 

точки ( , )x t SrŒ , то включение (3) имеет реше-
ние на Sr .

Доказательство. Пусть B  — замкнутый шар 
радиуса r  в пространстве E Sr,   — граница это-
го шара. Рассмотрим многозначное отображе-
ние G B Kv E: ( )Æ  определенное условием:

	 G x F x r x( ) ( , ).= -2 2

Это отображение является вполне непрерыв-
ным, т.к. отображение F  было вполне непре-
рывным и для любой точки x BŒ  пересечение 
G x B( ) .« = ∆  Следовательно, по теореме Каку-
тани (см., например, [9], [3]) отображение G  
имеет неподвижную точку. Пусть точка x0  яв-
ляется неподвижной точкой отображения G , 
тогда точка ( , )0 0x t SrŒ  является решением 

включения (3), где t r x0
2

0

2= - .  Лемма дока-
зана.

Докажем еще одну лемму.
Пусть E  — банахово пространство, 

E E Rn= ¥ .  Норму в E  определим по правилу:

	 ( , ) .x l x l= +2 2

Пусть U  — ограниченное открытое множество 
в банаховом пространстве E , а F U Kv E: ( )Æ  
— многозначное вполне непрерывное отобра-
жение. Рассмотрим включение

	 F x l x( , ) .' 	 (4)

Обозначим множество решений этого уравне-
ния M F U( , ) .

П у с т ь  U U E0 0= « ¥( ),  о т о б р а ж е н и е 
F x F x0 0( ) ( , )=  определено на этом множестве. 

Будем отождествлять множество U0  с соответ
ствующим множеством в E .

Об операторных включениях с сюръективными операторами
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3.3. Лемма. Если g ( , ) ,i F U- =0 0 0  то мно-
жество M F U( , )  не пусто и

	 dim( ( , ) .M F U n≥
Доказательство. Рассмотрим многозначное 

отображение

	 Q U Kv E Kv Rn: ( ) ( ),Æ ¥1

определенное условием: Q x l F x l Br( , ) ( , ) [ ],= ¥ 0  
где B Rr

n[ ]0 Ã  — замкнутый шар радиуса r  с 
центром в нуле.

Покажем, что существует такое положитель-
ное число r , что многозначное отображение Q  
не имеет неподвижных точек на ∂U . Предпо-
ложим противное, тогда для любого натурально
го k  отображение Qk , Q x l F x l Bk k( , ) ( , ) [ ]/= ¥ 1 0  
имеет неподвижную точку ( , )x l Uk k Œ∂ . Очевид-
но, что последовательность { }l Rk

nÃ  стремится 
к нулю. В силу полной непрерывности отобра-
жения F , без ограничения общности можно 
считать, что последовательность x xk Æ 0 . Так 
как множество ∂U  является замкнутым, то 
x U0 0Œ∂ . Это противоречит предположению, т.к. 
на множестве ∂U0  отображение F F0 0= ◊( , )  не 
имеет неподвижных точек по условию.

Пусть положительное число r  такое, что 
многозначное отображение Q  не имеет непод-
вижных точек на ∂U . Тогда определено враще-
ние векторного поля Y = -i Q  на области U . 
Покажем, что g ( , ) .Y U = 0

Действительно, для любой точки ( , )x l UŒ  
выполнено включение F x l F x l Q x l( , ) ( ( , ), ) ( , ),= Ã0  

F x l F x l Q x l( , ) ( ( , ), ) ( , ),= Ã0  следовательно отображение F  явля-
ется сечением многозначного отображения Q . 
Тогда, g g( , ) ( , ).Y U i F U= - 

С другой стороны, отображение F  действует 
из U  в подпространство E , следовательно, по 
теореме о сужении для вращения векторного поля 
имеем равенство,  g g( , ) ( , ) .i F U i F U- = - =

0 0 0  
Откуда и следует, что g ( , ) .Y U = 0

Так как Q F S= ¥ ,  где S x l Br( , ) [ ]= 0  — не
прерывное многозначное отображение и 
dim( ( , )) ,S x l n=  то ,  в  силу теоремы 1.3, 
dim( ( , )) .N U nY ≥  

Так как N U M F U( , ) ( , ),Y Ã  то, в силу моно-
тонности размерности dim,  имеем неравенство:

	 dim( ( , )) dim( ( , )) .M F U N U n≥ ≥Y
Лемма доказана.
Подобное утверждение, в случае однозначно

го отображения F , было доказано в работе [6].
Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 

a D a E E: ( ) 1 2Ã Æ  — замкнутый линейный 

сюръективный оператор. Пусть многозначное 
отображение F X E Kv E: ( ).Ã Æ1 2

3.4. Определение. Будем говорить, что 
отображение F  — компактно по модулю отоб-
ражения a  (или a -компактно), если для лю-
бого ограниченного множества A EÃ 2  и любого 
ограниченного множества B XÃ  множество 

F B a A( ( ))« -1  является компактным. Если 
отображение F  является a -компактным и 
полунепрерывным сверху, то будем говорить, 
что оно a -вполне непрерывно.

Справедливо следующее необходимое и до-
статочное условие a -полной непрерывности 
многозначного отображения F .

Известно, что множество D a( )  можно пре-
вратить в бенахово пространство, наделив его 
нормой графика: x x a x

D a E E( )
( ) .= +

1 2
 Пусть 

банахово пространство E  — это множество 
D a( ) , снабженное этой нормой. Очевидно, что 

отображение вложения j E E: 1Æ  является 
непрерывным. Пусть X D aÃ ( ) . Обозначим 
X j X= -1( )  и  р а с с м о т р и м  о т о б р а ж е н и е 
 F X Kv E: ( ),Æ 2  F x F j x( )= ( ( )).

3.5. Предложение. Полунепрерывное сверху 
отображение F  является a -вполне непрерыв-
ным, тогда и только тогда, когда отображение 
F  является вполне непрерывным.

Доказательство. Необходимость. Пусть 
C XÃ   — ограниченное множество в E , тогда 
множество B j C= ( )  ограничено в E1 , а мно-
жество A a j C a B= =( ( )) ( )  ограничено в E2 . 
Тогда множество F C F j C F B a A( ) ( ( )) ( ( ))= = « -1  
является относительно компактным, что и до-
казывает необходимость.

Достаточность. Пусть отображение F  
вполне непрерывно. Рассмотрим ограничен-
ные множества A EÃ 2  и  B XÃ .  Пусть 
C j B a A E= « Ã- -1 1( ( )) .  Очевидно, что множест
во C XÃ   и ограничено. Тогда F B a A F C( ( )) ( )« =-1  

F B a A F C( ( )) ( )« =-1   и является относительно компактным 
множеством, что и доказывает достаточность.

3.6. Теорема. Пусть многозначное отобра-
жение F E Kv E: ( )1 2Æ  удовлетворяет следую-
щим условиям:

1) F  — a -вполне непрерывно;
2) существуют неотрицательные числа c  и 

d  такие, что для любого x EŒ 1  справедливо 
неравенство: 

y F x
y c x d

Œ
£ +

( )
min .

Если c a< 1 / ( ),b  то N a F( , )  является непус-
тым множеством и

	 dim( ( , ) dim( ( )).N a F Ker a≥
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Доказательство. Докажем непустоту мно-
жества N a F( , ).

Если dim( ( )) ,Ker a = 0  то оператор a-1  явля-
ется линейным непрерывным оператором и 
a a- =1 b( ).  Тогда, в силу условий теоремы, 

нетрудно построить шар B ER[ ]0 2Ã  такой, что 
для любой точки y BRŒ [0]  пересечение 
ˆ( ) ( ( )) [ ] .F y F a y BR= « = ∆-1 0  Так как отобра-

жение F̂  является вполне непрерывным, то у 
него существует неподвижная точка y* . Оче-
видно, что точка x a y*

1
*= ( )-  является решени-

ем включения (1).
Рассмотрим случай, когда dim( ( ))Ker a > 0 . 

Пусть k  произвольное число удовлетворяющее 
неравенствам, b( ) / ,a k c< < 1  q E E: 2 1Æ  — 
отображение, удовлетворяющее лемме 2.3, 
построенное по этому числу k .

Выберем в подпространстве Ker a x E a x( ) { | ( ) }= Œ =1 0 
Ker a x E a x( ) { | ( ) }= Œ =1 0  ненулевой вектор e ,

	 e
ck

c
< -1

,

и рассмотрим пространство E E R0 2
1= ¥ ,  с нор-

мой ( , ) .y t y t= +2 2  Пусть отображение 

F E Kv E1 0 2: ( )Æ  определено условием:

	 F y t F q y te1( , ) ( ( ) ).= +
Покажем, что это отображение является вполне 
непрерывным. Пусть A EÃ 0  — произвольное 
ограниченное множество, тогда найдется число 
R>0  такое, что для любой точки ( , )y t AŒ  

справедливо неравенство ( , ) .y t R£  Пусть 
отображение q̂ A E: 1Æ  определено соотноше-
нием (̂ , ) ( ) .q y t q y te= +  Обозначим B q A= (̂ ),  
тогда для любой точки x BŒ  справедливо нера-
венство,

	 x q y te k
ck

c
R= + £ + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

( ) ,
1

т.е. B  также является ограниченным множес-
твом. Заметим, что B a AÃ -1( ).  Тогда, в силу 
a‑полной непрерывности отображения F , мно-
жество F A F B a A1

1( ) ( ( ))= « -  является относи-
тельно компактным. Это и доказывает полную 
непрерывность отображения F1 .

Рассмотрим сферу S Er Ã 0 .  Покажем, что 
для достаточно большого r  справедливо нера-
венство min

( , )u F y t
u r

Œ
£

1
 любых ( , ) .y t SrŒ

Действительно,

	
min ( )

.

( , )u F y t
u c q y te d

ck y c t e d

Œ
£ +( ) + £

£ + +
1

Если число r
d

ck c e
≥

- -1
,  то

	
u F y t

u ckr cr e d r
Œ

< + + £
1( , )

min . 	

Это и доказывает требуемое неравенство.
Мы находимся в условиях леммы 3.2, сле-

довательно, включение F y t y2( , ) '  имеет реше-
ние на сфере Sr . Пусть ( , )0 0y t SrŒ  — решение 
нашего включения. Очевидно тогда, что 
x q y t e N a f0 0 0= + Œ( ) ( , ).  

Оценим теперь топологическую размерность 
множества решений включения (1). Пусть, как 
и раньше, k  произвольное число удовлетворя-
ющее неравенствам, b( ) / ,a k c< < 1  q E E: 2 1Æ  
— отображение, построенное по этому числу k . 
Пусть число n  такое, что 0 £ £n Ker adim( ( )) . 
Тогда в подпространстве Ker a( )  существуют n  
линейно независимых векторов e e en1 2, , , ,º

	 e
ck

ci < -1
.

Рассмотрим пространство E E Rn
3 2= ¥ ,  с нормой 

( , ) ,x u x u= +2 2
 и многозначное отображе-

ние G E Kv E: ( ),3 2Æ  G y u F q y u e
i

n

i i( , ) ( ) ,= +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃=

Â
1

 

где u u u un= ( , ,..., ).1 2

Нетрудно заметить, что это многозначное 
отображение является вполне непрерывным.

Легко проверить также, что точка ( , )y u0 0  
является решением включения

	 y G y uŒ ( , ), 	 (5)

тогда и только тогда, когда точка x q y u0 0 0= ( , ),  

q y u q y u e
i

n

i i( , ) ( ) ,0 0 0
1

0= +
=
Â  является решением 

нашего включения (1), здесь u u u un0 1
0

2
0 0= ( , ,..., ).

Заметим, что отображение q E E: ,3 1Æ  

q y u q y u e
i

n

i i( , ) ( ) ,= +
=
Â

1

 является биекцией. Сле-

довательно, разным решениям включения (5), 
с помощью отображения q , отвечают разные 
решения включения (1). Это позволяет, для 
изучения размерности множества решений 
включения (1), применить теоремы о размер-
ности множества неподвижных точек много-
значных отображений.

Рассмотрим числа

	 R
d

ck c e
i

n

i

1

0

1
>

- -
=
Â

и

Об операторных включениях с сюръективными операторами
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	 R ckR cR e d
i

n

i= + +
=
Â1 1

0

.

Нетрудно заметить, что R R< 1.
Рассмотрим теперь ограниченное выпуклое 

замкнутое множество

	 T B E B R ER
n= ¥ Ã

1 2 1 30 0[ , ] [ , ] ,
где B ER1 20[ , ]  — замкнутый шар радиуса R1  с 
центром в нуле пространства E2 , а B Rn

1 0[ , ]  
— замкнутый шар радиуса 1 с центром в нуле 
пространства Rn .

Покажем, что множество

	 G y u B ER( , ) [ , ]« = ∆0 2

любых ( , ) .y u TŒ
Пусть ( , ) ,y u TŒ  тогда в силу условий тео-

ремы, существует точка z F q y u e
i

n

i iŒ +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃=

Â( )
1

 

такая, что

	

z c q y u e d

c q y u e d

ckR

i

n

i i

i

n

i i

£ +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+ £

£ +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+ £

£ +

=

=

Â

Â

( ) )

( )

1

0

1 ccR e d R
i

n

i1
0=

Â + = .

Это и доказывает непустоту этого пересечения.
Рассмотрим многозначное отображение 

G y u G y u B ER( , ) ( , ) [ , ].= « 0 2  Тогда многознач-
н о е  о т о б р а ж е н и е  G T Kv B E Kv B ER R: ( [ , ]) ( [ , ]Æ Ã0 02 1 2 

G T Kv B E Kv B ER R: ( [ , ]) ( [ , ]Æ Ã0 02 1 2  вполне непрерывно, имеет вы-
пуклые компактные образы. Заметим также, что 
сужение этого отображение на множество 
B ER1 2[0, ]) 0¥  не имеет неподвижных точек на 

границе B ER1 20[ , ])  и переводит это множество 
в себя. Следовательно, g ( , [ , ])) .i G B ER- =

1 20 1
Таким образом выполнены все условия лем-

мы 3.3. Тогда, dim( ( , )) .N i G T n- ≥
Так как множество N i G T( , )-   является 

компактом, а отображение  q N i G T E: ( , )- Æ 1  
является биекцией, то q  — гомеоморфизм на 
область значений. В силу сделанных построе-
ний,  q N i G T N a F( ( , )) ( , ).- Ã  В силу монотон-
ности топологической размерности имеем сле-
дующие неравенства:

	
dim( ( , ) dim( ( ( , ))

dim( ( , )) .

N a F q N i G T

N i G T n

≥ - =

= - ≥

 



Так как число n Ker a£ dim( ( ))  выбиралось 
произвольно, то dim( ( , ) dim( ( )).N a F Ker a≥  Это 
и доказывает теорему.

3.7. Следствие. Пусть отображения a  и F  
удовлетворяют условиям теоремы 3.6, тогда 
многозначное отображение Y = a F+  является 
сюрьективным и для любой точки y EŒ 2  мно-
жество Y Y- = Œ '1

1( ) { | ( ) }y x E x y  непусто и 
dim( ( )) dim( ( )).Y- ≥1 y Ker a

Доказательство. Рассмотрим включение

	 a x y F x( ) ( ),Œ -
где y  — произвольный вектор из E2 . Очевид-
но, что отображение F y F1 = -  удовлетворяет 
условиям теоремы 3.6. Следовательно, множес-
тво N a F y( , )= ( )1

1Y-  является непустым и 
dim( ( , )) dim( ( )).N a F Ker a1 ≥

В некоторых случаях результаты теоремы 
3.6 могут быть уточнены.

3.8. Теорема. Пусть выполнены условия 
теоремы 3.6 и dim( ( )) .Ker a > 0  Если многознач-
ное отображение F  переводит ограниченные 
подмножества пространства E1  в ограничен-
ные подмножества пространства E2 , то мно-
жество N a F( , )  будет неограниченным.

Доказательство. Предположим противное, 
т.е. существует такое число a >0 , что для любой 
точки x N a FŒ ( , )  справедливо неравенство 
x £ a.  Тогда и множество F N a F( ( , ))  также 

является ограниченным, т.е. существует такое 
число b > 0,  что для любой точки y F N a FŒ ( ( , ))  
справедливо неравенство y £ b.

Рассмотрим стремящуюся к бесконечности 
последовательность чисел { }rn  такую, что 

r
d

ck c en >
- -1

,  где число k  и вектор e  опре-

делены в теореме 3.6. Тогда на сферах S Ern
Ã 0  

существуют точки ( , )y tn n  такие, что точки 
x q y t en n n= +( )  принадлежат множеству N a F( , ).  
Тогда xn £ a  для любого n . С другой стороны, 
так как F x a x yn n n( ) ( ) ,' =  то y F N a Fn Œ ( ( , )).  
Следовательно, yn £ b  для любого n . Тогда

	 t
x q y

e
k

en
n n£

+
£ +( )

.
a b

Следовательно, последовательность { }tn  также 
ограничена. Тогда точка ( , )y tn n  не может лежать 
на сфере Srn

 при достаточно большом n . Полу-
ченное противоречие и доказывает теорему.

В случае, если отображение F  является 
непрерывным многозначным отображением, то 
в теореме 3.6 можно уточнить оценку размер-
ности множества N a F( , ) .

3.9. Теорема. Пусть многозначное отобра-
жение F E Kv E: ( )1 2Æ  удовлетворяет следую-
щим условиям:

Б. Д. Гельман
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1) F  — непрерывно и a -компактно;
2) dim( ( ))F x m≥  для любого x EŒ 1 ;
3) существуют неотрицательные числа c  

и d  такие, что для любого x EŒ 1  справедливо 
неравенство: 

y F x
y c x d

Œ
£ +

( )
min .

Если c a< 1 / ( ),b  то множество N a F( , )  
непусто и

	 dim( ( , )) dim( ( )) .N a F Ker a m≥ +
Доказательство. Непустота N a F( , )  вытека-

ет из теоремы 3.6.
Оценим размерность множества N a F( , ) . 

Как и в теореме 3.6 рассмотрим пространство 
E E Rn

3 2= ¥  и многозначное отображение 
G G G E Kv E Kv Rn= ¥ Æ ¥1 2 3 2: ( ) ( ).  Многознач-
ное отображение G1  определено соотноше
нием:

	 G y u F q y e
i

n

i i1
1

( , ) ( ) ,= +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃=

Âx

если u n= º( , , , ).x x x1 2  Нетрудно заметить, что 
это многозначное отображение является непре-
рывным и вполне непрерывным.

Многозначное отображение G2  определено 
соотношением:

	 G y u v R vn
2 1 2( , ) { | / }.= Œ £

Это многозначное отображение является непре-
рывным.

Как и в теореме 3.6 рассмотрим ограничен-
ное выпуклое замкнутое множество

	 T B E B R ER
n= ¥ Ã

1 2 1 30 0[ , ] [ , ] .
В теореме 3.6 показано, что множество

	 G x u B ER1 20( , ) [ , ]« = ∆
любых ( , )x u TŒ  и содержит внутреннюю точку 
шара B ER[ , ].0 2

Рассмотрим многозначное отображение 
G x u G x u B ER1 1 20( , ) ( , ) [ , ].= «  Можно доказать, 

что это отображение непрерывно, область зна-
чений G T1( )  является относительно компатным 
множеством и для любой точки ( , )x u TŒ  спра-
ведливо равенство:

	 dim( ( , )) dim( ( , )) .G x u G x u m1 1= ≥
Тогда многозначное отображение  G G G T Kv B E Kv B RR

n= ¥ Æ ¥1 2 2 2 20 0: ( [ , ]) ( [ , ] 
 G G G T Kv B E Kv B RR

n= ¥ Æ ¥1 2 2 2 20 0: ( [ , ]) ( [ , ]  вполне 
непрерывно, имеет выпуклые образы, не имеет 
неподвижных точек на границе ∂T  и переводит 
множество  T  в  себя.  Следовательно, 
g ( , ) .i G T- = 1

Так как отображения G1  и G2  — непрерыв-
ны и dim( ( , ) ( , ))G x u G x u m n1 2¥ ≥ +  для любой 

точки ( , ) ,x u TŒ  то выполнены все условия тео-
ремы 1.2. Тогда, dim( ( , )) .N i G T m n- ≥ +

Откуда, как и в теореме 3.6, получаем, что 
dim( ( , ) dim( ( )) .N a F Ker a m≥ +  Это и доказыва-
ет теорему.

4. Управляемые системы

Применим результаты раздела 3 к изучению 
одного класса управляемых систем.

Пусть E1 , E2 , E3  — банаховы пространства, 
a D a E E: ( ) Ã Æ1 2  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор, f : 1 3 2E E E¥ Æ  — не-
линейное отображение, удовлетворяющее сле-
дующим условиям:

( )1f  f  является непрерывным отображени-
ем;

( )2f  существуют положительные числа c1  и 
d1  такие, что для любой точки ( , ) 1 3x u E EŒ ¥  
справедливо неравенство:

	 f x u c x u d( , ) ( ) ;£ + +1 1

( )3f  при каждом фиксированном x EŒ 1  
отображение f fx x E E= ( , ) : 3 2◊ Æ  является аф-
финым отображением.

Пусть U E Kv E: ( )1 3Æ  — полунепрерывное 
сверху многозначное отображение, удовлетво-
ряющее следующему условию:

( 1)U  существуют положительные числа c2  
и d2  такие, что

	
u U x

u c x d
Œ

£ +
( )

min 2 2

для любого x EŒ 1 .
Рассмотрим следующую задачу:

	 a x f x u( ) ( , ),= 	 (6)

	 u U xŒ ( ). 	 (7)

Будем называть задачу (6), (7) — задачей уп-
равления с обратной связью, а множество U x( )  
— множеством допустимых управлений для 
точки x EŒ 1 .

Решением управляемой системы (6), (7) 
будем называть пару ( , )* *x u  такую, что

	 a x x u( ) ( , ),* * *= f
	 u U x* *( ).Œ
Точку x E* 1Œ  будем называть траекторией уп-
равляемой системы, а u E* 3Œ  — соответствую-
щим управлением.

Рассмотрим многозначное отображение 
F E Kv E: ( ),1 2Æ  определенное соотношением, 
F x x U x( ) ( , ( )).= f  В силу сделанных предполо-

жений множество F x( )  является выпуклым 
компактом для любого x EŒ 1  и отображение F  

Об операторных включениях с сюръективными операторами
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является полунепрерывным сверху. Рассмот-
рим включение

	 a x F x( ) ( ).Œ 	 (8)

Очевидно, что каждому решению включения 
(8) отвечает некоторое решение задачи управ-
ления (6), (7), т.е. если M  — множество реше-
ний управляемой системы, N  — множество 
решений включения (8), то N p M= ( ),  где p  
— проекция E E1 3¥  на пространство E1 .

Из теоремы 3.6. естественно вытекает следу-
ющая теорема.

4.1. Теорема. Пусть многозначное отобра-
жение F  является a  — вполне непрерывным. 
Если c c a1 21 1( ) / ( ),+ < b  то множество решений 
управляемой системы (6), (7) непусто и топо-
логическая размерность множества траекто-
рий управляемой системы больше или равна 
размерности ядра оператора a .

В заключение, рассмотрим следующий при-
мер.

Пусть f R R Rn p n: [ , ]0 1 ¥ ¥ Æ  — отображе-
ние, удовлетворяющее условиям Каратеодори, 
т.е.:

( )1I  для любых x R u Rn pŒ Œ,  отображение 
f fx u

nx u R, ( , , ) : [ , ]= ◊ Æ0 1  является измери-
мым;

( )2I  для почти всех t Œ[0,1]  отображение 
f ft

n p nt R R R= ( , , ) :◊ ◊ ¥ Æ  является непрерыв-
ным;

( )3I  существуют такие суммируемые функ-
ции a b, : [ , ] ,0 1 1Æ R  что для любых x R u Rn pŒ Œ,  
и почти всех t Œ[0,1]  выполнено неравенство

	 f t x u t x u t( , , ) ( )( ) ( );£ + +a b
( )4I  отображение f f t x R Rt x

p n
, ( , , ) := ◊ Æ  

аффино.
Пусть заданы линейные непрерывные фун-

кционалы l C Ri : ,[ , ]0 1
1Æ  i k= 1,..., ,  причем 

0 £ <k n.  Рассмотрим линейный оператор 
l C Rk: [0,1] Æ  определенный соотношением, 
l x l x l xk( )=( ( ),..., ( )).1

Будем считать пространство Rn  вложенным 
в пространство C[0,1] , т.е. точке x Rn

0 Œ  сопоста-
вим постоянное отображение x t x0

0( ) .=  Будем 
предполагать, что отображение l  удовлетворя-
ет следующему условию:

( )5I  отображение l R C R
Rn

n k| : [ , ]Ã Æ0 1  яв-
ляется сюръективным оператором.

Пусть U C Kv L: ( )[ , ] [ , ]0 1 0 1Æ •  — вполне непре-
рывное многозначное отображение (например 
многозначный интегральный оператор).

Рассмотрим следующую задачу:

	 ¢ =x f t x u( , , ), 	 (*)

	 u t U x t t( ) ( )( ), [ , ],Œ Œ 0 1 	 (**)

	 l x i ki( ( )) , ,..., ;◊ = =0 1 	 (***)

Таким образом, нас интересуют решения 
уравнения (*), имеющих множество допусти-
мых управлений (**) и удовлетворяющие фа-
зовым ограничениям (***).

Пусть D LÃ [ , ]0 1
1  — множество абсолютно 

непрерывных функций определенных на отрез-
ке [ , ]a b . Пусть d D L: [0,1]

1Æ  — оператор диффе-
ренцирования. Тогда определен линейный 
о п е р а т о р  ˆ : ,[ , ] [ , ]d d l D L L Rk= ¥ Ã Æ ¥0 1

1
0 1

1  
(̂ )( ) ( ( ), ( )).d x t x t l x= ¢

Нетрудно доказать следующую лемму.
4.2. Лемма. Если выполнено условие ( ),I5  

то линейный оператор d̂  является замкну-
т ы м  с ю р ъ е к т и в н ы м  о п е р а т о р о м  и 
dim( ( )) .Ker d n k= -

В силу условий ( I1 )—( I3 ), определен опе-
ратор суперпозиции f0 0 1 0 1 0 1

1: ,[ , ] [ , ] [ , ]C L L¥ Æ•  
д е й с т в у ю щ и й  п о  п р а в и л у , 
f f0( , )( ) ( , ( ), ( ).x u t t x t u t=

Р а с с м о т р и м  о т о б р а ж е н и е 
ˆ : [ , ] [ , ] [ , ]f C L L Rk

0 1 0 1 0 1
1¥ Æ ¥•  определенное усло-

вием, ˆ( , ) ( ( , ), ).f fx u x u= 0 0
Очевидно, что задача (*)—(***) эквивален-

тна следующей задаче:

	 (̂ ) ˆ( , ),d x x u= f 	 (a)

	 u U xŒ ( ), 	 (b)

причем отображение F x x U x( ) ( , ( ))= f  является 
d̂ -вполне непрерывным многозначным отоб-
ражением. Следовательно, к задаче (a)—(b) 
может быть применена теорема 4.1. и получены 
результаты о существовании и размерности 
решений.
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