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НадБарЬЕрНая ИоНИЗацИя воЗБуждЕННыХ СоСТояНИй 
аТоМа водорода улЬТраКороТКИМ лаЗЕрНыМ ИМпулЬСоМ
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В адиабатическом приближении проведены расчеты энергетических спектров электронов 
при надбарьерной ионизации возбужденных 2s-, 2p- и 3d-состояний атома водорода сверх-
сильным ультракоротким лазерным импульсом.

ввЕдЕНИЕ

В последние годы был достигнут значитель-
ный прогресс в экспериментальном изучении 
ионизации атомов сверхсильным лазерным 
полем. Это относится, в частности, к детальным 
измерениям энергетического распределения 
электронов [�]—[4], а также к зависимости 
вероятности ионизации от фазы светового поля, 
возникающей для сверхкоротких лазерных 
импульсов [5].

Новые экспериментальные результаты сти-
мулировали появление теоретических работ, в 
которых ионизация атомов в сильном лазерном 
поле рассматривалась как аналитическими, так 
и численными методами (см. обзор [6], а также 
недавние работы [7]—[��]). при этом основная 
проблема теории связана с учетом влияния ку-
лоновского поля атомного остатка на движение 
электрона в непрерывном спектре. дело в том, 
что для электрона, связанного короткодейству-
ющими силами, теория ионизации в сильном 
поле была построена еще в классической рабо-
те Келдыша [�2]. развитие метода, проведенное 
в работе [�3] (см., также [�4]), позволило по-
лучить спектры туннелирующих электронов, 
хорошо согласующиеся с экспериментальными 
данными [�5]. авторами работы [�3] была вы-
сказана гипотеза, что аналитические формулы, 
описывающие электронные спектры для фото-
отрыва от отрицательных ионов (короткодейс-
твующий потенциал), могут быть после простой 
модификации применены и для описания ио-
низации нейтральных атомов и положительных 
ионов, где имеется дальнодействующее кулонов-
ское взаимодействие. проверка этой гипотезы и 
является одной из целей данной работы.

аналитические методы описания электрон-
ных спектров при ионизации нейтральных 
атомов и положительных ионов развивались 

также в работах [�6]—[�9]. В работе [�9] для 
описания движения свободного электрона в 
кулоновском поле и поле электромагнитной 
волны использовались волковские функции с 
кулоновской поправкой; относительно их точ-
ности в случае сильного поля были высказаны 
серьезные сомнения [20].

Вычисления данной работы проведены на 
основе адиабатического приближения, предло-
женного и протестированного ранее в [2�]. 
Следует напомнить, что основная идея исполь-
зуемого адиабатического приближения базиру-
ется на результате работы [22]. В этой работе 
вероятность туннельного вырывания электрона 
из короткодействующего потенциала, найденная 
Келдышем, была обобщена на случай туннель-
ной ионизации атома путем формальной замены 
напряженности электрического поля в вероят-
ности туннельного эффекта в постоянном поле 
[23] на переменную напряженность электричес-
кого поля световой волны с последующим ус-
реднением этой вероятности по периоду поля. В 
адиабатическом приближении [2�] замена пе-
ременного поля на постоянное производится на 
более ранней стадии — в электронных волновых 
функциях, с которыми можно проводить вычис-
ления различных величин, в данном случае — 
электронных спектров. В дальнейшем эти най-
денные величины усредняются по периоду поля. 
представляется очевидным, что точность подоб-
ного подхода должна быть не хуже, чем точность 
вычисления полной вероятности туннельного 
эффекта [24]. другие варианты адиабатическо-
го приближения рассмотрены в работах [25].

В работе используется атомная система еди-
ниц ( = = =1e m ).

волНовыЕ ФуНКцИИ  
в НЕпрЕрывНоМ СпЕКТрЕ

рассмотрим электрон, движущийся в куло-
новском потенциале, создаваемом зарядом Z , © Корнев а. С., 2006
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и линейно-поляризованном вдоль оси z  лазер-
ном поле с напряженностью ( )F t . Волновая 
функция электрона в дипольном приближении 
удовлетворяет уравнению шредингера: 

 21
i ( , )= ( ) ( , ).

2
Z

r t zF t r t
t r

∂ È ˘Y - — - + YÍ ˙∂ Î ˚
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построим решение уравнения шрединге-
ра (�), пригодное для случая низких частот поля 
w . ограничимся случаем непрерывного спек-
тра. Воспользуемся адиабатическим приближе-
нием, в соответствии с которым движение 
электрона «подстраивается» к изменению поля. 
Физически это означает пренебрежение инер-
ционными свойствами электрона при его взаи-
модействии с полем. В соответствии с класси-
ческим законом изменения импульса условие 
применимости адиабатического приближения 
в непрерывном спектре можно сформулировать 
следующим образом: 
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F
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w
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где F  — характерное значение напряженности 
поля, E  — характерное значение энергии элек-
трона. Условие (2) уточняет условие примени-
мости адиабатического приближения, приве-
денное в [2�]: w/ 1F  . Соотношение (2) ана-
логично соответствующему условию, впервые 
предложенному в работе [�6].

адиабатическое решение уравнения (�) 
запишем следующим образом: 

 -Y F i
= ( )

( , )= ( , ) e ,Et
E F F t
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где F ( , )E F r  — решение стационарного урав-
нения шредингера в постоянном однородном 
поле F :
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Как видно, функция (3) и энергия E  зави-
сят от времени параметрически, что и является 
основным приближением данной работы.

Стационарное уравнение шредингера (4) 
удобно решать в квадратичных параболических 
координатах ( , , )m n j  [26], связанных с декарто-
выми соотношениями: 

 2 21
= cos ; = sin ; = ( ).

2
x y zmn j mn j m n-  (5)

Координаты (5) связаны с традиционными 
параболическими координатами ( , )x h  простыми 
соотношениями: 2 =m x , 2 =n h . Квадратичные 
координаты удобны при численном решении 
уравнения шредингера (4), так как область интег-
рирования становится более компактной [27].

В этих координатах переменные в уравне-
нии (4) разделяются

 jm n
pmn

F i1
( , )= ( , ) ( , )e ,

2
m

E F M F N Fr  (6)

где =0, 1,m ± …  — магнитное квантовое число, 
приводя к двум одномерным уравнениям шре-
дингера 

2 2
2 4

12 2

d 1 4
2 ( , )=0,

d 4
m

E F Z M Fm m m
m m

È ˘-+ + - +Í ˙
Î ˚

 (7)

2 2
2 4

22 2

d 1 4
2 ( , )=0

d 4
m

E F Z N Fn n n
n n

È ˘-+ + + +Í ˙
Î ˚

 (8)

с константами разделения 1Z  и 2Z , связанными 
соотношением 

 1 2 =4 .Z Z Z+
Уравнение (7) описывает финитное движе-

ние (рис. �а), и его собственные функции ха-

Рис.1. Эффективные потенциалы для одномерных уравнений шредингера (7) (а) и (8) (б)

Надбарьерная ионизация возбужденных состояний атома водорода ультракоротким лазерным импульсом
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рактеризуются параболическим квантовым 
числом 1 =0,1,n …  Уравнение (8) соответствует 
инфинитному движению (рис. �б), и его собс-
твенные функции можно характеризовать пол-
ной энергией E . для численного решения 
каждого из уравнений (7), (8) промежуток ин-
тегрирования удобно разбить на интервалы 
длиной порядка � а.е. Внутри каждого интер-
вала, например, 1<i im m m + , решение пред-
ставляется в виде ряда Тейлора 
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( , )= ( ) ,k
ik i

k

M F Cm m m
•

-Â
коэффициенты которого вычисляются из рекур-
рентных соотношений, выведенных в работе 
[27]. Найденные таким образом решения ста-
ционарного уравнения шредингера (4) удобно 
нормировать на d -функцию «по шкале энер-
гий»:

 d d d¢ ¢ ¢ ¢ ¢F F -¢Ú 1 1 1 1

3* ( ) ( )d = ( ).E n m En m m m n nr E Er r

алгоритм численного расчета нормировоч-
ной константы в состояниях непрерывного 
спектра дается в работе [28].

Таким образом, адиабатическое решение 
временно€го уравнения шредингера (�) можно 
записать в виде параболической волны 
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аМплИТуда И вЕрояТНоСТЬ 
процЕССа

Выберем лазерный импульс в следующем 
виде:

 2
0( )= cos cos( ), ,

2
t

F t F t t T
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где Q  — фаза светового поля, существенная для 
коротких импульсов, T  — ширина импульса 
на половине высоты.

дифференциальная по энергии вероятность 
связанно-свободного перехода между началь-
ным |iÒ  и конечным |f Ò  состояниями дается 
формулой:
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где волновая функция конечного состояния 
предполагается нормированной на d -функцию 
по шкале энергий. амплитуда перехода 

 ( )= ( ) | | .fiA t F t f z i· Ò  (�2)

Таким образом, в отличие от известной ра-
боты Келдыша [�2], в качестве волновой фун-
кции конечного состояния здесь выбирается не 
функция Гордона—Волкова, описывающая 
движение электрона в поле плоской электро-
магнитной волны, а адиабатические функции, 
переходящие при 0w Æ  в точное решение урав-
нения шредингера, описывающее движение 
электрона в кулоновском и постоянном элект-
рическом поле.

Волновая функция начального состояния в 
квадратичных параболических координатах 
имеет следующий вид:
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здесь
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1 1F  — вырожденная гипергеометрическая фун-
кция, 2 2

0 = /(2 )E Z n-  — энергия связанного 
состояния.

после подстановки (9), (�3) в (�2) выраже-
ние для амплитуды процесса принимает вид: 

 0

1 2 1 2

i( )( ) ( )
, 1 , 1( )= ( , )e d ,

T E E tm m
E n n E n ni i i iT

A n n t t
+ -

-Ú N  (�5)

где

   
1 2

( )
, 1 4 0 0 43

= ( )

( , )= [ ] ,
2

m
E n ni i

F F t

ZF
n t

n
-N I J I J  (�6)

 m m m m
• Ê ˆ

Á ˜Ë ¯ÚI
1 1
| | | |0

= (| |, ) d ;k
k En m n mi

Z
M F f

n
величина kJ  отличается от kI  заменами ,m nÆ  

Æ| | | |1 1En m En mM N , 1 2i in nÆ . Итак, амплитуда 

ионизации связанного состояния есть Фурье-
образ функции (�6) по времени на частоте 

0E E- :

 
1 1 2

0

( ) ( )
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( )= ( , ) .m m
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Строго говоря, выражение (�6) справедливо 
только на положительных полупериодах лазер-
ного поля. при интегрировании в (��) по отри-
цательным полупериодам в правой части (�6) 
необходимо произвести дополнительную заме-
ну 1 2i in n , поскольку при <0F  координаты 

А. С. Корнев
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m  и n  меняются ролями. Напомним, что про-
екция орбитального момента электрона на на-
правление линейной поляризации сохраняется, 
и поэтому амплитуда (�7) зависит от m  пара-
метрически. заметим, что адиабатическое при-
ближение, вообще говоря, неприменимо в те 
моменты времени, когда поле ( )F t  меняет знак. 
однако данное ограничение существенно не 
сказывается на величине амплитуды благодаря 
общему множителю ( )F t  в (�2).

В соответствии с (��), дифференциальная 
по энергии вероятность испускания электрона 
с параболическим квантовым числом 1n  полу-
чается возведением в квадрат (�7): 

  
1 2 1 2

2( ) ( )
, 1 , 1

d
( )= ( ) .

d i i i i

m m
E n n E n nP n A n

E
 (�8)

 проинтегрированное по углам энергетичес-
кое распределение электронов получается сум-
мированием вероятностей (�8) по всем значе-
ниям параболического квантового числа 1n : 
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Таким образом, использование параболи-
ческих координат не требует решения системы 
связанных дифференциальных уравнений. 
Нужно лишь выполнить суммирование по вкла-
дам всех параболических парциальных волн.

Если начальное состояние задается с помо-
щью главного in  и орбитального il  квантовых 
чисел, в качестве начального состояния |iÒ  
нужно взять соответствующую суперпозицию 
состояний (�3) с параболическими числами 1 ,in

2in  (см., напр., [29]):

21 2
1 2

1 211 1
2 2 2 2

.
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ii i i
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l m
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i n l m

C n n m
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= =

= Â  (20)

Индексы суммирования в (20) пробегают 
все целые неотрицательные значения, удовлет-
воряющие условию (�4) и не позволяющие 
коэффициенту Клебша—Гордана обращаться в 
нуль тождественно.

оБСуждЕНИЕ рЕЗулЬТаТов

Все численные результаты, полученные в 
данной работе, относятся к проинтегрированной 
по углам вероятности испускания электрона в 
зависимости от его энергии. отметим вначале, 
что использованное здесь адиабатическое при-
ближение не позволяет провести сравнение с 
результатами работ [30]—[32], в которых про-

водились аналогичные расчеты для основного 
состояния атома водорода. Использовавшиеся 
в указанных работах лазерные параметры удов-
летворяют условию адиабатичности (2) лишь 
для низких энергий. Энергетический же спектр 
электронов при этом оказывается достаточно 
широким. он заметно спадает лишь при значе-
ниях энергии, находящихся вне условия адиа-
батичности (2).

по этой причине расчеты были проведены 
для ионизации возбужденных (2s, 2p, 3d) состо-
яний атома водорода при =0.056w  ( =800l  нм), 

0 =0.1F  (пиковая интенсивность излучения в 
импульсе 143.45 10¥  Вт/см 2 ), = 2.5T  фс. Элек-
тронные спектры для ионизации из возбужден-
ных состояний оказываются более узкими в 
сравнении с ионизацией из основного состоя-
ния, выход электронов спадает на несколько 
порядков для энергий, удовлетворяющих усло-
вию адиабатичности (2). Кроме того, для воз-
бужденных состояний энергия электрона в поле 
с максимальной напряженностью 0 =0.1F  пре-
вышает энергию связи электрона в атоме, поэ-
тому формально приводимые результаты соот-
ветствуют случаю надбарьерной ионизации. 
Вопрос об ионизации возбужденных состояний 
атома также неоднократно поднимался в лите-
ратуре (см., напр., [4, 33]).

результаты расчетов представлены на рис. 
2—4; энергия электронов измеряется в единицах 
пондеромоторной энергии 2 2

p 0= /(4 )U F w .
для сравнения даны аналогичные результа-

ты, получающиеся в моделях [�3, �7, �9]. В этих 
работах приведены аналитические формулы для 
скоростей ионизации атома монохроматичес-
ким линейно-поляризованным излучением. 
при этом естественно возникает зависимость от 
числа поглощенных фотонов. Во всех трех мо-
делях величина nW  получается численным 
интегрированием дифференциальной по углам 
скорости ионизации: 

 
0

d
= 2 sin d .

d
n

n

W
W

p
p q q

WÚ
Вид последней определяется используемой 

моделью.
В работе [�3] начальное состояние электро-

на взято в модели короткодействующего потен-
циала, для описания конечного состояния 
электрона берется волновая функция Гордо-
на—Волкова, а вычисления проводятся в ква-
зиклассическом приближении. В работе [�7] 
предложена модифицированная модель Келды-
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Рис. 2. Спектры электронов при ионизации 2s- и 3s-
состояний атома водорода лазерным импульсом (�0). 
В адиабатическом приближении расчеты проведены 
для двух значений начальной фазы Q . значение 

=0Q  соответствует импульсу (�0) «в форме коси-
нуса»; значение = /2pQ  — «в форме синуса». зна-
чения других параметров лазерного излучения 
указаны в тексте статьи

ша, не содержащая интегрирования по импуль-
су и пригодная, по словам авторов, в достаточно 
широком диапазоне энергий электрона. Этими 
же авторами в [�8] предложена и так называе-
мая «модель кулоновского торможения», срав-
нение с которой не представляется здесь воз-
можным, поскольку она накладывает ограни-
чение на минимальное значение эллиптичности 
лазерного поля. В работе [�9] для описания 

конечного состояния электрона использовалась 
волновая функция Гордона—Волкова с куло-
новской поправкой. К сожалению, в двух пос-
ледних работах формулы вероятностей иониза-
ции выведены лишь для s-состояний.

при ионизации возбужденных состояний 
атома водорода скорости nW  оказываются на-
столько большими, что их умножение на время 
порядка длительности лазерного импульса при-
водит к вероятности, превышающей �. поэтому 
эти величины в данном случае следует рассмат-
ривать именно как скорости переходов, а не как 
вероятности переходов в единицу времени.

для получения разумных результатов вна-
чале строились кинетические уравнения, содер-
жащие скорости nW , которые затем решались 
для импульса с огибающей из (�0) (при этом, к 
сожалению, зависимость от начальной фазы 
импульса терялась): 

 
max

0
0 0

=1

d d
= ; = ;

d d

N
n

n n
n

C C
W C W C

t t¢
¢

- Â  (2�)

 0 max( )=1; ( )=0, =1, .nC T C T n N- - …

здесь nC  — вероятность ионизации с поглоще-
нием n  фотонов, 0C  — начальная концентра-
ция нейтральных атомов, maxN  — максимальное 
число поглощенных фотонов, учитываемое при 
вычислениях.

Система (2�) формально может быть разре-
шена в квадратурах, которые, однако, непри-
годны для численных расчетов ввиду недоста-
точно гладкого поведения подынтегральных 
функций. поэтому более удобным является 
численное решение самих кинетических урав-
нений. отметим, что такая задача будет «жест-
кой» [34]. для интегрирования подобных сис-
тем разработаны специальные численные мето-
ды [35].

результатом решения системы (2�) являет-
ся набор вероятностей ионизации, различаю-
щийся числом поглощаемых фотонов. Эти ве-
роятности затем интерполировались на непре-
рывный спектр энергий. значения вероятностей 
содержат не более семи верных цифр, что огра-
ничивает величину maxN , а вместе с тем и верх-
нюю границу энергетических спектров элект-
ронов.

Легко заметить, что электронные спектры, 
рассчитанные в адиабатическом приближении, 
имеют сложную структуру и сильно зависят от 
начальной фазы светового импульса. Модель 

А. С. Корнев
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Рис. 3. Спектры электронов при ионизации 2p-, 3p- и 3d-состояний ( =0, 1m ± ). обозначения и параметры 
те же, что на рис. 2
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Келдыша не позволяет извлекать столь подроб-
ную информацию из процесса ионизации.

Наилучшее согласие с адиабатическим при-
ближением дает модель [�3] в случае ионизации 
2s- и 2p-состояний с =0m . Качественная вос-
производимость результатов наблюдается на 
всем протяжении спектра вплоть до энергии 

p2.5U . В остальных же случаях воспроизводи-
мость имеет место лишь в области малых энер-
гий электронов. отмеченные расхождения, 
возможно, объясняются малой длительностью 
лазерного импульса.

Как видно из приведенных графиков, в 
электронных спектрах отсутствуют области, 
имеющие вид плато, в которых распределение 
электронов относительно слабо зависит от энер-
гии. Этот вывод согласуется с данными работы 
[36], в которой экспериментально и теоретичес-
ки было установлено, что с ростом интенсивнос-
ти лазерного излучения подобные платообраз-
ные области исчезают.

ЗаКлючЕНИЕ

Сформулируем основные результаты, полу-
ченные в данной работе.

�. В рамках адиабатической модели прове-
дены расчеты энергетических спектров электро-
нов, образующихся в результате надбарьерной 
ионизации атомов водорода из возбужденных 
состояний интенсивным лазерным импульсом.

2. Кинетическая модель, основанная на 

аналитических формулах работы [�3], хорошо 
описывает спектры электронов во всем иссле-
дуемом диапазоне энергий вплоть до p2.5U  при 
ионизации из 2s- и 2p-состояний с =0m .

3. В случае более высоких возбужденных 
состояний качественное согласие с результата-
ми модели [�3] наблюдается только в низко-
энергетической области. Этот факт ни в коей 
мере не означает неприменимость модели [�3] 
в общем случае, поскольку расчеты проводи-
лись для очень короткого лазерного импульса.

4. заключение п. 3 об ухудшении согласия 
результатов в высокоэнергетической области 
относится и к моделям, предложенным в работах 
[�7, �9]. для этих моделей сравнение с расчета-
ми, проведенными в адиабатическом прибли-
жении, оказалось возможным только для двух 
случаев ионизации атома водорода из 2s- и 3s-
состояний.
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