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СвойСТва ГЕоМЕТрИчЕСКИХ МодЕлЕй проФИлЕй волНы 
СолИТоНов в НЕлИНЕйНыХ процЕССаХ в КрИСТаллаХ

Б. М. даринский, д. ю. Гребенников, а. в. Крутов, М. Н. чаплыгин, С. в. шершнев
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Математическому моделированию и исследованию различных нелинейных явлений в 
кристаллах, в частности, фазовых переходов в веществе и нелинейных волн, в настоящее вре-
мя уделяется большое внимание. Характерной особенностью нелинейных явлений в кристал-
лах является форма профиля бегущей волны волновых процессов [�—5]. для возможности 
сравнения, в качестве тестовых предлагаются некоторые геометрические идеальные модели 
профилей волн кинематического происхождения, определяемые параметрически, и исследу-
ются их свойства. предполагается, что особенностям формы соответствуют определенные 
физические нелинейные эффекты и закономерности [6—9], включая основанные на симметрии 
[�0, ��]. приводятся особенности геометрической формы солитонообразных решений, физи-
ческая интерпретация которых может являться предметом дальнейших исследований.

Ставится задача исследовать свойства гео-
метрических моделей профилей волн в нели-
нейных волновых процессах в кристаллах с 
целью выявления в дальнейшем соответствую-
щих физических закономерностей.

Солитонные волновые профили, как прави-
ло, выражаются через гиперболические функ-
ции [�2, 3], особенности формы графического 
представления которых мы и рассмотрим. 

Если положить круговой тангенс угла на-
клона касательной графика гиперболического 
котангенса равным тангенсу гиперболическому 
аргумента t : 2 21 / sh 1 cth tg th ,t t a t- = - = =  то 
получим уравнение вида 3cth cth 1 0,t t- + =  

t f= - 2(cth 1 / )q  или 3 2th th 1 0,t t- + =  которое 
имеет вещественный корень 2arth( ) 0,9841985,qt f= - = - 

2arth( ) 0,9841985,qt f= - = -  при этом тангенс гиперболичес-
кий равен по величине характеристическому 
числу 2qf  обобщенной второй q-пропорции: 

2th ,qt f= - 2arctg ,qa f= -  удовлетворяющей 
кубическому уравнению 3 2

2 2 1 0q qf f+ - = . Это 
число равно отношению меньшей части к боль-
шей при таком делении целого, когда вторая 
степень этого отношения равна отношению 
большего к целому. Такое деление является 
частным случаем n = 2 обобщения деления в 
крайнем и среднем, когда n-я степень отноше-
ния меньшего к большему равна отношению 

nqf  большего к целому, удовлетворяющему 
уравнению 1 2 1 0n

qn qnf f+ + - = ; делению в крайнем 
и среднем отвечает значение n=� [�, 2].

положим круговой тангенс угла наклона 
касательной графика гиперболического котан-

генса равным тангенсу гиперболическому со 
з н а к о м  м и н у с  т о г о  ж е  а р г у м е н т а  t : 

2 21 / sh 1 cth tg thtt t a t- = - = = - . получим ха-
рактеристическое уравнение q-пропорции от-
носительно tht

t t t f
t f
a f

+ - = = =
= =
= - = - ∞

3 2
2

2

2

th th 1 0,  ( th 0,754877666),

arcth( ) 0,984198,  

arctg 37,048 .

t q

t q

t q

 (�) 

В соответствии с аналогом формул приведе-
ния для гиперболических функций, веществен-
ный корень 2arth 0,9841985t qt f= =  уравнения 
(�) равен действительной части комплексного 
корня 0,984�98509 + �,570796326i характерис-
тического уравнения 2-й q-пропорции относи-
тельно cth ,t  в то время как мнимая его часть 
равна / 2.p

Как видно на рис. � и как легко убедиться 
аналитически, значение 2artht qt f=  близко к 
тому, которое соответствует точке котангенсои-
ды гиперболической, в которой ее нормаль яв-
ляется центральной, т.е. проходит через начало 
координат, а полярный радиус минимален и 
совпадает с единственной общей нормалью двух 
ветвей. аналогичная ситуация имеет место для 
свойств котангенса кругового, где фигурирует 
вторая p-пропорция 2pf , удовлетворяющая 
уравнению 3

2 2 1 0p pf f+ - =  и равная отношению 
меньшей части к большей при таком делении 
целого, когда это отношение равно второй сте-
пени отношения большего к целому.

значение 2qf
 
второй q-пропорции и соот-

ветствующее положение нормалей соответству-
ет также решению механической модели мини-
максной задачи о гарантированном максималь-
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ном выигрыше для случая движения стержня в 
криволинейном канале, образованном двумя 
ветвями гиперболического котангенса.

Минимальное расстояние между тангенсо-
идой и косинусоидой гиперболическими изме-
ряется отрезком, равным около 0,545, который 
проходит близко к точке пересечения тангенсо-
иды и солитонной кривой 21 / ch ,y t=  тангенс 
угла наклона касательной которой в этой точке 
равен 1f , а сам угол a  равен 0,55357 рад или 
3�,7�747o (величина t, соответствующая этой 
точке, равна 1arth 0,7218f = ). Эта солитонная 
кривая пересекается с синусоидой под прямым 
углом.

заметим, что, кроме геометрического модели-
рования физических явлений, движения в кри-
волинейных каналах изучаются в связи с иссле-

дованием нетрадиционных способов передвиже-
ния, в частности, рыб, ужей, обладающих высо-
ким коэффициентом полезного действия [�3, �4], 
а также в связи с изучением механизма проник-
новения молекулы дНК в клетку [�5, �6].

Известны различные точные решения вол-
новых уравнений солитонного типа, содержа-
щие синусоидальные составляющие как эллип-
тических так и гиперболических функций, и 
другие исследования, указывающие на сущес-
твенную роль этих функций в различных нели-
нейных процессах [�7, �8], хотя их геометри-
ческим свойствам, безусловно отражающим и 
физические особенности, не уделялось должно-
го внимания.

На рис. 2 приведена параметрически задан-
ная кривая кинематического происхождения

Рис. 1. Геометрическая форма и свойства солитонообразных решений. Если �/ch2 = sh, то sh = f
p2

, если  
�/ch2 = th, то �/ch2 = f

�
, если sh2 = cth = �/f

q2
, y = 2/3 — перегиб

Рис. 2. Форма профиля бегущей волны типа «цунами» как геометрической модели солитоноподобного 
решения нелинейного волнового уравнения, определяемого в параметрическом виде трансцендентными 
зависимостями
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/ ( cos ) cos cos( ),

/ cos sin( ),
x a y

y a y
t t t y

t y
= - + -

= -
 (2)

которая может служить геометрической моде-
лью солитоноподобного решения нелинейного 
волнового уравнения, а также волны прилива, 
цунами. она пересекает ось абсцисс в точках 

1 ,x kt a p= = +  имеет перегиб в точках 2 ,kt p=  
где угол наклона касательной 1 1arctg 0,48586a f f= =  

1 1arctg 0,48586a f f= =  рад = 25,9�36o, и в точках (2 1),kt p= +  
г д е  у г о л  н а к л о н а  к а с а т е л ь н о й  р а в е н 

1 1arctg(1 / ) 2,05817a f f= - = -  
 
= –64,0863o, так 

что угол между касательными в соседних точках 
перегиба равен прямому.

Уравнения (2) — это y -параметрическое 
семейство кривых-солитонов (группы, «стаи» 
солитонов). Уравнения его огибающей (группо-
вого, огибающего солитона) получаются из 
уравнений (2) семейства обычным путем: исклю-
чением одного из параметров с помощью урав-
нения связи между ними, которое имеет вид

 
sin( 2 )cos [cos( ) cos ]

cos (1 sin ) 0.
t y y t y t

t t
- - + -

- - =
 (3)

при изменении параметра, которому соот-
ветствует тот или иной солитон, профиль транс-
формируется, в частности, при некотором зна-
чении параметра начинается нелинейный 
процесс «обрушивания» волны, являющейся 
известным решением, например, уравнения 
Кортевега — де Фриза (рис. 3). График кривой 
такого типа, полученный из модельных уравне-
ний, представлен на рис. 4.

На рис. 5 изображена модель нелинейных 
волн пилообразного профиля, часто встречаю-
щихся как в физике твердого тела так и в раз-
личных других областях [�9]

 
3 / 2

2

3 / 2
2

cos [1 ]sin( ),

[1 ]sin( ).
P p

P p

x

y f
l l

l l

t t f t t

t t

= - - + -

= + -
выводы. Установлены свойства профилей 

солитонных волн, отвечающие физическим 

Рис. 4. «обрушивающийся» профиль

Рис. 5. аналитическая модель пилообразного профиля нелинейных волн

Рис. 3

Свойства геометрических моделей профилей волны солитонов в нелинейных процессах в кристаллах
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закономерностям, проявляющимся в виде обоб-
щенных пропорций во многих физических 
процессах, в т.ч. в нелинейных явлениях в кон-
денсированных средах, в кристаллах. 
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