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ZikOZX^Oaa]�i_P]kVOXZR�_PQ�aV[QlQQ�_OP^de�QaXOmPV[]^����pX]c�Z^RTQ�^OZhWV�VUXiV[haV
TV\VlV�]_QZVaQR�X]_][]mQlOZU]c�ZXPiUXiPd�Z]^WOZXade�iP]^aOc�_OP^de�QaXOmPV[]^�
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aQR�^�pX]c�X]lUO�

�]P]g]� QT^OZXa]*� lX]� QZZ[O\]^VaQO� mO],
WOXPQQ� QaXOmPV[hade� UPQ^de� \QaVWQlOZU]c
ZQZXOWd� Q� \^QqOaQc� QT]bPVqVjkQe� X]lOU
^\][h�QaXOmPV[hade�UPQ^de�ZikOZX^Oaa]�i_,
P]kVOXZR�_PQ�aV[QlQQ�_OP^de�QaXOmPV[]^���
pX]c�Z^RTQ�^OZhWV�VUXiV[haV�TV\VlV�]b�]_QZV,
aQQ� X]_][]mQlOZU]c� ZXPiUXiPd� Z]^WOZXade
iP]^aOc�_OP^de�QaXOmPV[]^�

��_]Z[O\aQO�\OZRXQ[OXQR�_]R^Q[]Zh�Wa],
m]� ^OZhWV� ^d\VjkQeZR� \]ZXQqOaQc� _]� QTi,
lOaQj�POmi[RPade�Z]^WOZXade�iP]^aOc�_OP,
^de�QaXOmPV[]^�'_P]]bPVT]^�]X]bPVqOaQc�W],
WOaX]^)�^�XO]PQQ�QaXOmPQPiOWde�mVWQ[hX]a],
^de� ZQZXOW� 'ZW�*� aV_PQWOP*� s�tus�t*� s0t)�� �Z,
a]^a]c�QaZXPiWOaX�QTilOaQR�X]_][]mQQ�_P],
]bPVTV�]X]bPVqOaQR�W]WOaX]^�̂ �pX]c�XO]PQQu
Z_O`QV[haVR�^OPZQR�s�t�XO]PQQ��]PZV*�_]T^],
[RjkVR� _P]Z[OqQ^VXh� WOXVW]PS]Td� _P]]b,
PVTV�X]lUQ�_P]ZXPVaZX^V�TaVlOaQc�]X]bPVqO,
aQR�W]WOaX]^�_PQ�XPVaZ^OPZV[ha]W�_OPOZOlO,
aQQ� '\^QqikOcZR)� X]lU]c� ]\a]m]� QT� WVUZQ,
WV[hade�ZXPVX]^�bQSiPUV`Q]aa]m]�Wa]qOZX^V
'Wa]qOZX^V�ZQami[RPade�TaVlOaQc)�

�WOZXO�Z�XOW�Z[O\iOX�_PQTaVXh*�lX]�^�`O,
[]W� TV\VlV� ]_QZVaQR� X]_][]mQlOZU]c� ZXPiU,
XiPd�Z]^WOZXade�iP]^aOc�QaXOmPV[]^�^ZO�OkO
\V[OUV� ]X� Z^]Om]� ]U]alVXO[ha]m]� POgOaQR�
�Vb][OO�XPi\aVR�lVZXh�pX]c�TV\VlQ�u�]_QZV,
aQR�XVUQe�Wa]qOZX^�_PQ�aV[QlQQ�^�aQe�]Z],
bde�X]lOU�

	XVXhR�_]Z^RkOaV�̂ dRZaOaQj�iZ[]^Qc*�_PQ
U]X]Pde�X]_][]mQlOZU]O�ZXP]OaQO�Z]^WOZXa]m]
iP]^aR�^b[QTQ�]Z]b]c�X]lUQ�]_PO\O[ROXZR�U],
aOla]c� ZXPiOc�QaXOmPV[ha]m]� ]X]bPVqOaQR� ^
pX]c�X]lUO�
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R^[ROXZR� 'EyS),WOPadW�Wa]m]]bPVTQOW*� Qa,
^VPQVaXadW�]Xa]ZQXO[ha]�\QaVWQlOZU]c�ZQZ,
XOWd� '�)��
TilOaQO� X]_][]mQlOZU]c� ZXPiUXi,
Pd *� �_PO\ZXV^[ROX�QaXOPOZ�UVU�\[R�^dRZaO,
aQR� \OXV[Oc�SVT]^]m]� _]PXPOXV� \QaVWQlOZ,
U]c� ZQZXOWd*� XVU�Q�\[R�QTilOaQR�eVPVUXOPV
]X\O[hade� QaXOmPV[hade� UPQ^de�� �O]WOXPQ,
lOZU]O� ZXP]OaQO *� � ^� Z[ilVO� ZQami[RPa]m]
TaVlOaQR* � XOZa]� Z^RTVa]� Z� mO]WOXPQlOZU]c
ZXPiUXiP]c�b[QqVcgQe�POmi[RPade�iP]^aOc
Q�_]pX]Wi�̂ dRZaOaQO�Om]�ZXPiUXiPd�_PO\ZXV^,
[ROX�ZVW]ZX]RXO[hadc�QaXOPOZ���VU�iqO�bd[]
]XWOlOa]*�^�]bkOW�Z[ilVO�\VaaVR�TV\VlV�R^,
[ROXZR�^OZhWV�aO_P]ZX]c�

	XP]OaQO�]Z]bde�_P]]bPVT]^�QaXOmPV[ha],
m]� ]X]bPVqOaQR�W]qa]� ZlQXVXh� e]P]g]�QTi,
lOaadWQ�'^b[QTQ�]Z]bde�X]lOU)�^�Z[ilVRe�]\,
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a]WOPa]m]� ^dP]q\OaQR� '_V\OaQR� PVamV� WVX,
PQ`d��U]bQ�aV�O\QaQ`i)*� Z^]\QWde�U�[OWWO
�]PZV�Q[Q�U�XO]POWVW�]�U]aOla]c�]_PO\O[Oa,
a]ZXQ�m[V\U]c�SiaU`Qc�̂ �U]aOla]UPVXa]c�]Z],
b]c� X]lUO� s��t*� Q� ^� Z[ilVO�aO^dP]q\Oaa]ZXQ
U^V\PVXQla]m]� \QSSOPOa`QV[V� �]PXOiZV
'U^V\PVXQla]c�lVZXQ�iPV^aOaQR�PVT^OX^[OaQR*
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SiaU`QR�� � aO� W]qOX� \]ZXQmVXh� aV� Wa]qO,
ZX^O� ���� 6 �θ − �Z^]Om]�WQaQWV[ha]m]�TaVlOaQR�
	[O\]^VXO[ha]*� � � �� � > � \[R� ���� 6 �� θ −∈ �
�X]P]O� iX^OPq\OaQO� Z[O\iOX� QT� aO_POPd^,
a]ZXQ� � �� � � Q� U]W_VUXa]ZXQ� Wa]qOZX^V

���� !θ − ∂� � '^Z[O\ZX^QO�]mPVaQlOaa]ZXQ�! )�
�]PWi[QPiOWVR�aQqO�XO]POWV�Q�OO�Z[O\,

ZX^QO� _]T^][RjX� ^dRZaQXh� []UV[haij� ZXPiU,
XiPi�Wa]qOZX^V�POgOaQc�iPV^aOaQR*�QWOjkO,
m]�G,POmi[RPa]O�^OX^[OaQO�^�ai[O���UVTd^VOX,
ZR*� lX]� []UV[ha]�Wa]qOZX^]� POgOaQc� XVU]m]
iPV^aOaQR� m]WO]W]PSa]� U]aiZi�� ][OO� X]m]*
m]WO]W]PSQTW�W]qa]� ^dbPVXh� XVU*� lX]� _]Z[O
]XbPVZd^VaQR�ai[R�]a�\QSSO]W]PSa]�\OcZX^iOX
aV�Z^]c�]bPVT�'aV�U]aiZ�bOT�^OPgQad)�
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POmi[RPa]� Q� Z]bZX^Oaa]� '_]Z[O\aOO� Z[O\iOX
QT� X]m]*� lX]� ���� �� − = )*� X]� ]a]� TV\VOX� PVZ,
Z[]OaQO�aV\�ZXRmQ^VOW]c�bVT]c� ��� �*, ��	[O\],
^VXO[ha]*�ZikOZX^iOX�XPQ^QV[QTijkQc�\QS,
SO]W]PSQTW
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	XVa\VPXadc�Z[]c �� �_PO\ZXV^[ROX�Z]b]c�_O,
POZOlOaQO� Wa]qOZX^V� ai[Oc� ]X]bPVqOaQR� θ
Z� 'UVU]c,aQbi\h)�SQUZQP]^Vaa]c� _]^OPea]Z,
Xhj�iP]^aR�SiaU`QQ�� n

� �
���� � � �� ��� � * * *θ − −= ∩ , ∈ , .

����W�J���fG���*��+�-!�k"*�����"�"!�,
(���!"!�#� � � ��θ = ���!(%"���-"�-��."!���*�+(

� �� 
� ��  �!� � �*��. � � * �≅ × , / ×

|��*�+(�+�!(*��!�� �� ���"����"���!"}�
���������+	����� 	]m[VZa]� [OWWO*� QWOOW

� ���� ��� �� θ− −∩ = .
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W]PSQTW
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_P]\][qVOXZR� \]� m]WO]W]PSQTWV
���� � �! *��.�θ − ∩ → .

�VUQW� ]bPVT]W*� iZXVa]^[Oa]*� lX]� Wa]qO,
ZX^]�ai[Oc�]X]bPVqOaQR�θ *�QWOjkOm]�^�ai[O
G,POmi[RPa]O� ^OX^[OaQO*� []UV[ha]� m]WO],
W]PSa]� U]aiZi� aV\� Wa]m]]bPVTQOW� iP]^aR

� ���� � ��� � *θ − −= � �
�Z[Q� PVZZW]XPOXh� Wa]qOZX^]� POgOaQc

iPV^aOaQR� � � ��θ = �bOT�X]lUQ� �� = *�X]�m]WO,
]W]PSQTW�ZXVa]^QXZR�\QSSO]W]PSQTW]W�'aV

��� ��� *× , )�
�VUQW�]bPVT]W*�Wa]qOZX^]�POgOaQc�iPV^,

aOaQR*� QWOjkOm]�G6POmi[RPa]O� ^OX^[OaQO� ^
ai[O*� W]qa]� TV_VPVWOXPQT]^VXh� TaVlOaQRWQ
SiaU`QQ�� �
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��� �* *∈ , *�� � � �� �� * �= ���VU�UVU� �
�,
− �_P]\][qVOX,

ZR� \]� m]WO]W]PSQTWV
����� �*��.� !θ −→ ∩ ,

X]*�_][]qQ^� ���� �� = *�_][ilQW�aO_POPd^aij
^OX^h�Wa]qOZX^V� ����θ − �

�� _PVUXQlOZUQe� TV\VlVe� lVZX]� XPObiOXZR
aVcXQ� POgOaQR*� TV^QZRkQO� ]X� Wa]m]WOPa]m]
_VPVWOXPV���Z[Q�^^OZXQ�Z]]X^OXZX^ijkQW�]b,
PVT]W� _]aRXQO�G,POmi[RPa]m]� ^OX^[OaQR� PO,
gOaQc�iPV^aOaQR�\[R�Z[ilVR�]X]bPVqOaQR�� *
X]�Wa]qOZX^]�POgOaQc�XVU]m]�iPV^aOaQR�bi,
\OX�ZOWOcZX^]W�Wa]m]WOPade�^OX^Oc�

�b]TaVlQW� lOPOT��� SVUX]PWa]qOZX^]

�
	 	
���� /�� �− / �'_]�]Xa]gOaQj� ,	" \QSSO]W]P,

Sa]ZXQ�Wa]qOZX^V� U]W_VUXade� ,	" Wa]m]]b,
PVTQc� PVTWOPa]ZXQ� �� − � bOT� UPVR)�� �PV^aO,
aQj� � � ��θ = *� QWOjkOWi� ^� ai[O�G,POmi[RP,
a]O� ^OX^[OaQO*� Z]]X^OXZX^iOX� _PQ� [jb]W

��� �* *∈ , �p[OWOaX
� �
 ��� � ��� *θ − − ∈ ,��

��������)" �
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U]X]Pdc� aVT]^OW� �!�"+*�-� �"��%"!�#� pX]m]
iPV^aOaQR�Q�]b]TaVlQW� � �� θ	 ��	]m[VZa]�_PO,
\d\ikQW�POTi[hXVXVW*�Qa\OUZ�^OX^[OaQR�]_,
PO\O[Oa� U]PPOUXa]*� X]� OZXh� aO� TV^QZQX� ]X
^db]PV� ��� �* *∈ , ����Z[O\ijkOc�XO]POWO�iUV,
Td^VjXZR�Z[ilVQ�Qa^VPQVaXa]ZXQ�Qa\OUZV�̂ OX,
^[OaQR�]Xa]ZQXO[ha]�^db]PV�SiaU`Q]aV[V�� �

E���Ih�M���iG��4(*�&�(���!"!�"� � � ��θ =
�-""����!(%"�G6�"�(%#�!�"������!���"-"!!��
b6�"�(%#�!�"��"��%"!�#������� � � � �� 2θ θ=	 	

�� *%"�(/{��� *%()�#�j� � i}� � � 	� �− = , , x� � �}
�� �− ≥ ���+%�**� � �� θ	 �*�*����������!�*�#�6

!���-!���������,�
���������+	����^�Z[ilVO���)��p[OWOaXVPa]*

V�^�Z[ilVO���)��Z[O\iOX�QT�QT^OZXa]c�XO]POWd
]b�>,U]b]P\QTWO� s��t�

�]� Wa]mQe� PVb]XVe� _]� XO]PQQ� ^OX^[OaQR
]_PO\O[Rjkij�P][h�QmPVOX�_]aRXQO�_P]ZX],
Xd�WV[de�POgOaQc��	ikOZX^iOX�XOZaVR�Z^RTh
WOq\i� POmi[RPa]� ^OX^RkQWQZR� Q� _P]ZXdWQ
POgOaQRWQ�

�VZZW]XPQW� iPV^aOaQO
�� � � �� �� ��� & � &θ θ, = , ∈ , ∈ , , = ,
 
 '�)

\[R� U]X]P]m]� � �� � &= �u� ^OX^h� _P]ZXde�WV,
[de�POgOaQcn� ��� �� = *� � �� & � aO_POPd^a]� TV,
^QZQX�]X��& ��Q�]_OPVX]P�� � � � �� � & &θ∂

∂ , ��_PQ�WV[de
aOai[O^de��& ��R^[ROXZR�p_QW]PSQTW]W�

&�I����fG��e���!"!�"� � � ��θ = ��-""����!(%"
,�& �"�(%#�!�"��"��%"!�"�����������%&+�����6

����+�������*��+�-!�k"*�����"�"!�,�(���!"6
!�#�|g}� ���-"����("�*#� "�"-"!!�,��& �����*"
-�%�"��"�"!�#� � �� & �#�%#/�*#� ��*��-��

���������+	������iZXh�iPV^aOaQO�'�)�QWO,
OX� ^� ai[O� ,�& POmi[RPa]O� ^OX^[OaQO�� �]m\V
]X]bPVqOaQO

� � �� � � � � �� & &θ , , : × → ×
 
 
 


POmi[RPa]�^�X]lUVe� ���� 6 �θ − �_PQ� �& ≠ �Q�P],
ZX]U�Wa]qOZX^V�POgOaQc�iPV^aOaQR�'�)�_VPV,
WOXPQTiOXZR�_OPOWOaa]c� �& *�Q*� Z[O\]^VXO[h,
a]*�Q�_OPOWOaa]c� & ���iZXh� � �� & �u�WV[]O�PO,
gOaQO�iPV^aOaQR���]m\V�]_OPVX]P

θ∂ , , : × → ×
∂ ,

�
� �� � � � � �

� �
� �� & & &

� &

 
 
 


R^[ROXZR�p_QW]PSQTW]W�'_PQ� �& ≠ )���]Z[O�_PO\,
ZXV^[OaQR�pX]m]�]_OPVX]PV�^�WVXPQla]W�^Q\O

� � � � � � � �

� �

� & & � & &
� &

&

θ θ∂ ∂ , , ∂ ∂ 
  

aOXPi\a]� iZXVa]^QXh*� lX]� U]W_]aOaXV

� � � � � �� & &
�

θ∂ , : →
∂


 


XVUqO� R^[ROXZR� p_QW]PSQTW]W� _PQ� �& ≠ �
	[O\]^VXO[ha]*� POgOaQO� � �� & � R^[ROXZR� _P],
ZXdW�

�iZXh� XO_OPh� ^ZO� WV[dO� POgOaQR� � �� &
iPV^aOaQR� '�)� R^[RjXZR� _P]ZXdWQ�� �]� OZXh*
]_OPVX]P� � � � �� � & &θ∂

∂ , � R^[ROXZR� p_QW]PSQTW]W
_PQ� �& ≠ �� �]m\V� PVZZiq\OaQRWQ*� VaV[]mQl,
adWQ� _P]^O\OaadW� ^dgO*� aOXPi\a]� iZXVa],
^QXh*� lX]� ]X]bPVqOaQO

� � �� � � � � �� & &θ , , : × → ×
 
 
 


POmi[RPa]�^�X]lUVe�Wa]qOZX^V� ���� 6 �θ − ��	[O,
\]^VXO[ha]*�iPV^aOaQO�'�)�QWOOX�^�ai[O� ,�& PO,
mi[RPa]O� ^OX^[OaQO�

�VUQW� ]bPVT]W*� iZXVa]^[OaV� pU^Q^V[OaX,
a]ZXh� iZ[]^Qc� ,�& POmi[RPa]ZXQ� ^OX^[OaQR� Q
_P]ZX]Xd�^ZOe�WV[de� � �� & � POgOaQc�iPV^aO,
aQR�'�)�

�G�A'!?	%�Z""���?B	��NOP"'
�&	�$&�	��$?�?"A�

�VZZW]XPQW�Z_O`QV[hadc�^Q\�\OS]PWV`Qc
iPV^aOaQR� � � ��θ = *�U]X]Pdc�aO�QTWOaROX�X],
_][]mQlOZUij� ZXPiUXiPi� P]ZXUV� Wa]qOZX^V
POgOaQc�

�iZXh

� �� � ���!εθ : , → ,


u� ZOWOcZX^]� ,	" ]X]bPVqOaQc*� U]X]PdO
,	" m[V\U]� TV^QZRX� ]X� _VPVWOXPV� ε ∈ 
 *� m\O


 �u�ZXRmQ^VOWVR�U]W_VUXaVR�]b[VZXh�U]aOl,
a]WOPa]m]� ^OkOZX^Oaa]m]� _P]ZXPVaZX^V*� Z],
\OPqVkVR� aVlV[]� � �� 	OWOcZX^]� � ��εθ � aVTd,
^VOXZR� �%��+�,� �".��-�3�",� ������k"!�#
� ��θ *� OZ[Q� � ��εθ � R^[ROXZR� m[V\UQW� _]� Z]^],

Ui_a]ZXQ�_OPOWOaade�� �� ε, ��Q�� �� � � �� �θ θ= �
�iZXh� � ��εθ �u�m[V\UVR�\OS]PWV`QR�
?K�����M����G���"-",*����(���!"!�,

� � ��εθ = '0)

aVTd^VOXZR�POmi[RPa]c�\OS]PWV`QOc�iPV^aO,
aQR� � � ��θ = *�OZ[Q�ZikOZX^iOX�m[V\UVR�\OS]P,
WV`QR�SiaU`QQ�� n

�
�� �� � �� � � � �� ! � � � �ε : , → , , = ,


��+�#�� )��� �%#� %/����� ε ∈ 
 � (���!"!�"
� � ��εθ = ��-""����!(%"� ,�ε �"�(%#�!�"� �"��6

%"!�"�

e*%���#�+�!")!�,�86� �"�"%"!!�*���������k"!�#� "������!�"���%������*���,���)+"
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������G�4(*�&�|w}����"�(%#�!�#��".��6
-�3�#� (���!"!�#� � � ��θ = �� ����� *({"*��(6
"��+�!*��!��� � �* > ���+�#��)����%#�%/����
ε ∈ 
 � �� �%!"!�� !"���"!*���� �� �� � *ε > � �%#

����� !εθ −∈ ∂� �
���������+	����� �� _P]XQ^a]W� Z[ilVO� aV,

g[VZh�bd�_]Z[O\]^VXO[ha]ZXh�TaVlOaQc�_VPV,
WOXPV� �ε *� Ze]\RkVRZR� U� aOU]X]P]Wi� �ε ∈ 
 *
_]Z[O\]^VXO[ha]ZXh�lQZO[ ��* → �Q�_]Z[O\]^V,
XO[ha]ZXh� X]lOU� ����

��� !εθ −∈ ∂� � XVUQe*� lX]
� �

� � �� � *ε < ��	[O\]^VXO[ha]*�SiaU`QR�
�
� �� �ε �\],

ZXQmV[V� bd� aV� Wa]qOZX^O�
�

���� !εθ − ∂� � Z^]Om]
WQaQWiWV� 'ai[O^]m]� TaVlOaQR)�� �]Z[O\aOO
_P]XQ^]POlQX� [OWWO� ��

E���Ih�M���lG�4����"�(%#�!�,��".��-�6
3����!�"+*��"��%"!�#�*����!#"�*#j

ε εθ θ ε= ∀ ∈ .	 	� � � �� � 0

���������+	������VZZW]XPQW�]X]bPVqOaQO
�� �Φ : × → × × ,
 
 

 


TV\V^VOW]O� Z]]X^OXZX^QOW

� � � � � � � �� � � �ε εε θ ε, , , .�


T�_PO\[]qOaQR���Q�X]q\OZX^Oaa]c�TV^QZQ,
W]ZXQ�_]Z[O\aOc�U]W_]aOaXd�]X]bPVqOaQR�Φ
]X� ε � Z[O\iOX*� lX]� X]lUQ�� �* ε, , � bi\iX� POmi,
[RPadWQ�TaVlOaQRWQ�]X]bPVqOaQR�Φ �_PQ�̂ ZOe
ε ∈ 
 *� ��� �* *∈ , �� 	[O\]^VXO[ha]*� _P]OU`QR

( �π : ∩ → ,


m\O

 � � � � �!  � � � � !( � � � � � � *ε εε θ ε= , | = , = , | = ,

bi\OX�ZibWOPZQOc���VU�UVU�]bPVT�_P]OU`QQ�u
ZXRmQ^VOWVR� ]b[VZXh*� X]� ZikOZX^iOX� XPQ^QV,
[QTijkQc� \QSSO]W]PSQTW

� �� ��� � �� ( � � *θ − −: ∩ → ∩ × ,


Z]ePVaRjkQc�_]Z[O\ajj�U]W_]aOaXin

� � � � � � � � �ε ε ε, = , , .

�VUQW�]bPVT]W*
� �� � 
 ��� � �� � �� *εθ θ θ− −= ∩ = .	 	

�]PWi[QPiOW]O�aQqO�Z[O\ZX^QO�_]UVTd^V,
OX*� lX]�P]ZX]U�Wa]qOZX^V�POgOaQc�iPV^aOaQR
� � ��θ = �Z]ePVaROX�Z^]j�X]_][]mQlOZUij�ZXPiU,

XiPi�_PQ�POmi[RPa]c� \OS]PWV`QQ�iPV^aOaQR
'_PQ�^ZOe� ε ∈ 
 �Wa]qOZX^]�POgOaQc�[]UV[ha]
m]WO]W]PSa]�]\a]Wi�Q�X]Wi�qO�U]aiZi)�

����W�J����G�4(*�&�*"-",*����(���!"!�,
|w}� �� �"�(%#�!�#� �".��-�3�#� (���!"!�#

� � ��θ = ��������%#�%/�����ε ∈ 
 ���*��+�-!�6
k"*�����"�"!�,�(���!"!�#�|w}���-"�-��."!
��*�+(� -!�k"*���� �"�"!�,� (���!"!�#
� � ��θ = �����-"�-��."!�+�!(*(

� �
�� ��� � �� �� �*��. � * * *θ − −∩ , ∈ , .

���������+	����� 	]m[VZa]� _PO\[]qOaQj� �
Q� Om]� Z[O\ZX^Qj*� Wa]qOZX^]� ���� �!εθ −

� � m],
WO]W]PSa]� � �� ��� � ��*��. � *ε εθ − −

� ���]�_PO\[]qO,
aQj� �� Wa]m]]bPVTQO� � ���� � �� *ε εθ − −

� � \QSSO],
W]PSa]� _PQ� UVq\]W� ε ∈ 
 � Wa]m]]bPVTQj

� ���� � �� *θ − −
� ��	[O\]^VXO[ha]*

� �� ��� � ��*��. � *ε εθ − −
�

Q
� �� ��� � ��*��. � *θ − −

�

m]WO]W]PSad�
�Z[Q�PVZZWVXPQ^VXh�P]ZX]U�Wa]qOZX^V�PO,

gOaQc�iPV^aOaQR�'0)�bOT�X]lUQ� �� = *�X]�iUV,
TVaadc�m]WO]W]PSQTW�ZXVa]^QXZR�\QSSO]W]P,
SQTW]W

� � �
���� 6 � � ��� ���� �� �� *εθ θ− − −→ ∩ × , .

#���V�M���fG���-"��-��)����� ��%�k"!�6
#�� ��+�)"*��"� � �� � � )�*�������"��(���!�-
��**-�������&�.(!+3�/� �� ����" � ���"�+6
%������!��-��

����%&!",�"-��(�"���* �%&�����&*#��%��6
!�-� ������-� �-"!!�� l��� ��*��%�/{�#
.(!+3�#�

#���V�M����G�1)"���!���)��� ⋅ � 6�"�(%#�6
!�*�&��".��-�3��� εθ � ��!�)�"���� �%!"!�"
*���!��"!�#

εε
θθ

−

 
  = + ∀ ∈ ∩ .∂ 
 ∂ 

�

�� � ��� 6 ��� �

�

	� � � !�

�

�G��!'	"�'�$"'�$?�?"A�

�VZZW]XPQW�TV\Vli�\QSSO]W]PSa]m]�ZPV^,
aOaQR�Z]�ZSOP]c�_]^OPea]ZXQ�iP]^aR�VaV[Q,
XQlOZU]c� aO]XPQ`VXO[ha]c� '^� WV[]c� ]UPOZX,
a]ZXQ�ai[O^]c�X]lUQ)�SiaU`QQ�� *�XVU]c*�lX]
��� �� = �
�VZZW]XPQW�VaV[QXQlOZUij�SiaU`Qj�� �^

]UPOZXa]ZXQ�ai[R�_P]ZXPVaZX^V� �
 n
� ��� ��� � � �: → , = .

&�I�����G�4(*�&� � � �� � > � ��� �� ≠ ���!"6
+�����,��+�"*�!�*�����)+�� � �������-!�6

��������)" �
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��������"�(���!#� �� �� *− � ��.."�-��.!���  ��
��*����)!��-�%�-�* ��*."�"� �  �!�� � �− = | = �

���������+	����� �VZZW]XPQW� Z[O\ijkij
\OS]PWV`Qjn

�� � �� � � � 
� ��� � � �ε ε ε εΨ = + − , ∈ , .

�]UVqOW*� lX]�
� �

�
�

�
ε∂Ψ ≠

∂
� _PQ�WV[de �� ≠ � Q


� ��ε ∈ , ����_P]XQ^a]W�Z[ilVO*�aVc\OXZR�_]Z[O,
\]^VXO[ha]ZXh� �� � �� �� �� ε ε, → , *� m\O� � 
� ��ε ∈ , *
XVUVR*� lX]

� �
�� ��

�

ε∂Ψ
= .

∂
�]m\V� aVc\OXZR*� _]� [OWWO� ]b� ]Xb]PO� UPQ^de
s��t*� VaV[QXQlOZUVR� UPQ^VR� �� � � � ��� 
 
ε, *

�
� �
 
∈ , , � � �� ��� � ��� �� ε ε= , = *� XVUVR*� lX]

ε∂Ψ
= ,

∂
� �� � ��

�
 � 


�

_PQ�^ZOe�WV[de� 
 ��	[O\]^VXO[ha]*

ε∂Ψ
′⋅ = .

∂
� �� � ��

� � �
 � 

� 


�

�XZj\V�^dXOUVOXn

�

� �� � � �� � �� � � �� � � �
�


 � 
 
 � 
 � 
 

�

τ

ε ε ∂  ′+ − = . ∂ ∫
	[O\]^VXO[ha]*

�

�

�

� � � � �� � �� � � ��

� � � � � �� � �




 � 
 
 � � 


� 
 � � 
 
 


ε ε

ε

+ − =

′= − .∫
'�)

�iZXh

� � � �

	 	

�

�

� � � � � � �� � �

� � � �

� � � �

� �

� 
 �
 � 
 � � 
 +
 � 



 *
 � 
ε ε

= + , = + ;

= + + ,

m\O � � � � � � 	�� + * � �> , > , ≠ , ≥ , = , , . � �]\ZXV^Q^
pXQ�^dPVqOaQR�^�'�)*�_][ilQWn

	 	 � �

	 	 � �

� � � � 	 	

�

�

� �
	

�

� � ��� � ��

�� � ��� � ��

� � � � ��� � ��

� � � �

� � � �



� � � � � �

*
 � 
 �
 � 


*
 � 
 +
 � 


�
 � 
 +
 � 
 � *
 � 
 


ε

ε

− −

+ + + +

+ − − − + =

= + − − + .∫

'1)

�]TW]qad�Z[O\ijkQO�Z[ilVQ�
#)��iZXh � �ε ≠ �Q� � �ε ≠ �
V)� � �� �< ���]m\V

� � � 	 � 		
�

� 	

� � � �� � � � � ��
�
 � 
 �* 
 � 


� �
ε + ++ = + .

+

�]Z[O\aOO�aO� ^d_][aOa]*� XVU� UVU� 	 �� ≥ �
b)� � �� �> ���]m\V�_][ilVOW�Z]]Xa]gOaQO

� � � 	 � 		
�

� 	

�� � � � � �� � � � � ��
+
 � 
 +* 
 � 


� �
ε + +− + = − + ,

+

U]X]P]O� XVUqO�aO�W]qOX� bdXh� ^d_][aOa]�
^)� � �� �= ���]m\V

( ) � �

� 	 � 	

� �

	

� 	

�� � � �

� � � �

� �

� � � �

� + 
 � 


�
� + * 
 � 


� �

ε ε

+ +

+ − + =

 
= − + . + 
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_PQ �� ≠ �QT�WV[]c�]UPOZXa]ZXQ�ai[R�Q� 
� ��ε ∈ , �
�VZZW]XPQW� Z[O\ijkOO� ]X]bPVqOaQO� QT

� 6 �� 
� ���� × , �^� 
� ��� × , n

� � � � � �� �εε ε, Ψ , .�

�OmU]�^Q\OXh*�lX]�]a]�POmi[RPa]���]m\V�_P],
OU`QR

−: Φ → , ,�� � 
� ��% *

m\O

��� � � � � �� � % �εε ε εΦ , = Ψ , , = ,

R^[ROXZR�POmi[RPadW�Q�Z]bZX^OaadW�]X]bPV,
qOaQOW�� 	[O\]^VXO[ha]*� % � TV\VOX� PVZZ[]O,
aQO�aV\� ZXRmQ^VOW]c� bVT]c���XZj\V� Z[O\iOX*
lX]� �� �*−Φ � \QSSO]W]PSa]� ��� − �

�_QPVRZh� aV� XO]POWi� ]� XPVaZ^OPZV[ha]W
_OPOZOlOaQQ�V[mObPVQlOZUQe�Q�VaV[QXQlOZUQe
Wa]qOZX^�ZSOPVWQ�\]ZXVX]la]�WV[de�PV\Qi,
Z]^�'Z�`OaXPVWQ�^�QT][QP]^Vaade�]Z]bde�X]l,
UVe� pXQe�Wa]qOZX^)� s��t� 'ZW�� XVUqO� s��t)� aO,
XPi\a]� iZXVa]^QXh� Z[O\ijkOO� iX^OPq\OaQO�

E���Ih�M���mG�4(*�& � ������%�����!!�"
�*���"��"�"!�"� ,�" (���!"!�#� � � �$ � = ������
�%#�%/����� ,�" .(!+3��!�%�� ���+�����)��

�� �� ���� � � � � ��� 6 �� � � � $ −= , > ∀ ∈ ,

QWOOW
− − −≅ ∩'� � ���� ��� � ��$ *��. $ � *

Q
� � � ���� � � ��� � �$ � * $ �− − − + −∩ ≅ ∩ .

iG�$?�'��?�&b?E	'A'
'���'
?&?@	��'�"N

�PQ� QZZ[O\]^VaQQ� iPV^aOaQR� θ = ,� � ��
�� ∈ ,
 �Z�[O^]c�lVZXhj*�_PO\ZXV^[Oaa]c�̂ �̂ Q\O

θ = + ,� � � �� � � 3

m\O� � �� � �u�]XPOT]U�PR\V��Oc[]PV�^�ai[O�_],
PR\UV� 	 � \[R� θ *� OZXOZX^Oaa]� ^]TaQUVOX� ^],
_P]Z*�Z]ePVaQXZR�[Q�[]UV[haVR�ZXPiUXiPV�Wa],
qOZX^V�POgOaQc�_]Z[O�]XbPVZd^VaQR�]ZXVX]l,
a]m]�l[OaV�'_]PR\UV� �	 + )�̂ �XOc[]P]^ZU]W�PVT,
[]qOaQQ�[O^]c�lVZXQ�iPV^aOaQR�

?K�����M����G���*��+��%��+����������6
k"!�#

( ) ( )θ : , → ,� �� �
 


|�%��� *����"�*��"!!��� (���!"!�"� � � ��θ = }
!�����"�*#�86� �"�"%"!!�-� ��#�+��	 ���!(%"�
"*%���� �%���)"*+�,��� ���*�+��-!�k"*���

����θ − ���!(%"�!"�����*������������� �"�*��6

���"%#�+%�**�� �	" + ���*��("� � � �	� θ ��e���!"!�"
� � ��θ = �!�����"�*#�+�!")!��� �"�"%"!!�-��

!(%"�� "*%���!��86� �"�"%"!��*� ��#�+�-� 	 � �
!(%"�| ���!"+�����-�+�!")!�-��!�)"!��� 	 }�

�]ZX]U�Wa]qOZX^V�POgOaQc�U]aOla]y]_PO,
\O[Oaa]m]�iPV^aOaQR�R^[ROXZR�V[mObP]Q\adW*
X]� OZXh� pU^QZQami[RPadW�� P]ZXUi� V[mObPVQ,
lOZU]m]� Wa]qOZX^V�� �� s��t� iZXVa]^[Oa]*� lX]
V[mObPVQlOZU]O� Wa]qOZX^]� �� ⊂ 
 � ^� \]ZXV,
X]la]�WV[]c�]UPOZXa]ZXQ�Z^]Oc�QT][QP]^Vaa]c
ZQami[RPa]c�X]lUQ�iZXP]Oa]�aO� ]lOah� Z[]qa]�
��QWOaa]*�"*%��� ������%�����!!�#��*���#���)+�
-!�k"*����� ����� ����*"����*����)!��-�6
%���τ � "�"*")"!�"� � ��� � �τ= ∩� ���-"�-��.6
!��+�!(*(�!��� � ��� � � �τ= ∩ ∂ �| � ��� �τ ������
�����*��τ �*�3"!���-�����)+"�� }����%""������
 ����� � � � ��� �� � � � �τ τ, ∩ ���-"�-��.!�� ��"�+�6
!(*���!��� ���,�-!���������,� τ ,� � � ��� � � ���PQ
\]UVTVXO[hZX^O� pX]m]� iX^OPq\OaQR� QZ_][hTi,
OXZR�i_]WRaiX]O�^dgO�Sia\VWOaXV[ha]O�Z^]c,
ZX^]�V[mObPVQlOZUQe�Wa]qOZX^n�+�k��#���*��6
��)!��-�%�#�*."��� � � � ��� � � �τ τ= ∂ ��� �
 �*�3"!6
���-������%�����!!�,��*���,���)+"� � �� �∈ Σ
���!*�"�*�%&!�� "�"*"+�"�*#�*�� � ���%��+�6
-(� ��-!���������/�|���-�k!�� (*��-(}�s��t�

�VUQW� ]bPVT]W*� Wa]qOZX^]� POgOaQc� V[,
mObPVQlOZU]m]�iPV^aOaQR�[]UV[ha]�m]WO]W]P,
Sa]� U]aiZi�� ][OO� X]m]*� pX]X� m]WO]W]PSQTW
_P]\][qVOXZR�\]�]brOW[jkOm]�m]WO]W]PSQT,
WV� E,WOPa]c�gVP]^]c� ]UPOZXa]ZXOc� ]Z]b]m]
POgOaQR�'\OcZX^ijkOm]�aV�aOU]X]Pij�]XUPd,
Xij�]b[VZXh�^� �
 )���[R�_][ilOaQR�VaV[]mQl,
a]m]�POTi[hXVXV�^�Z[ilVO�m[V\UQe�iPV^aOaQc
XPObijXZR� \]_][aQXO[hadO� iZ[]^QR�

�iZXh� ZOWOcZX^]� iPV^aOaQc� '0)� ]bPVTiOX
POmi[RPaij� \OS]PWV`Qj� ^�gVP]^]c� ]UPOZX,
a]ZXQ�aVlV[V�U]]P\QaVX�PV\QiZV� �τ �Q[Q*�lX]
pU^Q^V[OaXa]*� ]X]bPVqOaQO

εθ τ−⋅ : → ,� ��
���� 6 � �� �

[]UV[ha]�ZibWOPZQ^a]���]m\V*�Z]m[VZa]�_PO\,
[]qOaQj��*�\[R�aOU]X]P]m]� �τ τ< �W]qa]�_],
ZXP]QXh� \QSSO]W]PSQTW

� �
���� ���� � �ε ε τ τθ θ− −: ∩ → ∩

'�τ �u� ZSOPV� PV\QiZV� τ � ^� �
 � Z� `OaXP]W� ^
ai[O)*� _P]\][qVOWdc� \]� m]WO]W]PSQTWV

���U^QZQami[RPa]ZXh�\^ie�P]ZXU]^�Wa]qOZX^�^�aVlV,
[O�U]]P\QaVX�_P]ZXPVaZX^V�a��]TaVlVOX�Qe�m]WO]W]PS,
a]ZXh*�POV[QT]^Vaaij�\QSSO]W]PSQTW]W�]brOW[jkQe
]UPOZXa]ZXOc�aVlV[V�U]]P\QaVX*�QT�U]X]Pde�aVlV[]�U],
]P\QaVX�i\V[Oa]�

��������)" �
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� ���� ���ε εθ θ− −: → . '5)

�PQlOW�]bV�]X]bPVqOaQR� ,�" \QSSOPOa`QPi,
OW]� ' �� > )� TV^QZRX� ]X� _VPVWOXPV� \OS]PWV,
`QQ� ε �


����� �G�'%#� %/����� ε ∈ 
 � ��.."�-��6
.��-�ε �  ����%k�"�*#� ��� ��.."�-��.��-�
� �τ τ→ �

���������+	������iZXh� �� � 
� ��
 
ε , ∈ , �u�m[V\,
UQc� _iXh� ^� 
 *� Z]O\QaRjkQc� X]lUQ � � Q� ε n
��� � ���ε ε ε= , = ��	OWOcZX^]�^[]qOaQc

� �
� � ��� ���
� � �ε ε τ τθ θ− −: ∩ ∩ ,�

PVZZWVXPQ^VOW]O� UVU� QT]X]_QlOZUVR� \OS]P,
WV`QR�^[]qOaQR

� �
� � ��� ���� � �τ τθ θ− −: ∩ ∩ ,�

_P]\][qVOXZR� '_]� XO]POWO� ]� _P]\][qOaQQ
QT]X]_Qc� s��t)� \]� m[V\U]c�QT]X]_QlOZU]c�\O,
S]PWV`QQ� �τ τ� � O\QaQla]m]� ]X]bPVqOaQR�

	[O\ijkVR� XO]POWV� _]UVTd^VOX*� lX]� m],
WO]W]PSQTW� U]a]Q\]^*� Z]]X^OXZX^ijkQc
m[V\U]c� POmi[RPa]c� \OS]PWV`QQ*� _P]\][qV,
OXZR� \]� m]WO]W]PSQTWV�gVP]^de� ]UPOZXa]Z,
XOc�ai[R�

&�I�����G�4���+�k��-� ε ∈ 
 � ��-"�-��6
.��-� |t}�  ����%k�"�*#� ��� ��-"�-��.��-�
������τ �!��*"�#�

���������+	������iZXh� � �� 
 � �ε τ τ: � �u�\QS,
SO]W]PSQTW*� _]ZXP]Oaadc� ^� [OWWO�� �m]� _P],
\][qOaQO� \]� \QSSO]W]PSQTWV� � �� 
 � �ε τ τ: �

ZXP]QXZR� Z[O\ijkQW� ]bPVT]W�� 	aVlV[V� PVZ,
ZWVXPQ^VOXZR� ]X]bPVqOaQO

� � � �� � *��. � � � 
� 
 � �ε τ τ τ ε ε: := → , := .

�VXOW� m]WO]W]PSQTW
� ���� ���, *��. �ε ε ε τθ θ− − 

  : →

_P]\][qVOXZR� '_]� XO]POWO��Q[a]PV)� \]� m],
WO]W]PSQTWV�� �τ τ→ ���]UVTVXO[hZX^]�ZikO,
ZX^]^VaQR� XVU]m]� _P]\][qOaQR� \[R� Z[ilVR
m[V\U]m]� εθ �'Z�POmi[RPadW�̂ OX^[OaQOW�̂ �ai[O)
_]lXQ� \]Z[]^a]� _]^X]PROX� \]UVTVXO[hZX^]
XVU]m]�qO� iX^OPq\OaQR� \[R� VaV[QXQlOZU]m]
iPV^aOaQR� Z� QT][QP]^Vaa]c� ]Z]bOaa]ZXhj�
�]ZXP]Oaadc� m]WO]W]PSQTW

�
�, � , � �ε ε τ τ
− ⋅ ⋅ : →

]X]bPVqVOX ����εθ − �aV� �
� ���θ − �

#���V�M����G���**-���"!!�#���l��-����6
�"%"� ⋅ ,� �"�(%#�!�*�&��".��-�3�,�#�%#"�6
*#�"*�"*��"!!�-����"*&-��(���!�-��!*��(6

-"!��-��**%"����!�#�+�!")!�,�� �"�"%"!!�6
*���-!�����(���!"!�,�����!�+�/{����� ��6
%�k"!�#����{"���!����*���!*����l���������
�"�(%#�!�*�����+%/)"!���� "��� �"�-"���)"*6
+�,�!��%#�!�*�����*��%�*���!!�*���*����"*6
�!�-��(*%���#-��e��!�� � -, � �"�(%#�!�*6
���  ��-�+�!�#� *������� *�����.�3���6
��!!���-!�k"*����������ih��

lG�	'R�
N	��'�A'!?	%�Z""
"���
?D"N��"&�"

�Omi[RPa]ZXh�^OX^[OaQR�POgOaQc�Q�POmi,
[RPa]ZXh� \OS]PWV`QQ� W]qa]� _P]^OPRXh� _],
ZPO\ZX^]W� \QSSOPOa`QV[ha],mO]WOXPQlOZUQe
iZ[]^Qc��QXaQ� � � Q- � s��t*� s�6t*� QZ_][hTiO,
Wde�̂ �XO]PQQ�ZXPVXQSQ`QP]^Vaade�Wa]qOZX^�

�iZXh� � ��θ ε, �u�m[V\UVR�\OS]PWV`QR�]X],
bPVqOaQR � ��θ �Q�_iZXh� ���� � �θ ε ε, = ∀ ∈ 
 *� m\O

 �u� ]XUPdX]O� ZXRmQ^VOW]O� _]\Wa]qOZX^]� ^

�
 ���VZZW]XPQW�Wa]qOZX^]

 � � � � �!�( � �ε θ ε= , ∈ × | , = ,
 


Z]\OPqVkOO� _]\_P]ZXPVaZX^]�  �!× 
 �� i\OW
_PO\_][VmVXh*� lX]� 6 �  �! !�� (:= × 
 �u� aO,
]Z]b]O� _]\Wa]m]]bPVTQO� ^� � ×
 
 *� ]_PO\O[R,
OW]O� iPV^aOaQOW

� � ��θ ε, = '8)

'pX]� iZ[]^QO� OZXOZX^OaadW� ]bPVT]W� ^d_][,
aROXZR�\[R�\OS]PWV`Qc*�PVZZWVXPQ^VOWde�^
Z[O\ijkQe�PVT\O[Ve)�

�W�IJ������M�� �J��IV��� �� �� ε= , q
im][�WOq\i�UVZVXO[hadW�_P]ZXPVaZX^]W� � �+� �
Q�  �!× 
 �ZXPOWQXZR�U�ai[j�_PQ�+ � + �→ , ∈ �
�]�OZXh*�_PQ� � �+� � �→ � '^�Z]]X^OXZX^ijkOW
mPVZZWVa]^]W� Wa]m]]bPVTQQ)� QWOOX� WOZX]
^U[jlOaQO�  �! �× ⊂
 ���\OZh� � �+� � �u�UVZV,
XO[ha]O�U�� �^�X]lUO� + �_P]ZXPVaZX^]�

�W�IJ������M�- �J��IV��� �� �� ε= , q
im][� WOq\i� ^OUX]P]W� � �� +, � Q� _[]ZU]ZXhj

� �
�+

� � �ZXPOWQXZR�U�ai[j�\[R�[jb]c�_VPd�_]Z,
[O\]^VXO[ha]ZXOc� X]lOU�  �!� �� + �∈ × , ∈
 *
XVU]c*�lX]� �� �→ �Q� �+ �→ �

#���V�M���iG�e*%���"�� �*%"�("�����- ��ih��
�ir��


�����iG��*%������)+"� �� �� ε= , ��� �%!"!�
(*%���"�e��!��� �����!�,�"�*#��+�"*�!�*�&

� �! ! != × ���)+�� ���+�#�� )��� �*"� !"!(%"6
��"��"�"!�#�(���!"!�#� |u}� �� �! � ���%/��-
.�+*�����!!�-� �!ε ∈ ��"�(%#�!��| �� � }�

���������+	����� �PO\_][]qQ^� _P]XQ^a]O*
_][ilQW�_]Z[O\]^VXO[ha]ZXh� �+ �→ *� �+ �∈ *
XVUij*� lX]� ZQZXOWV� mPV\QOaX]^

e*%���#�+�!")!�,�86� �"�"%"!!�*���������k"!�#� "������!�"���%������*���,���)+"
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�� � � � ��� � � � ��	� + 3 �	� +θ θ, , '6)

' �θ �u�U]W_]aOaXV� θ )�[QaOca]�TV^QZQWV�_PQ
^ZOe� � �

	� \Pim]c� ZX]P]ad*� ^� ZQ[i� U]W_VUXa]ZXQ
mPVZZWVa]^de� Wa]m]]bPVTQc*� W]qa]� _PO\_],
[]qQXh*�lX]� � �

�+
� � �→ ���iZXh�_PQ�pX]W�_]Z,

[O\]^VXO[ha]ZXh�a]PWV[hade�_]\_P]ZXPVaZX^
� �

�+
� � � '[QaOcade�]b][]lOU� ZQZXOW�^OUX]P]^

� � � �!� ��	� +ε θ, )�Ze]\QXZR�U�_P]ZXPVaZX^i�� ��
T
iZ[]^QR��QXaQ� �Z[O\iOX*�lX]� �! �× ⊂
 ��	[O,
\]^VXO[ha]*�  �!�� ⊂ ×
 ���VU�UVU� =2��� � *
X]�_PQ�\]ZXVX]la]�b][hgQe� �ZQZXOWV�^OUX],
P]^�'6)�bi\OX�[QaOca]�aOTV^QZQW]c*�lX]�_P],
XQ^]POlQX� PVaOO� Z\O[Vaa]Wi� ^d^]\i� ]b� Qe
[QaOca]c� TV^QZQW]ZXQ�

�OWWV� iX^OPq\VOX*� lX]� ^d_][aOaQO� iZ,
[]^QR�� �mVPVaXQPiOX�^d_][aOaQO�[Qgh�_OP,
^]m]�iZ[]^QR�POmi[RPa]ZXQ�\OS]PWV`QQ���X],
P]O� iZ[]^QO�W]qOX� _PQ� pX]W� aO� ^d_][aRXh,
ZR*� lX]� _]\X^OPq\VOXZR� Z[O\ijkQW� _PQWO,
P]W�]\a]_VPVWOXPQlOZU]m]�ZOWOcZX^V�ZUV[RP,
ade�iPV^aOaQc�aV�_[]ZU]ZXQn

� � �
� � �� � �� � � �θ ε ε, := + − = .

��X]lUO��� � ��, , �^d_][aROXZR�iZ[]^QO��QXaQ�� *
a]�\VaaVR�\OS]PWV`QR�aO�R^[ROXZR�POmi[RPa]c
aQ�̂ �UVU]c�]UPOZXa]ZXQ�pX]c�X]lUQ*�XVU�UVU�UPQ,
^VR� �

� � �� �ε= , = �Z]ZX]QX�QT�UPQXQlOZUQe�X]lOU
ZiqOaQR�SiaU`QQ� � �

� �� �+ �aV�Wa]qOZX^]� ����θ − �
�UVTd^VOXZR*� lX]� _PQ� TVWOaO� iZ[]^QR� �

aV�iZ[]^QO� - �POmi[RPa]ZXh�\OS]PWV`QQ�bi,
\OX�mVPVaXQP]^VaV�s1t�

&�I����iG��*%������)+"� �� �� ε= , ��� �%6
!"!��(*%���"�e��!��- �����!�,�"�*#��+�"*6
�!�*�&� � �! ! != × ���)+�� ���+�#��)���*"6
-",*����(���!"!�,�|u}��� �! �����"���"�(%#�6
!(/��".��-�3�/�

���������+	������iq\VOXZR�̂ �_P]^OPUO�[Qgh
^X]P]O� QT� iZ[]^Qc� '�PO\[]qOaQO� �)*� QZ_][h,
TiOWde�^�]_PO\O[OaQQ�POmi[RPa]ZXQ�\OS]PWV,
`QQ� '^� ZQ[i�_]Z[O\aOc�[OWWd)���PO\_][]qQW
_P]XQ^a]O���]m\V�aVc\OXZR�_]Z[O\]^VXO[ha]ZXh

��� ��+ � ε→ = , *� � �� � �+ � ε= , *� XVUVR*� lX]

��  !
� � �� � �� � ( ( (ε ε ε ε∈ , = ∩ = . '� )

�iZXh�_PQ�pX]W

� ��� �� � � �� �
�

� �
+ � �

� �

+ �
� � � ( � �

+ �
ε− → = , , → , = , ,

−
'_OPOc\R*� OZ[Q� pX]� aO� XVU*� U� aOU]X]P]c�_]\,
_]Z[O\]^VXO[ha]ZXQ*� W]qa]� \]bQXhZR� ^d_][,
aOaQR�pXQe�iZ[]^Qc)��
T�iZ[]^QR��QXaQ�9�Z[O,

\iOX� ^U[jlOaQO� � �∈ �� �]� XVU� UVU� ��� �∈ =
� �

� ����� � (ε= *� X]� XOW� ZVWdW� _][ilOa]� _P]XQ,
^]POlQO� 'OZ[Q� ^Z_]WaQXh*� lX]*� _]� _]ZXP]O,
aQj*� � �� = )�

mG�$	"&'	"��$?�'��?�
&b?E	'A'
'��?�&"


ZZ[O\]^VaQj� iZ[]^Qc� U]aOla]c� ]_PO\O,
[Oaa]ZXQ� Q� ]`OaUO� _]PR\UV� ]_PO\O[Oaa]ZXQ
bd[Q� _]Z^RkOad� PVb]Xd�����QXaQ*� ��� �]WV*
�q���VTOPV*����
���Pa][h\V*��������VPlOaU]*
�q�� �iqOP]aV� 'ZW�� s�8t*� s��t*� s��t*� s��t*� s��t*
s�1t)�� �OTi[hXVXd*� ]_QZVaadO� ^� Qe� PVb]XVe*
]Za]^Vad�aV�_]\m]X]^QXO[ha]c�XO]POWO��V[h,
mPVaqVy�OcOPgXPVZZV�Q�aV�mP]W]T\U]c�V[mOb,
PVQlOZU]c� XOeaQUO*� lX]� ]Z[]qaROX� _P]`OZZ
^aO\POaQR� XVUQe� PVb]X� ^� _PQU[V\a]c� aO[Q,
aOcadc�VaV[QT�'ZW��^dZUVTd^VaQR��������]Q,
ZOO^V�_]�VaV[]mQla]Wi�_]^]\i�^�_]Z[OZ[]^QQ
U�UaQmO�s�1t)���P]WO�X]m]*�ZS]PWi[QP]^VaadO
^�pXQe�PVb]XVe�XO]POWd�\VjX�[Qgh�\]ZXVX]l,
adO�iZ[]^QR�8,]_PO\O[Oaa]ZXQ�Q�TV^dgOaaij
]`OaUi�_]PR\UV�]_PO\O[Oaa]ZXQ�

�VQb][OO� ]bkQO� POTi[hXVXd� ]� 8,]_PO\O,
[Oaa]ZXQ�^�Z[ilVO�ZUV[RPade�iPV^aOaQc�_],
[ilOad�����VUOaZ]W�s�0t�

�� PVb]XO� s1t� ZS]PWi[QP]^Va� _PO\O[ha]
]bkQc� Q� \]ZXVX]la]� _P]ZX]� \]UVTd^VOWdc
UPQXOPQc�[]UV[ha]c�8,]_PO\O[Oaa]ZXQ�SPO\,
m][hW]^V�iPV^aOaQR�'iX]laOaQR�Q�PVT^QXQR�^
s1tus6t)��
T�pX]m]�UPQXOPQR�[OmU]�QT^[OUVjXZR
Wa]m]lQZ[OaadO�_PQTaVUQ�[]UV[ha]c�8,iZX]c,
lQ^]ZXQ� iPV^aOaQc*� ]Xa]ZRkQOZR� U� Z[ilVRW
]\a]P]\a]ZXQ*�U^VTQ]\a]P]\a]ZXQ�Q�ahjX]a],
^]c� ]\a]P]\a]ZXQ� ]Za]^ade� lVZXOc� Z]]X^OX,
ZX^ijkQe�U[jlO^de�iPV^aOaQc�

1�����PQXOPQc�U]aOla]c�8,]_PO\O[Oaa]ZXQ
�VZZW]XPQW� iPV^aOaQO

� � ��θ = , '��)

m\O � �� � ��� �θ : , → ,
 
 �u� m[V\U]O� ]X]bPVqO,
aQO���iZXh*�UVU�Q�PVaOO*

� �  � � !� 	� � �
�

θθ ∂Σ = | <
∂

u�P]ZX]U�Wa]qOZX^V�Om]�]Z]bde�POgOaQc��

_iZXh�_PQ�pX]W� � � �θ∈ Σ �

&�I����lG�e���!"!�"� |ii}�86� �"�"%"!��*
 ��#�+�-	 �����������%&+���������+������%#
%/����� ,�	" + ������k"!�#� �

1 � �	�θ θ∈ � ��*��+
-!�k"*���� �*����� �"�"!�,� (���!"!�#
1� � ��θ = � *�*����� ��� ��!�,� !(%"��,���)+�j

�1 1� � ���  �!θ θ −Σ ∩ = �

��������)" �
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���������+	����^dXOUVOX�QT�iX^OPq\OaQc*
\]UVTd^VOWde�aQqO�

�VZZW]XPQW�ZaVlV[V�_VPVWOXPQlOZU]O� ZO,
WOcZX^]� ]X]bPVqOaQc

α
α

α
θ ε θ ε−

| |=

, = + ,∑� � � �� � �� � � �	 	 	

	

� � �

m\O�θ −� ��� �	 � �]XPOT]U�Jy�,m]�_]PR\UV*�V�θ ε� �� � �	 � u
]XPOT]U� J,m]� _]PR\UV� PR\V� �Oc[]PV� ]X]bPV,
qOaQR� θ � ^� ai[O*� αε ε= ∈ 


� � � � !	 	 *� �� ∈ 
 *
� �

� �
�

�� � � 3�α α α α= *� � � �3α α α α| |= + + + �
� _P]ZXPVaZX^O� � �� 	×
 
 PVZZW]XPQW� V[mOb,

PVQlOZU]O�Wa]qOZX^]�� *�TV\Vaa]O�iPV^aOaQOW
� �� � �	 �θ ε, = . '��)

�lO^Q\a]*� lX]� � � �! 	× ⊂ .
 � � �b]TaVlQW� �
\]_][aOaQO� U� pX]Wi� _]\Wa]qOZX^in

� �6 � �! �	= ×� � 
 �

�����lG��!�k"*���� ���!"�*���"��!�6

%���)"*+�"� ��-!���������"�� � �� 	×
 
 �+����6
-"�!�*���� �

���������+	����[OWWd�^dXOUVOX�QT�XO]PO,
Wd� ]� _P]]bPVTO� POmi[RPa]m]� TaVlOaQR� m[V\,
U]m]� ]X]bPVqOaQR*� OZ[Q� TVWOXQXh*� lX]� PVam
WVXPQ`d��U]bQ�]X]bPVqOaQR� � �� �	 �θ ε, �'_]�Z],
^]Ui_a]ZXQ�_OPOWOaade)�PV^Oa�� � 'WVUZQWV,
[Oa)�^�UVq\]c�X]lUO� � �� ε, �Z� �� ≠ �

�Omi[RPa]ZXh�_PQWdUVaQR�Wa]qOZX^V� �
U� � �� 	× 
 � W]qa]� ]eVPVUXOPQT]^VXh� iZ[]^QOW
�QXaQ� � �� �\aVU]� aVW� _]aV\]bQXZR� Z[O\ij,
kVR� Om]� W]\QSQUV`QR�

�W�IJ���∗ �J��IV��� ��� �ε, q
"*%�� � �� � ��η ε= , ��� �*%"�����"%&!�*�&���)"+
 ��-!���������#�� ��*���#{�#*#�+� ��� �ε, � ��
�� �%!��"%&!�-� (*%����� � � �� ��5ε ε− = �� �
"*%�� ���l��-� �*%"�����"%&!�*�&�+�*��"%&6
!��� ��*���!*��� � �

�
�η � �*�����*#�+�!"+�6

����-(� ��*���!*��(�� ����� � �� 	 �× ⊂
 �
#���V�M���lG�e*%���"��∗ ���%����"�"!����6

����-����t���1��+%�**�)"*+����(*%���#�e��6
!�� ��!����%�)�"�*#�!�%�)�"-���"����!�#

� � �� ��5ε ε− = �� +�����"� *�+��{�"�� *���6
+( !�*�&���* �����"-��� �*%"�����"%&!�6
*�",��| ��*���!"!�/�*�(*%���"-�e��!�� � }�
1)"���!��� )��� (*%���"� �∗ � #�%#"�*#� -"!""
k"*�+�-��)"-�(*%���"�� �


�����mG�4(*�&�����)+"� ��� �ε, ��� �%!"!�
(*%���"� �∗ ��������%#�%/��,� �*%"�����"%&6
!�*�� � �� � ��η ε= , ���)"+� ��-!���������#�� �
*���#{",*#�+ � ��� �η ε= , � ����� �%!��"%&!�-
(*%����� � � �� ��5ε ε− = �� �� �%!#/�*#� *%"6
�(/{�"� *���!��"!�#j

� �

� �
	

�	� �
�

θ η∂ =
∂

| ����*"����*����)!����%&����!�-"���� � }�

� � � �

� � � � �
	 	

� �, ,
�

θ θη η
ε

   ∂ ∂ →   ∂ ∂   

� �

���!�-"�!�� �� ��, ,∈ , ≠
 �
���������+	����[OWWd�̂ dXOUVOX�QT�]lO^Q\,

a]m]�iX^OPq\OaQR�]�X]W*�lX]�_PO\O[�_]\_P],
ZXPVaZX^*�a]PWV[hade�U�� �^�X]lUVe� �η *�_PQ,
aV\[OqQX�Wa]m]]bPVTQj� � !� � ε+ ×
 �


T�[OWWd�1�^dXOUVOX�Z[O\ijkOO�iX^OPq,
\OaQO�

&�I����mG�e*%���"��∗ �����)+"� ��� �ε, ���6
 �%!"!�������� ����%&+��������� +����� �%#
%/����� ,�" ������k"!�#

�� �� � ���� �ε ε ε ε= , = ,�

��*��+�-!�k"*�����*������"�"!�,�(���!"6
!�#

� �� � � � �� �	� � �ϕ θ ε:= , = '��)

#�%#"�*#� ��*�+�-� ��!���)")!���� -!�k"6
*���j

�� � ���  �!ϕ ϕ −Σ ∩ = .

���������+	���������iZXh�^�X]lUO� ��� �ε, �^d,
_][aOa]� iZ[]^QO� �∗ �� �PO\_][]qQW� _P]XQ^,
a]On�_PQ�aOU]X]P]W�]X]bPVqOaQQ� � ��ε � ZikO,
ZX^iOX�_]Z[O\]^VXO[ha]ZXh� � �� �� �→ , ≠ , �PO,
gOaQc� iPV^aOaQR� '��)� Q� _]Z[O\]^VXO[ha]ZXh

��
� �, ,∈ , ≠ ,
 � XVUQO*�lX]

� � � �

� � � � � � �
	 	

� � � �� ,
� �

θ θ εη η
ε

 ∂ ∂ ∂+ ⋅ = , ∂ ∂ ∂ 

�

� �� � ��η ε= , *� � �� ��ε ε= ��	[O\]^VXO[ha]*

� � � �

� � � � � �
	 	

� � � � �, � ,
� �

θ ε θη η
ε

   ∂ ∂ ∂ = − ,    ∂ ∂ ∂    

� ��

lX]� _P]XQ^]POlQX� [OWWO� 1�
����PO\_][]qQW�XO_OPh*�lX]�^�X]lUO� ��� �ε,

aO�̂ d_][aOa]�iZ[]^QO��∗���]m\V�aVc\iXZR�_]Z,
[O\]^VXO[ha]ZXh� � �� � ��η ε= , �X]lOU��*�Ze]\R,
kVRZR� U� � ��� �η ε= , � _PQ� iZ[]^QQ� ��ε ε− =

� ���5= *�Q�_]Z[O\]^VXO[ha]ZXh� ��
� �, ,∈ , ≠ ,


XVUQO*� lX]

� � � �

� � � � � �
	 	

� � � �, , �
� �

θ θη η ε
 
 
 
 
   

   ∂ ∂, → ,   ∂ ∂   

� �

e*%���#�+�!")!�,�86� �"�"%"!!�*���������k"!�#� "������!�"���%������*���,���)+"
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'^�_P]OUXQ^a]W�_P]ZXPVaZX^O)*�m\O� �ε ≠ ��	[O,
\]^VXO[ha]*�ZikOZX^iOX�XVUVR�_]Z[O\]^VXO[h,
a]ZXh�[QaOcade�]_OPVX]P]^� �� � Z� ]mPVaQlOa,
a]c�a]PW]c*� lX]

� � � �

� � � �
	 	

� � � � �, � ,
�

θ θη η
ε

   ∂ ∂= .   ∂ ∂   

� �

'�0)

�]qa]� _PO\_][]qQXh*� ^� ZQ[i� [OWWd� ]b� ]X,
b]PO� UPQ^de� s��t*� lX]� X]lUQ� � �� � ��η ε= , � [O,
qVX� aV� VaV[QXQlOZU]c� UPQ^]c� Wa]m]]bPVTQR
� ���PQ� pX]W�^�UVlOZX^O�iaQS]PWQTijkOm]
_VPVWOXPV�W]qa]�^dbPVXh�XVUij�U]]P\QaVXi

�� �^OUX]PV� � *�lX]� � ��� �
� 5 �= �'_VPVWOXPQTV,

`QR� � � � � � � ��� � �� � � �η ε= , *� ^]]bkO� m]^]PR*� _PQ,
aV\[OqQX�[Qgh�U[VZZi� �" )�


T� ]PX]m]aV[ha]ZXQ� ^OUX]P]^� � � � ��� �� � �ε, ��

ZXP]lUVW�WVXPQ`d

� � � �

� � �� � � ��
	 	

� �� �
�

θ θη η
ε

 ∂ ∂, ∂ ∂ 

Q�QT�Z]]Xa]gOaQR�'�0)�_][ilVOW*�lX]�iPV^aO,
aQO� '��)�^� Z[ilVO� � � � ��� �ε ε= *� m\O

� � � � � � ��� �
� �� � � � � �ε ε= − ⋅ − ,�

QWOOX� ZQami[RPa]O� POgOaQO� � ��� � �
�VZZW]XPQW� ]X]bPVqOaQO

�

�

� �

� � � �� �

�

��

�
� � � �

� �
� -�

�

� -� � � �
�

ε ε ω

εε ε

 −= + + × 
 

∂ × − − + − , ∂ 

∑

'_OPOc\R*�^�Z[ilVO�aO]be]\QW]ZXQ*�U�_]\_]Z,
[O\]^VXO[ha]ZXQ)*� m\O

,�� � ��
�- �

�

ε∂= ,
∂

"ω ∞∈ �u� []UV[haVR� O\QaQ`Vn� � � ��ω = � _PQ
�
�� < � Q� � � ��ω = � _PQ� �

�� > �� �OmU]� ^Q\OXh*
lX]�iPV^aOaQO�'��)�_PQ�\Vaa]W� � ��ε �QWOOX�_]Z,
[O\]^VXO[ha]ZXh� ZQami[RPade� POgOaQc

��� → *� lX]�_P]XQ^]POlQX�iZ[]^Qj�XO]POWd�

T� XO]POWd� 1� XO_OPh�W]qa]� [OmU]� _][i,

lQXh�\]UVTVXO[hZX^]�XO]POWd���
�OcZX^QXO[ha]*� UVq\]O� ]X]bPVqOaQO� θ� *

QWOjkOO�]bkij�J,ZXPij�Z�]X]bPVqOaQOW�θ *
_PO\ZXV^QW]�^�^Q\O � �� � � � ��	� � �ϕ θ ε= , �'ZW��'��))�
�OXPi\a]�_]UVTVXh*�]_QPVRZh�aV�iZ[]^QO��∗ *
lX]� \OS]PWV`QR

� �
� �� � � � � � ��	� � �λθ θ ε λ ε ε:= , + −

R^[ROXZR� ,�⋅ POmi[RPa]c��	[O\]^VXO[ha]*�iX,
^OPq\OaQO�XO]POWd�^dXOUVOX�XO_OPh�QT�XO],
POWd� ]� Z]ePVaOaQQ� U]a]Q\V� POgOaQc� _PQ
ϕ − POmi[RPade� \OS]PWV`QRe�

�VUQW� ]bPVT]W*� iZXVa]^[Oa]� Z[O\ijkOO
iX^OPq\OaQO�

&�I����nG�4"�")�*%"!!�"�!�k"�����*��,6
*����(���!"!�#�l+����%"!�!�j

i}�(���!"!�" � � ��θ = �86� �"�"%"!��*� ��#�6
+�-� 	 x

�}���*��+�-!�k"*�����"�"!�,�(���!"!�#
�� � �

�� � � � �	 	� � "θ θ θ θ += ∀ ∈ , ∈ ,� � � �Z]ZX]QX�QT�]\a]c
X]lUQ� � z

g}�����)+"� ��� �ε, ��� �%!"!��(*%���"��∗ �
	[O\ijkVR�XO]POWV�\VOX�UPQXOPQc�U]aOl,

a]c� ]_PO\O[Oaa]ZXQ� VaV[QXQlOZU]m]� iPV^aO,
aQR�

&�I����oG�4(*�&� � �� � �"θ ∈ ,
 
 ��e���!"6
!�"�|ii}�+�!")!��� �"�"%"!������������%&+�
������� +����� �� = ��� ���%�����!!�"� �*���"
�"�"!�"�(���!"!�#�|ii}j� �� � ���  �!θ θ −Σ ∩ = �

���������+	������O]be]\QW]ZXh�Z[O\iOX�QT
XO]POWd�5���iZXh� �� = �u�QT][QP]^VaaVR�]Z],
bVR�X]lUV�iPV^aOaQR�'��)���VZZW]XPQW�Z[O\i,
jkij�aO]XPQ`VXO[haij�VaV[QXQlOZUij�SiaU,
`Qjn

�
� � � � � � � �� � .
 � �

� �

θ θϕ θ
 ∂ ∂ = + ,  ∂ ∂  

�

[]UV[ha]O� Wa]qOZX^]� ai[Oc*� U]X]P]O� Z]ZX],
QX�QT�]\a]c�X]lUQ� �� = ���]�aOPV^OaZX^i��],
RZO^QlV*�\[R�^ZOe� �QT�aOU]X]P]c�TVWUaiX]c
]UPOZXa]ZXQ�ai[R�^OPaV�]`OaUVn

�� � � ���� ��  � αϕ ϕ α−> , , , > ,� �

' �� ���� � ϕ −, �u�PVZZX]RaQO�]X�X]lUQ�� �\]�Wa],
qOZX^V� ����ϕ − )���lQXd^VR�ZikOZX^]^VaQO�]U,
POZXa]ZXQ� ���! �XVU]c*�lX]� ���� ���  �!!ϕ − ∩ = *
_][ilVOWn

�
� � � � � �� .
 � � * �

� �
αθ θθ θ

 ∂ ∂ + > .  ∂ ∂  

�

�dbOPOW� 	 α> ���]UVqOW*�lX]�iPV^aOaQO�'��)
8,]_PO\O[Oa]�Z�_]PR\U]W� 	 ���[R�pX]m]�Z]m[VZ,
a]�_]Z[O\aOc�XO]POWO*�aO]be]\QW]�Q�\]ZXVX]l,
a]*� lX]bd�\[R�[jb]m]� ]X]bPVqOaQR� � � �	�θ θ∈� *

�
�� �� � � � � � � � � �

		 	� � � � � *θ θ ω ω ++ += + , / <� *� ZQZ,
XOWV�\^ie�iPV^aOaQc

� � � � � � �� .
 � �
� �

θ θθ
  ∂ ∂ = =  ∂ ∂  

�
� �

�

��������)" �



�1�

��	��
�����*�	OPQR�SQTQUV*�WVXOWVXQUV*� �  �*�Y��

QWO[V�ai[h�QT][QP]^VaadW�POgOaQOW�
�VZZW]XPQW�Z[O\ijkij�SiaU`Qjn

�
� � � � � � � �� � .
 � �

� �

θ θψ θ
  ∂ ∂ = + .  ∂ ∂  

�
� �

�

�[R�aOO�^OPaV�]`OaUVn

α α

θ θψ θ
 ∂ ∂ = + + >  ∂ ∂  

> + >

�
�

� � � � � � � � � �

� �
�

	

	

� � .
 � � 5 �
� �

*
* � 5 � �

' � �� �5 � � / < �_PQ� �� → )���XUi\V�Q�Z[O\i,
OX*� lX]� ai[O^]O� POgOaQO� \Vaa]c� ZQZXOWd
iPV^aOaQc� QT][QP]^Va]�

�[R�Z[ilVR� � �� �"θ ∞∈ ,
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���4"�"%�-��� 
���� 
aXOmPQPiOWdO� ZQZXOWd
U[VZZQlOZU]c�WOeVaQUQ�Q�V[mObPd��Q����n��ViUV�
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�0����"+"�����2�!�"��2���QSSOPOa`QPiOWdO
P]ZXUQ�Q�UVXVZXP]Sd��u���n��QP*��655��u�� 8�Z�
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