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�iZXh� �� �� #∈ � *�m\O� � �u�U]aiZ�^� �
� *� �� ≥ ���]UVTVa]*�lX]�OZ[Q�WOPV� �δ λ+ �]bPVXQ,

WV�^�V[mObPO�]mPVaQlOaade�WOP*�X]� �� �� �δ λ δ λ−+ = + �Z�aOU]X]P]c� �� �� #∈ � ���\OZh� λ �u
WOPV��ObOmV*�V� δ �u�WOPV��QPVUV���aV[]mQla]O�iX^OPq\OaQO�Z_PV^O\[Q^]�Q�\[R�]_OPVX],
P]^���PQ� �� = �Q�\[R�WOP�b][OO�]bkOm]�^Q\V�pX]�iX^OPq\OaQO�_OPOZXVOX�bdXh�^OPadW�

�iZXh� VbZ][jXa]� aO_POPd^aVR� WOPV� µ
Z]ZPO\]X]lOaV� ^� aOU]X]P]W� U]aiZO� �⊂ �� �
�]m\V� ]_OPVX]P��µ � Z^OPXUQ� Z�WOP]c� µ � \Oc,
ZX^iOX� ^� _P]ZXPVaZX^Ve� � ��

�# � � Q� R^[ROXZR
 ��)�!!�-�]Xa]ZQXO[ha]�U]aiZV� � � ���X]�]T,
aVlVOX*� lX]� \[R� UVq\]c� SiaU`QQ� �� #∈ � Q
[jb]m]� �
 ∈ � � TaVlOaQO� SiaU`QQ� � �� ��� 
 � ^
aVZX]RkQc� W]WOaX� 
 � ]_PO\O[ROXZR� X][hU]
TaVlOaQRWQ�SiaU`QQ� � � aV�Wa]qOZX^O� 
 − � *
X�O��_P]g[dW�^�ZWdZ[O�XO]PQQ�]Xa]ZQXO[ha]ZXQ�

�� aVZX]RkOc� TVWOXUO� \]UVTd^VOXZR� 'XO],
POWV�6)*�lX]�_]\V[mObPV�VbZ][jXa]�aO_POPd^,
ade�WOP*�Z]ZPO\]X]lOaade�^�U]aiZO�'Z�_PQZ],
O\QaOaa]c� O\QaQ`Oc)*� aV_][aOaV� ^� V[mObPO
^ZOe�]mPVaQlOaade�WOP��
adWQ�Z[]^VWQ*�OZ[Q
VbZ][jXa]� aO_POPd^aVR�WOPV*� Z]ZPO\]X]lOa,
aVR�^�U]aiZO� � *�]bPVXQWV*�X]�]bPVXaVR�U�aOc
XVUqO�Z]ZPO\]X]lOaV�^�pX]W�U]aiZO�

�aV[]mQladc� POTi[hXVX� \[R� ]_OPVX]P]^
Z]\OPqQXZR�^�XO]POWO�������aOc�iX^OPq\VOX,
ZR*�lX]�]_OPVX]P*�]bPVXadc�U�]_OPVX]Pi�Z^OP,
XUQ� Z� VbZ][jXa]� aO_POPd^a]c�WOP]c*� Z]ZPO,
\]X]lOaa]c�^�U]aiZO� � *�XVUqO�R^[ROXZR�]_O,
PVX]P]W� Z^OPXUQ� Z� aOU]X]P]c� VbZ][jXa]� aO,
_POPd^a]c�WOP]c*�Z]ZPO\]X]lOaa]c�^�X]W�qO
ZVW]W�U]aiZO� � ���XWOXQW*�lX]�XO]POWV����aO
R^[ROXZR� ]lO^Q\adW� Z[O\ZX^QOW� XO]POWd� 6*
_]ZU][hUi*� e]XR� V[mObPd� WOP� Q� ]_OPVX]P]^
Z^OPXUQ�QT]W]PSad*�pX]X�QT]W]PSQTW�aO_PO,
Pd^Oa�[Qgh�^�]\ai�ZX]P]ai�

�]UVTVXO[hZX^V� ZikOZX^Oaa]� QZ_][hTijX
Z^]cZX^V�]bPVXQW]ZXQ�_PQlQaade�]_OPVX]P]^
Z^OPXUQ�s�t*�V�XVUqO�aV_][aOaa]ZXh�_]\V[mOb,
Pd� VbZ][jXa]� aO_POPd^ade� WOP� 'Z� _PQZ]O,

\QaOaa]c� O\QaQ`Oc)� ^� V[mObPO� ^ZOe� ]mPVaQ,
lOaade�WOP�aV� �

� � s�*��t�
	QW^][]W� �

� � ]b]TaVlQW� � ,WOPa]O� \Oc,
ZX^QXO[ha]O� VPQSWOXQlOZU]O� _P]ZXPVaZX^]�
�OPOT� � � � �� �

� � �# # #= = ,� � � *� � �≤ ≤ ∞ *� ]b],
TaVlQW� _P]ZXPVaZX^]� U[VZZ]^� Z]^_V\VjkQe
_]lXQ�^Zj\i�QTWOPQWde�SiaU`Qc� �� : →� � *
]mPVaQlOaade�_]�]bdladW�a]PWVW��	QW^][]W
� ��#� � ]b]TaVlQW� V[mObPi� ^ZOe� [QaOcade� ]m,

PVaQlOaade�]_OPVX]P]^*�\OcZX^ijkQe�^� �# �
�b]TaVlQW� lOPOT� � ��" "= ,� � � _P]ZXPVa,

ZX^]� aO_POPd^ade�SiaU`Qc� # �� →� � *� ]m,
PVaQlOaade�_]� a]PWO

�0� � �
�

"

 �

� � 

∈

= .

�]\_P]ZXPVaZX^]� _P]ZXPVaZX^V� � ��" ,� � *� Z],
ZX]RkOO� QT�SiaU`Qc� Z� U]W_VUXadW� a]ZQXO,
[OW*� bi\OW� ]b]TaVlVXh� �� ��� ��" "= ,� � �� �]\,
_P]ZXPVaZX^]� ��� ��" ,� � *� Z]ZX]RkOO� QT�Sia,
U`Qc� Z� a]ZQXO[OW� ^� U]W_VUXa]W� Wa]qOZX^O

�� ⊂ � *�bi\OW�]b]TaVlVXh� � ��
� �" "= ,� � �

�"��,�Q[Q�+�- %"+*!�,�-"��,�aV� �
� �aV,

Td^VjX�'ZW�*�aV_PQWOP*�s�t)�^ZRUQc�[QaOcadc
SiaU`Q]aV[� ��# � ��"µ , →� � � �XVU]c*�lX]�Om]
]mPVaQlOaQO�aV� � ��

�" ,� � �aO_POPd^a]�_]�a]P,
WO�_P]ZXPVaZX^V�" �\[R�UVq\]m]�U]W_VUXa],
m]�Wa]qOZX^V� �� ⊂ � ���PV\Q`Q]aa]�\[R�TaV,
lOaQR� � ��µ �WOPd� µ �aV�SiaU`QQ�� �QZ_][hTi,

jX�]b]TaVlOaQO� �µ∫ �

�b]TaVlQW�lOPOT� ��� ��" ,� � �\OcZX^QXO[ha]O
_]\_P]ZXPVaZX^]� ��� ��" ,� � *� Z]ZX]RkOO�QT� aO,
_POPd^ade�SiaU`Qc� # �� →� � �Z�U]W_VUXadW
a]ZQXO[OW���OPi�µ �aVTd^VjX��",*����"%&!�,*

OZ[Q� �µ ∈∫ � �\[R�^ZOe� ��� ��� "∈ ,� � ���Vb]XV�̂ d_][aOaV�_PQ�SQaVaZ]^]c�_]\\OPqUO�mPVa,
XV�Y�FJ, � , ��QaQZXOPZX^V�]bPVT]^VaQR����Q�%/CA�
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�iZXh� �� ⊆ � �u� TVWUaiX]O� Wa]qOZX^]�
�]^]PRX*�lX]�!�*��"%&�-"��� µ �*��"�k��*#
�� � � 'Q[Q�WOPV� µ �*�*�"����)"!��^� � )*� OZ[Q
\[R� [jb]m]� U]W_VUXa]m]� _]\Wa]qOZX^V

6�� �⊆ � �Q�\[R�[jb]c�SiaU`QQ� � ��
�� "∈ �

QWOOW� ��µ =∫ �

�OPi�µ �aV� �
� �aVTd^VjX�����!�)"!!�,�Q[Q

+�!")!�,*� OZ[Q�]aV�aO_POPd^aV�_]�a]PWO�"
aV�^ZOW� ��� ��" ,� � �

�b]TaVlQW� lOPOT� � � � �� �= = ,� � �� � �

Wa]qOZX^]� ^ZOe� ]mPVaQlOaade� U]W_[OUZade
WOP�aV� �

� �
�OPi� λ *� ]_PO\O[Oaaij�S]PWi[]c

��� � � � � �
�

�� � 
 
 � "λ = , ∈ , ,∫�
� �

m\O� QaXOmPV[� _]aQWVOXZR� ^� ZWdZ[O� �QWVaV*
aVTd^VjX�s�t�-"��,�2"�"�����OPi� � ��µ ∈ ,� � �

aVTd^VjX�s�t���*�%/�!��!" �"���!�,�'_]�]X,
a]gOaQj�U�WOPO��ObOmV� λ )*�OZ[Q�ZikOZX^iOX
SiaU`QR� �� ��� #∈ � *�XVUVR�lX]

� ��µ λ=∫ ∫
\[R�^ZOe� ��� ��� "∈ ,� � ����pX]W�Z[ilVO�SiaU,
`Qj� � � aVTd^VjX�  %��!�*�&/� WOPd� µ *� Q
_]Z[O\aOO�PV^OaZX^]�U]P]XU]�TV_QZd^VjX�UVU

� � � � � � 
 � 
  
µ λ= �Q[Q� �µ λ= .

�lO^Q\a]*� OZ[Q� � � Q� � � Z]^_V\VjX� _]lXQ
^Zj\i� ]Xa]ZQXO[ha]�WOPd� λ *� X]� � �λ λ= �

�iZXh�WOPV� µ �VbZ][jXa]�aO_POPd^aV�]X,
a]ZQXO[ha]� WOPd� �ObOmV� λ �� �]m\V� \[R

��� ��� "∈ ,� � �Wd�QWOOW

�
"#

� �� � �µ λ= ≤ .∫ ∫
�]pX]Wi� � ��µ ∈ ,� � � �

�b]TaVlQW�lOPOT� � ��
�* �*= ,� � � � �Wa]qO,

ZX^]�^ZOe�VbZ][jXa]�aO_POPd^ade�WOP�aV� �
� �

�iZXh� � ��µ ν, ∈ ,� � � ����"��+�,�-"�� µ �Q
ν �aVTd^VjX�'_]\P]baOO�ZW�*�aV_PQWOP*�s�t�Q[Q
s�t)�WOPi� µ ν∗ �XVUij*�lX]

( )
( )

� � � � � � � �

� � � � � �

� � �

� �

� � 
 �  
  �

� 
 �  
  �

µ ν ν µ

µ ν

∗ = + =

= +

∫ ∫ ∫
∫ ∫

� � �

� �

\[R�^ZOe� ��� ��� "∈ ,� � �
E���Ih�M���f�'sZW��s�*�m[��8*�£��*��t)��Q[Q�s�*

0����t�4��*���!*���� � �� ,� � � �#�%#"�*#�+�-6
-(�����!�,� ��!�����,� �%�"���,� *� � "��3�",
*�"��+����+�)"*��"�(-!�k"!�#����)�*�!�*���
�%#� � ��µ ν, ∈ ,� � � ��-""-� � ��µ ν∗ ∈ ,� � � ��

µ ν µ ν∗ ≤ ⋅ .

���!�3",� �%�"���� � � #�%#"�*#� -"��
� � ���� �δ = �
E���Ih�M�����'ZW��s�*�m[��8*�£�0*��*�_PO\[],

qOaQO�1t�Q[Q�s�*�0���0t)���!�k"*���� � ��
�* ,� � �

�����("����-+!(��,���"�%��%�"���� � �� ,� � � �
���"*�&� � ��

�* ,� � � �����-+!(��"� �� ��*�6
��!*������ � �� ,� � � ���� �*µ ν∗ ∈ � ��%#� �*µ ∈ �

��ν ∈ � �
�iZXh� � ��µ ∈ ,� � � ���VZZW]XPQW�]_OPVX]P

� �� � � � � � � � � �� � 
 � 
 �  � � �  
 �µ µ µ= − = − .∫ ∫ '�)

�_OPVX]P��µ � aVTd^VjX� � "������-� *�"��6
+����iaU`Qj�� �µ �aVTd^VjX�*�"��+�,� µ �Q� �
]b]TaVlVjX�ZQW^][]W� �µ ∗ ���_OPVX]P��µ �\Oc,
ZX^iOX�^]�Wa]mQe�SiaU`Q]aV[hade�_P]ZXPVa,
ZX^Ve���Z]bOaa]�^VqOa�Z[ilVc*�U]m\V�WOPV� µ
_PQaV\[OqQX� �*� �

E���Ih�M����� 'sZW�*�aV_PQWOP*� s�*�0�0��t)�
�iZXh� � ��µ ∈ ,� � � �Q�� �≤ ≤ ∞ ���]m\V�]_OPV,
X]P��µ �\OcZX^iOX�QT� � ��

�# ,� � � ^� � ��
�# ,� � �Q

�µ µ≤ �
����W�J��� iG� 4(*�&� �� ��� #∈ ,� � � �

� �≤ ≤ ∞ ����**-����-�� "������( ��� �"�"6
%"!!�,�.��-(%�,

� �� � � � � � � � � �
� �� �

(� 
 � 
 � � � � � � � 
 � �= − = − .∫ ∫ '�)

1)"���!���l������ "������*�"��+��*�-"��,
� ��

�*�λ ∈ ,� � � �
1 "������( � �",*��("�� ��� � ��

�# ,� � � �
� ��

�# ,� � ���
�#

�( ≤ �
�]\Wa]qOZX^]� �⊂� � �aVTd^VjX�+�!(*�-*

OZ[Q� + =� � ��Q�λ ⊆� ��\[R�̂ ZOe� �λ ≥ ���]aiZ��
aVTd^VjX���* �������#{�-*� OZ[Q� �− =� � � �
�V[OO� Wd� _][VmVOW*� lX]� ^� �

� � SQUZQP]^Va
aOU]X]Pdc�TVWUaiXdc�'^�X]_][]mQlOZU]W�ZWdZ,
[O)�^]Z_P]QT^]\RkQc�U]aiZ� � �

�OPOT� �
� �bi\OW�]b]TaVlVXh�^aiXPOaa]ZXh

Wa]qOZX^V� � �
�b]TaVlQW� lOPOT� � � � ��* �*= ,� �� � � � _]\,

Wa]qOZX^]�^ZOe�WOP�QT� � ��
�* ,� � � �Z�a]ZQXO,

[OW�^�U]aiZO� � �
�b]TaVlQW�ZQW^][VWQ� � ��

�*�� � �Q� � ��
�*�� �

V[mObPd� � ��
�*� � �Q� � ��*� � �Z�_PQZ]O\QaOaad,

WQ�O\QaQ`VWQ���lO^Q\a]*�Qe�W]qa]�POV[Q,
T]^VXh� UVU� _]\V[mObPd� V[mObP� � ��

� � � Q
� �� � n

� �  # � �!

� �  # � �!

� �
�* �*

�* �*

αδ µ α µ

αδ µ α µ

= + ∈ , ∈

= + ∈ , ∈ .

� �

� �

�

�

� � �

� � �

1�!� �%!"!!�*��� ���%�"������*�%/�!��!" �"���!���-"���*�*�"����)"!!�����+�!(*"



��8

��	��
�����*�	OPQR�SQTQUV*�WVXOWVXQUV*� �  �*�Y��

�]\V[mObPi�� �aVTd^VjX�!� �%!"!!�,�_]\,
V[mObP]c� V[mObPd� � *� OZ[Q� \[R�[jb]m]� � ∈ �

QT�ZikOZX^]^VaQR� �� − ∈ � �Z[O\iOX*�lX]� �� − ∈ � �
&�I����l�'s�*�0���� t�Q�s0*�[OWWV��5t)�
'�)��!�k"*���� � ��

�*�� � � #�%#"�*#�!� �%6
!"!!�,� ���%�"���,�*�"��!�3",���!�����,��%6
�"���� � ��

� � ��4���l��-��%#�%/��,�������-�,
-"��� αδ µ+ �� ��"� α ∈ � �� � ��

�*µ ∈ � � �� �-""-
� �� �αδ µ α δ ν− −+ = + �*�!"+�����,� � ��

�*ν ∈ � � �
|1�-"��-��)���"*%��-"���αδ µ+ �������-��
��� �α ≠ ��*-���!� ��-"����g��w���t��}

'�)��!�k"*���� � ��
�*�� � � #�%#"�*#�  ���%6

�"���,�*�"��!�3",���!�����,��%�"���� � ��
� � �

��_P]ZXPVaZX^O� �# �PVZZW]XPQW�ZOWOcZX^]
TVWUaiXde� _]\_P]ZXPVaZX^

��� �� �  � � � ! �
� 
 �# � # � � � 
 � 
= ∈ : = ∈ − , ∈ .�

�mPVaQlOaadc�[QaOcadc�]_OPVX]P� � �� # #: →
aVTd^VjX7s�*�0*��*�1t� ��)�!!�-�']Xa]ZQXO[h,
a]�U]aiZV� � )*�OZ[Q�\[R�[jb]m]� �
 ∈ � �QWOOW

� � � �� 
 � 
� # #⊆ .

�b]TaVlQW�lOPOT� � �� � � �# #= ,� � � �_]\_P]ZX,
PVaZX^]�_P]ZXPVaZX^V� �� ��# ,� � *�Z]ZX]RkOO�QT
SiaU`Qc*� PV^ade� ai[j� ^aO� U]aiZV� � �� �lO,
^Q\a]*� ^� Z[ilVO*� U]m\V� �� �� #∈ ,� � *� ]_OPV,
X]P7'�)�R^[ROXZR� ��)�!!�-�

�b]TaVlQW� lOPOT� � ��#�
�

� Wa]qOZX^]� ^ZOe
]_OPVX]P]^*�_PQlQaade�]Xa]ZQXO[ha]�� ���lO,
^Q\a]*� � �� �#� �u� TVWUaiXVR� _]\V[mObPV� V[,
mObPd� � ��#� �� 	_OUXP� ]_OPVX]PV� � ��� #∈ �

�

bi\OW�aVTd^VXh� ��)�!!�-�* "+���-�Q�]b],
TaVlVXh� � ��σ

�
�� �XWOXQW*� lX]� _PQlQaadc

Z_OUXP�]_OPVX]PV�'�)�^dlQZ[Oa�^�s0t��	^]cZX^V
]_OPVX]P]^*� _PQlQaade� ]Xa]ZQXO[ha]� U]ai,
ZV*�QTilV[QZh�XVUqO�^� s1t�

E���Ih�M���mG�1�����k"!�"� �µµ � ���
� �� ,� � � � �� � ��#� � #�%#"�*#� �!�"+���!�-

-��.��-�-� ��!������� �%�"��� |� �"�"%"!�"
-��.��-���%�"���*-�����t���%��i����i��i���%���g�
i�w�r�}x���"*&��µ ���� "������*�"��+��*�-"��,
µ �� *-�� .��-(%(�|i}�� �� )�*�!�*���� ������6
k"!�"� �µµ � �!" �"���!���

� � �µ ν µ ν∗ = . '�)

'1	
�
�2���1�� �ZO*� UP]WO� QarOUXQ^a]Z,
XQ� \]UVTVa]� ^� s�*� 0�0�5t�� �]UVqOW� QarOUXQ^,
a]ZXh���iZXh� � ��µ ∈ ,� � � �Q� �µ ≠ ���]UVqOW*
lX]�^�pX]W�Z[ilVO� ��µ ≠ ��
T^OZXa]� 'ZW�*�aV,
_PQWOP*� s�*� 0�0�1t)*� lX]� � �� # #µ µ: → = �� �]
^�aVgOW� Z[ilVO� �µ ≠ �� �aVlQX*� ZikOZX^iOX

�� #∈ *�XVUVR�lX]� �� �µ ≠ ��
T�X]m]*�lX]� ��� ��" �

_[]Xa]�^� �� ��# � �Q�aO_POPd^a]ZXQ��µ �Z[O\iOX

lX]� aVc\OXZR� SiaU`QR� ��� � � �� �
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