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�� ZXVXhO� QZZ[O\iOXZR� U[VZZ� aOlOXUQe� QW_[QUV`Qc*� _][ilOaade� ]b]bkOaQOW� bi[O^]c
QW_[QUV`QQ�Q�]_PO\O[ROWde�Z�_]W]khj�XPOim][hade�a]PW�Q�Z]]X^OXZX^ijkQe�QW�SiaU,
`Qc�]XPQ`VaQR�

�iaU`Q]aQP]^VaQO� b][hgQaZX^V� POV[ha]
PVb]XVjkQe�_PQU[V\ade�ZQZXOW�]Za]^Va]�aV
QZ_][hT]^VaQQ�U]W_]TQ`Q]aade�_PV^Q[�aOlOX,
U]m]� ^d^]\V�����o� f�fv�o� Q�����o� ��&&v�o*
]Za]^]c� U]X]Pde� R^[ROXZR� QW_[QUV`QR�� �_,
PO\O[OaQO� aOlOXU]c� QW_[QUV`QQ� R^[ROXZR
]\a]c�QT� ^VqaOcgQe�_P]b[OW�aOlOXU]m]�W],
\O[QP]^VaQR�

�� bi[O^]c� []mQUO� QW_[QUV`QR� _PO\ZXV^,
[ROXZR�^�^Q\On

� �� � & � & � &, = → = ∨ , '�)

m\O� � �u�bi[O^]� ]XPQ`VaQO*� ∨ �u�\QTrjaU,
`QR���]�]_PO\O[OaQj� � � �� � &, = �X]m\V�Q�X][h,
U]�X]m\V*�U]m\V� �� = �Q� �& = �

��aOlOXU]c�[]mQUO�\[R�]_PO\O[OaQR�QW_,
[QUV`QQ� QZ_][hTiOXZR� aOZU][hU]� _]\e]\]^
'[]mQlOZUQc*� VUZQ]WVXQlOZUQc)�� �VZZW]XPQW
]\Qa�QT�aQe*�U]X]Pdc�TVU[jlVOXZR�^�]b]bkO,
aQQ�bi[O^]c�QW_[QUV`QQ�aV�aOlOXUQc�Z[ilVc�
�ZXOZX^Oaa]*� lX]� XVU]O� ]b]bkOaQO� XPObiOX
U]aUPOXQTV`QQ�aOlOXU]c�\QTrjaU`QQ�Q�]XPQ,
`VaQR*� _PQ� pX]W� ^� X]lUVe� �� �� �� �� �� ��, , , , , � Q
�� ��, �\][qa]�̂ d_][aRXhZR�]_PO\O[OaQO�aOlOX,
U]c�QW_[QUV`QQ����PVWUVe�\Vaa]m]�_]\e]\V�^
ZXVXhO� bi\iX� PVZZW]XPOad� Z[O\ijkQO� ^]_,
P]Zdn� ]_PO\O[OaQO� ]_OPV`QQ� ]XPQ`VaQR� \[R
\^]cZX^Oaade�XPOim][hade�a]PW*�_PO\ZXV^Q,
Wde�]Xa]gOaQOW�\^ie�Wa]m]l[Oa]^�Q[Q�Wa],
m]l[Oa]Wz�]_PO\O[OaQO�QW_[QUV`Qc�\[R�XP],
OU�\O��]PmVaVz�QZZ[O\]^VaQO�U][QlOZX^Oaade
Q�UVlOZX^Oaade�^TVQW]Z^RTOc�WOq\i�QW_[Q,
UV`QRWQ� \Vaa]m]� U[VZZV�

"O[OaV_PV^[Oaa]O� W]\O[QP]^VaQO� ZOWVa,
XQlOZUQe�Z^RT]U�^�aOlOXU]c�[]mQUO�]ZikOZX^,
[ROXZR�aV�]Za]^O�XPOim][hade�a]PW�u�[,a]PW
Q� Z,U]a]PW*� _PQlOW� [,a]PWd� ]_PO\O[RjX
U]arjaU`Qj*�V�Z,U]a]PWd�u�\QTrjaU`Qj�

�POim][haVR�[,a]PWV� OZXh� bQaVPaVR� ]_O,
PV`QR� 
� �� 
� �� 
� ��� : , × , → , *�i\]^[OX^]PRjkVR
Z[O\ijkQW� Z^]cZX^VWn

��� �� �� � �, = � 'ZikOZX^]^VaQO� aOcXPV[ha],
m]�p[OWOaXV��)�

��� 
� ��� &∀ , ∈ , �OZ[Q�� &≤ *�X]� � � � �� � ' � & ', ≤ ,
'W]a]X]aa]ZXh)�

��� � � � �� � & � & �, = , �'�U]WWiXVXQ^a]ZXh�)�
0�� � � �� � � � �� � � & ' � � � & ', , = , , � 'VZZ]`QVXQ^,

a]ZXh)�
��� �� � �� �, = �'mPVaQla]O�iZ[]^QO)�
	]]X^OXZX^Oaa]*� XPOim][haVR� Z,U]a]PWV

_PO\ZXV^[ROX� Z]b]c� bQaVPaij� ]_OPV`Qj

� �� 
� �� 
� ��� : , × , → , *� i\]^[OX^]PRjkij� Z[O,

\ijkQW�Z^]cZX^VWn
��� �� �� � �, = � 'ZikOZX^]^VaQO� aOcXPV[ha],

m]�p[OWOaXV� )�
��� 
� ��� &∀ , ∈ , �OZ[Q�� &≤ *�X]� � � � �� � ' � & ', ≤ ,

'W]a]X]aa]ZXh)�
��� � � � �� � & � & �, = , �'U]WWiXVXQ^a]ZXh�)�
0�� � � �� � � � �� � � & ' � � � & ', , = , , �'VZZ]`QVXQ^a]ZXh)�
��� �� � �� �, = �'mPVaQla]O�iZ[]^QO)�
	�V[mObPVQlOZU]c�X]lUQ�TPOaQR*�ZXPiUXi,

PV� �
� �� ��, , � OZXh� _][imPi__V� Z� aOcXPV[hadW
p[OWOaX]W��*�V��
� �� ��, , �y�_][imPi__V�Z�aOcX,
PV[hadW�p[OWOaX]W� �

�VqaOcgQc�U[VZZ�aOlOXUQe�U]arjaU`Qc�Q
\QTrjaU`Qc� Z]ZXV^[RjX� XPOim][hadO� a]PWd
Q� U]a]PWd*� _PO\ZXV^QWdO� ]Xa]gOaQOW� \^ie
Wa]m]l[Oa]^� '^�lVZXa]W�Z[ilVO�Wa]m]l[Oa]W)
'XVb[���)�

�X[QlQXO[ha]c�]Z]bOaa]ZXhj�pXQe�]_OPV,
`Qc�R^[ROXZR�X]*�lX]�^�ZQ[i�VZZ]`QVXQ^a]ZXQ
]aQ�_PO\ZXV^QWd�^�^Q\O�s�t

�� � � � � � ��� & � &ϕ ϕ ϕ−Φ , = + ,

m\O�  ! 
� ��� � ϕ +Φ = , , : , → � �u� aO_POPd^aVR
W]a]X]aaVR�SiaU`QR*�]_PO\O[ROWVR�Z�X]la],
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ZXhj�\]�_][]qQXO[ha]c�U]aZXVaXd�Q�aVTd^V,
OWVR�V\\QXQ^adW�mOaOPVX]P]W�

��s�t�_PO\ZXV^[Oad�V\\QXQ^adO�mOaOPVX]Pd
aOlOXUQe� ]_OPVX]P]^� QT� XVb[�� ����\\QXQ^adO
mOaOPVX]Pd�QZ_][hTijXZR�\[R�]_PO\O[OaQR�]_O,
PV`QQ�]XPQ`VaQR*�Z�_]W]khj�U]X]P]c�\[R�aO,
lOXUQe� \QTrjaU`Qc� Q� U]arjaU`Qc� ^^]\QXZR
_]aRXQO�\^]cZX^Oaa]ZXQ�u�E,\iV[ha]ZXQ�

�_OPV`QQ� ]XPQ`VaQR� 
� �� 
� ��� : , → , � OZXh
aO^]TPVZXVjkVR�SiaU`QR*� XVUVR�lX]� ��� �� = *
��� �� = ���Z[Q�SiaU`QR� � �� � �aO_POPd^aV�Q�ZXP],

m]� ibd^VOX*� X]� ]aV� aVTd^VOXZR� ZXP]mQW� ]XPQ,
`VaQOW��	XP]m]O� ]XPQ`VaQO� aVTd^VOXZR� ZQ[h,
adW�]XPQ`VaQOW�Q[Q�Qa^][j`QOc*�OZ[Q�^d_][,
aOa]�PV^OaZX^]� � � ��� � � �= z�_PQ� � � ��� � � �< �]X,
PQ`VaQO� aVTd^VOXZR� Z[VbdW*� _PQ� � � ��� � � �>
]bdladW���Z[Q� � �� � �u�ZXP]m]O�]XPQ`VaQO*�X]

�� �� �− �XVUqO�R^[ROXZR�ZXP]mQW�]XPQ`VaQOW�
�OmU]� i^Q\OXh*� lX]� \[R� [jb]c� ]_OPV`QQ

]XPQ`VaQR�Z_PV^O\[Q^d�aOPV^OaZX^Vn


� �� � � � � � �� � � � � � �∀ ∈ , ≤ ≤ ,

m\O�� �Q�� �]_PO\O[RjXZR�Z[O\ijkQW�]bPVT]Wn

� �� �
� � � �

� � � �

��
� � � �

� �

, <, =  = = , > , =  

[,a]PWV�Q�Z,U]a]PWV�aVTd^VjXZR��,\iV[h,
adWQ*� OZ[Q� ZikOZX^iOX� ]_OPV`QR� ]XPQ`VaQR
�*�XVUVR�lX]�\[R�[jbde� � �Q� & �QT� 
� ��,

( ) ( )
( ) ( )

� � � � � �

� � � � � �

� � � & � � � � &

� � � & � � � � &

, = , ,


, = , .

�VWOXQW*�lX]�\[R�UVq\]c�_VPd�\^]cZX^Oa,
ade� ]_OPV`Qc� ZikOZX^iOX� Z^]O� ]XPQ`VaQO�

�P]cUV�'[*�Z*�E)�aVTd^VOXZR�XP]cU]c�\O��]P,
mVaV�

��s0t�\VaV�SiaU`Q]aV[haVR�eVPVUXOPQZXQ,
UV�E,\iV[ha]ZXQ�lOPOT�V\\QXQ^adO�mOaOPVX],
Pdn�_iZXh�� �Q� � �u�mOaOPVX]Pd�\QTrjaU`QQ�Q
U]arjaU`QQ� Z]]X^OXZX^Oaa]*� X]m\V

� �
�
 
� � � � � � �− −

/= = ,	 	 	 	 '�)

m\O� 	 � ]TaVlVOX� Zi_OP_]TQ`Qj� SiaU`Qc*
� � � ��
� � 
� 
= > . ���s0t�_PQ^O\Oad�Z[O\ijkQO

TVWOlVaQR�U�XVU]Wi�_PO\ZXV^[OaQj�]_OPV`QQ
]XPQ`VaQRn� OZ[Q� ���� � Q� ���� � U]aOlad*� X]

��� ���
 � �= / �u�O\QaZX^OaaVR�U]aZXVaXV*� OZ[Q
���� �'Z]]X^OXZX^Oaa]� ���� )�U]aOlaV�Q� ���� �'Z],

]X^OXZX^Oaa]� ���� )� bOZU]aOlaV*� X]� aO� ZikO,
ZX^iOX� U]aZXVaXd� 
 *� i\]^[OX^]PRjkOc� '�)*
OZ[Q� ���� �Q� ���� �bOZU]aOlad*�X]�^]TW]qad�\^O
ZQXiV`QQ�u�Q[Q�U]aZXVaXV� 
 �R^[ROXZR�O\Qa,
ZX^Oaa]c*�Q[Q�Z]]Xa]gOaQO�'�)�Z_PV^O\[Q^]�\[R
[jb]m]� 
 *� V� TaVlQX� ZikOZX^iOX� `O[dc� aVb]P
]_OPV`Qc*� iZXVaV^[Q^VjkQe�E,\iV[ha]ZXh�

�� s0t� ]_OPV`QR� ZXP]m]m]� ]XPQ`VaQR� ]_PO,
\O[ROXZR� lOPOT� V\\QXQ^adc� mOaOPVX]P�Z,U],
a]PWd�^�^Q\O

�� � � ��� � ��� � � � � �−= − .

�V� ]Za]^O� \Vaade� POTi[hXVX]^� _][ilOad
]_OPV`QQ� ]XPQ`VaQR*� ]bOZ_OlQ^VjkQO� E,\i,
V[ha]ZXh�aOlOXUQe�]_OPVX]P]^�QT�XVb[���n�\[R
U[VZZQlOZUQe*� mPVaQlade*� V[mObPVQlOZUQe� Q
\PVZXQlOZUQe� ]_OPVX]P]^n

� � �� � �= − ;

\[R� �� �Q� ��− u�Wa]qOZX^]�]XPQ`VaQc�	i\qOa]n

�
� � �

� � ��
�

� �
�

λ λ
λ
−= , > ;

+ −

�Vb[Q`V��
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\[R��α *� �β n

�

�
� �

�
�

� �
�

αβ β α
α

+ −

−= .
+

�� s�t� ^^]\RXZR� ]b]bkOaadO� V[mObPVQlOZ,
UQO� ]_OPV`QQ� � �
� � & � & 
�&, = + − � Q� � �
� � &, =
�� �� � �� �
 � & 
�& 
= − + + − − �� �[R� � �
� � &, � V\\Q,

XQ^adc�mOaOPVX]P

�
� � �
� � �� 
�



= − −

Qa\i`QPiOX� ZQ[ha]O� ]XPQ`VaQO

�
� �

�


�
� �


�

−= .
−

�VWOXQW*� lX]� ]XPQ`VaQO� � � �� � �= − � R^,
[ROXZR�iaQ^OPZV[hadW*�XVU�UVU�\OcZX^iOX�\[R
^ZOe�_VP�\^]cZX^Oaade�]_OPVX]P]^�QT�XVb[� �
'_PQ� �λ = *� � �� �β α+ / = *� �
 = )�


XVU*�PVZZWVXPQ^VR�^�UVlOZX^O�\QTrjaU,
`QQ�Z,U]a]PWi*�^^O\OW�QW_[QUV`Qj�Z[O\ij,
kQW�]bPVT]Wn

� � � � � �� � & � � � &, = , ,

m\O� � �� � �u� Z]]X^OXZX^ijkVR� \Vaa]c� \QTr,
jaU`QQ�]_OPV`QR�]XPQ`VaQR�

�VWOXQW*� lX]� XVU]O� ]_PO\O[OaQO� _PO\_],
[VmVOX� QZ_][hT]^VaQO� XVU]c� ]_OPV`QQ� ]XPQ,
`VaQR� � �� � *�U]X]PVR�]bOZ_OlQ^VOX�E,\iV[ha]ZXh
[,a]PWd�Q�Z]]X^OXZX^ijkOc�Z,U]a]PWd�


Z_][hTiR� \QTrjaU`Qj� �V\O� ����&� %
%������&�� Q� Z]]X^OXZX^ijkij�]_OPV`Qj�]X,
PQ`VaQR� � � �� � �= − *� _][ilQW� QW_[QUV`Qj
C{v�v�'PQZ����)n

� � �� �� � & ��� � &, = − , .
� ��� � &, � Q� � � �� � �= − � \VjX� QW_[QUV`Qj

D{�������'PQZ����)n

� � ��� � & � �&, = − + .
�VPV� � �
� � &, �Q� � � �� � �= − �]_PO\O[ROX�QW,

_[QUV`Qj�C���{o,BL��v�'PQZ����)n

�����

� �

� � �

�



� &

� � & & �

 − , =
, = , =
 , .

�V�]Za]^O� � ��� � &, �Q� � � �� � �= − �_][ilVOX,
ZR�QW_[QUV`QR��iUVZO^QlV�'PQZ����)n

� � �� ���� � & ��� � &, = − + , .
�[R�_VPd� �� �� � &, �Q� �� �� � &− , *�UVU�QT^OZXa]*

ZikOZX^iOX� Wa]qOZX^]� ]XPQ`VaQc� 	i\qOa]�

��*��i���]^OPea]ZXQ*�TV\V^VOWdO�SiaU`QRWQ�aOlOXU]c�QW_[QUV`QQ
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�^O\OW�QW_[QUV`Qj�Z�_]W]khj�]_OPV`QQ

� � ��
� �

� � ��
� & �&

� � &
� & �&

λ
λ

λ
− − + +, =
+ − − +

�[QRaQO�_VPVWOXPV� λ � aV�S]PWi�_]^OPe,
a]ZXQ� � λ �_PO\ZXV^[Oa]�aV�PQZ����

�[R� � �� � &β , �Q� � �� �αβ �QW_[QUV`Qj�W]qa]
]_PO\O[QXh�Z[O\ijkQW�]bPVT]Wn

�

�

� � �
� �

� � ��
� & �&

� � &
� & �&

β
α

αβ β
α

β β
β β

+

+

− + + −, =
+ − + −

�[QRaQO� _VPVWOXP]^� α � Q� β � aV� S]PWi
_]^OPea]ZXQ� �αβ �_PO\ZXV^[Oa]�aV�PQZ����


Z_][hTiR� � �
� � &, � Q� � � �� � �= − � _][ilQW
QW_[QUV`Qj�^Q\Vn

� � �
� � & � & 
& 
�&, = − + − + .

� �
� � &, �_PQaQWVOX�Z^]Q�aVQb][hgOO�Q�aVQ,
WOahgOO� TaVlOaQR� aV� mPVaQ`O� U^V\PVXV

� �� 
� ��, × , ���Z[Q� �� = *�X]� �� �
� & &, = �Q�\]ZXQmV,
OX�aVQb][hgOm]� TaVlOaQR� � �_PQ� �& = *� V� aVQ,
WOahgOm]� � � _PQ� �& = ���aV[]mQla]*� PVZZWVX,
PQ^VR�]ZXV[hadO�XPQ�Z[ilVRn� � � �� & &= , = , = *
_][ilQW*�lX]�_PQ� �
 > *�� � � �

 � � &− ≤ , ≤ , �Z[O,
\]^VXO[ha]*� \[R� ]mPVaQlOaQR� ]b[VZXQ� TaVlO,

aQc�QW_[QUV`QR� 
� �\][qaV�QZ_][hT]^VXhZR�^
^Q\On

� � �� ��
� � & ��� � & 
& 
�&, = − + − + , .
�PQ� �
 ≤ *�� � � �
� � & 
≤ , ≤ − �Q� 
� �QWOOX�^Q\n

� � �� ��
� � & ��� � & 
& 
�&, = − + − + , .

�V�PQZ��0�_]UVTVa]*�UVU�^dm[R\QX�_]^OPe,
a]ZXh� 
� �_PQ�PVT[Qlade�TaVlOaQRe� 
 �

��PVWUVe�\Vaa]m]�_]\e]\V�̀ O[OZ]]bPVTadW
R^[ROXZR�QZZ[O\]^VaQO�Z]m[VZ]^Vaa]ZXQ�QW_,
[QUV`Qc�Z�ZikOZX^ijkQWQ�ZQZXOWVWQ�VUZQ]W�

��s�t�aOlOXUVR�QW_[QUV`QR� � �� � &, �]_PO\O,
[ROXZR� UVU� SiaU`QR� 
� �� 
� �� 
� ��� : , × , → ; *
i\]^[OX^]PRjkVR�Z[O\ijkQW�Z^]cZX^VWn

����Z[Q� � '≤ *�X]� � � � �� � & � ' &, ≥ , �'ibd^VaQO
_]� _OP^]c� _OPOWOaa]c)z

����Z[Q� & '≤ *�X]� � � � �� � & � � ', ≤ , �'^]TPVZXV,
aQO� _]� ^X]P]c� _OPOWOaa]c)z

��� �� � �� &, = z
0�� � �� �� � , = z
��� �� �� �� , = �
�P]WO�X]m]*�^�aOU]X]Pde�Z[ilVRe�aV� � �� � &,

W]miX� \]_][aQXO[ha]� aVU[V\d^VXhZR� Z[O\i,
jkQO� XPOb]^VaQR� s�t*� s�tn

1�� �� �� � �, = z

��*������]^OPea]ZXQ*�TV\V^VOWdO��Fλ�_PQ�PVT[Qlade�λ


�����2"�"!"����
�����0�����*+�,
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��*��g���]^OPea]ZXQ*�TV\V^VOWdO�Fαβ�_PQ�PVT[Qlade�α�Q�β

��*��w���]^OPea]ZXQ*�TV\V^VOWdO��F
D
�_PQ�PVT[Qlade�D

1�!")"�+����- %�+�3�#��� �%()"!!�������{"!�"-��(%"��,�.(!+3��
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