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TilVOXZR� ^]_P]Z� ]� ^]TW]qa]ZXQ� Z]O\QaQXh� \^O� X]lUQ*� _PQaV\[OqVkQO� U]W_VUXa]c
]b[VZXQ�Z�m[V\U]c�mPVaQ`Oc�^�_][a]W�PQWVa]^]W�Wa]m]]bPVTQQ*�POgOaQOW�\QSSOPOa`QV[h,
a]m]�^U[jlOaQR�^X]P]m]�_]PR\UV*�`O[QU]W�[OqVkQW�^�iUVTVaa]c�]b[VZXQ���PO\_][VmVOX,
ZR*�lX]�^�Z[ilVO�_]_V\VaQR�aV�mPVaQ`i�]b[VZXQ�POgOaQO�]XPVqVOXZR�]X�mPVaQ`d�_]�SQTQ,
lOZU]Wi�TVU]ai�wim][�_V\OaQR�PV^Oa�im[i�]XPVqOaQRx���]ZXP]Oad�Q�QTilOad�VaV[]mQ�mO]\O,
TQlOZUQe�Q�QaXOmPV[hade�]_OPVX]P]^�Z�_VPV[[O[hadW�_OPOa]Z]W*�]b[V\VjkQO�Z^]cZX^]W
]XPVqOaQR�aV�mPVaQ`O���V�]Za]^O�QZ_][hT]^VaQR�_]ZXP]Oaade�]brOUX]^�\]UVTVaV�XO]POWV
ZikOZX^]^VaQR�QZU]W]m]�POgOaQR�_PQ�aOU]X]Pde�OZXOZX^Oaade�iZ[]^QRe�

�� aVZX]RkOc� PVb]XO�� QTilVOXZR� ^]_P]Z� ]
^]TW]qa]ZXQ� Z]O\QaQXh� \^O� X]lUQ*� _PQaV\,
[OqVkQO�U]W_VUXa]c�]b[VZXQ�Z�m[V\U]c�mPV,
aQ`Oc�^�_][a]W�PQWVa]^]W�Wa]m]]bPVTQQ*�PO,
gOaQOW�\QSSOPOa`QV[ha]m]� ^U[jlOaQR� ^X],
P]m]� _]PR\UV*� `O[QU]W� [OqVkQW� ^� iUVTVa,
a]c�]b[VZXQ��	[O\iR�]bkOc�Q\O][]mQQ�XO]PQQ
^dqQ^VOW]ZXQ�'ZW�*�aV_PQWOP*� s�t)*�Wd�aVTd,
^VOW�_]\]badO�POgOaQR�̂ dqQ^VjkQWQ���PO\,
_][VmVOXZR*� lX]� ^� Z[ilVO� _]_V\VaQR� aV� mPV,
aQ`i�]b[VZXQ�POgOaQO�]XPVqVOXZR�]X�mPVaQ,
`d� _]� SQTQlOZU]Wi� TVU]ai� wim][� _V\OaQR
PV^Oa�im[i�]XPVqOaQRx�

�[R� QZZ[O\]^VaQR� _]ZXV^[Oaa]c� TV\VlQ
W]\QSQ`QPiOXZR�WOX]\�QaXOmPV[hade�]_OPV,
X]P]^�Z�PQWVa]^dW�_VPV[[O[hadW�_OPOa]Z]W
'ZW��W]a]mPVSQlOZU]O�QT[]qOaQO�pX]m]�WOX],
\V*� aV_PQWOP*� ^� s�*� 0t*� V� XVUqO� Vam[]RTdl,
aij�UaQmi�s5t)�

�O]be]\QWdO�SVUXd�QT�XO]PQQ�Wa]m]TaVl,
ade�]X]bPVqOaQc�ZW��^�s�*�1*�6t�

�iZXh� � u�_][a]O� PQWVa]^]� Wa]m]]bPV,
TQO�U]aOla]c�PVTWOPa]ZXQ� � ���VZZW]XPQW�aV
� � TVWUaiX]O� ]mPVaQlOaa]O� 'X�O�� _]� XO]POWO
�]_SVy�Qa]^V�u�U]W_VUXa]O*�ZW�*�aV_PQWOP*
s�t)� Wa]qOZX^]� � *� R^[RjkOOZR� TVWdUVaQOW
]XUPdX]c� ]b[VZXQ� ^� � � Q�QWOjkOO� m[V\Uij
mPVaQ`i� �∂ �
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"*%�� �� +�k��-� +�*��"%&!�-�  ��*���!*��"

�� � ��� �∈ ������!��-!�k"*���� � ��Ξ �
�� \V[haOcgOW� Wa]m]TaVladO� ^OUX]PadO

_][R� bi\iX� i\]^[OX^]PRXh� \]_][aQXO[hadW
Z^]cZX^VW� XQ_V� aO_POPd^a]ZXQ*� TVWUaiX]ZXQ
]bPVT]^� � ��Ξ *� TV^QZOXh� ]X� PVT[Qlade� _VPV,
WOXP]^�Q�X�\�

�VZZW]XPQW�_P]QT^][haij�mPVaQlaij�X]l,
Ui� � �∈ ∂ *� X]m\V� [jb]c� ^OUX]P� � � ^� UVZV,
XO[ha]W�_P]ZXPVaZX^O�^�pX]c�X]lUO�_PO\ZXV,
^QW� ^� ^Q\O� [QaOca]c� U]WbQaV`QQ� ^OUX]P]^

� �� � � �δ= +
� �

*�m\O�δ
�
u�O\QaQladc�UVZVXO[h,

adc�^OUX]P�U� �∂ �^�X]lUO�� *� �
�
�u�aV_PV^,

[Oaadc� ^aiXPh� O\QaQladc� ^OUX]P� a]PWV[Q*

� �� � �, ∈ �
�_PO\O[QW� UVZVXO[hadc� U]aiZ� � ��� � � aV

� �Z[O\ijkQW�]bPVT]Wn
?K�����M��� �G�	�*��"%&!�-� +�!(*�-
� ��� � � ����)+"�� �+���%�*��� � �!��� ��-�

�(�"-�!������&��*"� �� � ��"*%�� �� ��
 �∈ ���
 �%( ��*���!*����+�*��"%&!���� ��*���!6
*���� �� � �*�*��#{""�����*"���"+����������

� �� � � �δ= +
� �

����"� � �� ≥ ��"*%��� �∈ ∂ �
�VWOXQW*� lX]� U]PPOUXa]� PVZZWVXPQ^VXh
� ��� � �^�UVq\]c�X]lUO�� �∈ *�UVU�]bPVT�X]l,

UQ� � � _PQ� Wa]m]TaVla]W� ]X]bPVqOaQQ

�� � ��: → �� �]aRXa]*� lX]� ]X]bPVqOaQO� ��
R^[ROXZR�Wa]m]TaVladW�^OUX]PadW�_][OW�

�iZXh� � *� � ,� X]_][]mQlOZUQO� _P]ZXPVa,
ZX^V*� �$ : → �� ,�Wa]m]TaVla]O�]X]bPVqOaQO�

�� 
ZZ[O\]^VaQO� lVZXQla]� _]\\OPqVa]� mPVaX]W
���
� �, �,  ���*� mPVaX]W�_P]mPVWWd��aQ^OPZQXOXd
�]ZZQQ���� 0� ��  8� Q� mPVaX]W�FJ, � , ��QaQZXOPZX^V
]bPVT]^VaQR����Q�%/CA�
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� �$ � �∗ ∩ ≠ ∅ �
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��-(�� �∈ �-!�k"*���� � ��� � ��� �� � �� �%(6
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AI��������W�JIG� ��� �[R� [jb]c� X]lUQ
�� ��
 �∈ �]X]bPVqOaQO� �� �ZXV^QX�Oc�^�Z]]X,

^OXZX^QO�^ZO� �� � *�Q�_]pX]Wi�]a]�bi\OX�]lO,
^Q\adW� ]bPVT]W� aO_POPd^a]� _]��ViZ\]PSi*
V� Z[O\]^VXO[ha]� Q� _][iaO_POPd^a]� ZaQTi�

����iZXh�XO_OPh�� �∈ ∂ ���]m\V�\[R�[jb]m]
]XUPdX]m]�� ��⊂ �XVU]m]*�lX]� � ��� � �∩ ≠ ∅ *
ZikOZX^iOX� ]UPOZXa]ZXh� � �! � � XVUVR*� lX]� \[R
[jb]m]� � �� ! �∗ ∈ �̂ d_][aROXZR� � ��� � �∗ ∩ ≠ ∅ �
�X]� ]TaVlVOX*� lX]� ]X]bPVqOaQO� � ��� � � _],
[iaO_POPd^a]� ^� X]lUO� � � Q*� Z[O\]^VXO[ha]*
]a]�_][iaO_POPd^a]�aV�^ZOc�mPVaQ`O� �∂ ���

�VZZW]XPQW� aOU]X]Pij� UVPXi�! � aV� � *
! � ≠ ∅� ����pX]c�UVPXO�aOU]X]P]O�Wa]m]TaVl,
a]O�^OUX]Pa]O�_][O� � ��Ξ : → �W]qOX�bdXh
]_QZVa]*� UVU� ]X]bPVqOaQO� �

! ! � �|Ξ : →� *
m\O� �� �u�W]\O[ha]O� _P]ZXPVaZX^]� Wa]m]]b,
PVTQR�� �

��J�h��M��� lG��!����!�)!�"� �"+���!�"
 �%"� � ��Ξ : → � �%(!" �"���!��*!��(����6
�������%&+���������+�������%/��,�+���"�! �
! � ≠ ∅� �� ������k"!�"� �

! ! � �|Ξ : →�

 �%(!" �"���!�� *!��(� �� +�k��,� ��)+"
� ! �∈ � �

�X^OPq\OaQO� �� ]lO^Q\a]�
?K�����M��� mG��!����!�)!�"� ������k"6

!�"� �$ : → �� �!�����"�*#�+������+����-��
��)+"�� ∈ � ��"*%�� � ���
$ � ≠ ∅ ���"*%���%#�%/6
����� � �& ��
$ �∈ �!�,�(�*#���+�#��+�"*�!�*�&
� �� & ⊂ � �����+�#��+�"*�!�*�&� � �! � ⊂ � ��)��
� � � �� & $ �∗⊂ ��%#��*"�� � �� ! �∗ ∈ ���*%��$ �+��6

����+�������+�k��,���)+"�� ∈ � ������!�
!�����"�*#� +������+����-�

	[O\ijkVR� XO]POWV� \]UVTVaV� UVU� XO]PO,
WV�����8��^�s�t�
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�� �"� � ��� !" (*��"�� ��-+!(��"�� �� (+%�"
 ��-!�k"*���� � }� +������+����� ����)+"
� ∈ � � ������ �� ��%&+�� ������� +����

� ���
$ � ≠ ∅� �� $ �  �%(!" �"���!�� *!��(� �
��)+"�� �


T� XO]POWd�0� Q� XO]POWd�5�Wd�_][ilVOW*
lX]�Wa]m]TaVla]O�^OUX]Pa]O�_][O� 8 # �

�!� ! �→
U^VTQ]XUPdX]�

�iZXh�aV�� �TV\Va]�Wa]m]TaVla]O�^OUX]Pa]O
_][O� � �$ 
 � �, , *� TV^QZRkOO�]X� 
� �
 �∈ , �Q�_VPV,
WOXPV� �� � �∈ �Q�QWOjkOO�TVWUaiXdO�]bPVTd�

�OT\O� aQqO� Wd� _PO\_][VmVOW*� lX]� ^ZO
]bPVTd� � �$ 
 � �, , � PV^a]WOPa]� ]mPVaQlOad� _]
a]PWO�^�UVZVXO[hade�_P]ZXPVaZX^Ve*�_]P]q,
\Oaa]c� PQWVa]^]c�WOXPQU]c*� Q� lX]� pX]�Wa],
m]TaVla]O� ^OUX]Pa]O� _][O� _][iaO_POPd^a]
ZaQTi�_]�Z]^]Ui_a]ZXQ�_OPOWOaade���VZZW]X,
PQW�Wa]m]TaVla]O�^OUX]Pa]O�_][O� � �
 � �Φ , , =

� � � ��$ 
 � � � �= , , � �
&�I����oG�4����� �%!"!���(*%���#

� �

� � � � � � � �� �
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AI��������W�JIG��]�XO]POWO�����6�QT� s�t�^
UVq\]c�UVPXO�! �_PQ�^d_][aOaQQ�iZ[]^QR�'�)
]X]bPVqOaQO� � �

! � ! � �|Φ : × × → �_][iaO_PO,
Pd^a]�ZaQTi*�XVU�UVU� � �$ � ! � �: × × → �_],
[iaO_POPd^a]� ZaQTi*� V� �

�!� ! �| : → � U^VTQ,
]XUPdX]���]m\V�iX^OPq\OaQO�XO]POWd�8�Z[O,
\iOX�QT�iX^OPq\OaQR�����

�VZZW]XPQW� \QSSOPOa`QV[ha]O� ^U[jlO,
aQO� ^X]P]m]� _]PR\UV
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/
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 �u�U]^VPQVaXaVR�_P]QT^]\aVR�Z^RTa]Z,

XQ��O^Qy�Q^QXV�aV�� *� � � � �
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�� (*�&���)+�� � �� � �, ∈ ���+�����)���*(6
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AI��������W�JIG��VU�UVU�_]�XO]POWO�8�_PQ
^d_][aOaQQ�iZ[]^QR�'�)� � �
 � �Φ , , �_][iaO_PO,
Pd^a]�ZaQTi*�X]�_PQ�iUVTVaade�iZ[]^QRe�QT
XO]POWd�����PVb]Xd�s8t�Z[O\iOX�iX^OPq\OaQO
XO]POWd�� �\[R�\QSSOPOa`QV[ha]m]�^U[jlO,
aQR
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 � 




∈ Φ , , .� �

�]ZU][hUi�_]�_]ZXP]OaQj� � � � �
 � � $ 
 � �Φ , , ⊂ , , *
X]�iUVTVaa]O�POgOaQO�R^[ROXZR�XVUqO�Q�PO,
gOaQOW�'�)���

�QqO�^� pX]c� ZXVXhO�Wd�PVZZW]XPQW� Z[i,
lVc*� U]m\V�^� � � aOX� mO]\OTQlOZUQe*� Z]O\QaR,
jkQe� �� �Z� �� �Q�`O[QU]W�[OqVkQe�^�� �

�[R� X]lUQ� � �∈ ∂ � ^O\OW� ]_OPVX]P� ]XPV,
qOaQR� � �� � � � �: → � Z[O\ijkQW� ]bPVT]Wn
\[R� � �� � � �δ= +

� �
�_][]qQW� � �� �� � � � �δ= −

� �
�

�VZZW]XPQW� aV� � � _P]QT^][haij� UPQ^ij
� �� 
 *�U]X]PVR�R^[ROXZR�m[V\U]c�^]�^aiXPOaaQe

X]lUVe���d�bi\OW� m]^]PQXh*� lX]� UPQ^VR� � �� 

]b[V\VOX�Z^]cZX^]W�]XPVqOaQR�aV�mPVaQ`O*�OZ[Q
^�W]WOaX�^POWOaQ�
 ∗ *�U]m\V� � �� 
 �∗ ∈ ∂ *�^d_][,
aOa]� iZ[]^QOn� ,�� � � �,�� � ��


 
 
 

� 
 � � 
∗ ∗↑ ↓=� � *� m\O


 
 ∗↓ � ]TaVlVOX*� lX]� 
 � ZXPOWQXZR� U� 
 ∗ � _PQ

 
 ∗> *� V� 
 
 ∗↑ �u�lX]� 
 � ZXPOWQXZR� U� 
 ∗ � _PQ

 
 ∗< �

?K�����M���ffG���k���/{",��"��"��)"*6
+�,�!�����"�*#�+����#� � �� 
 ��3"%�+�-�%"k�6
{�#� �� � �� ��%���/{�#� *��,*���-� ����k"6
!�#�!�����!�3"�����+�#��)����%#��*"��
 �� ��
+������� � �� 
 ��
 �∈ �� �!�� #�%#"�*#� �%��+�,
��(���%"����#"��(���!"!�/� � � �/


 � 
 =� �
�[R�UiZ]la]� �" ,UPQ^]c� � �
γ �^�� �]b]TaV,

lQW�VaV[]mQla]�s�*�0t�lOPOT� 
 � ��
 � �γ ,Γ ⋅ �^OUX]P
^� � �
� �γ *�_][ilOaadc�_VPV[[O[hadW�_OPOa],
Z]W�̂ OUX]PV� � ��� � �γ∈ �̂ \][h� � �γ ⋅ ���iZXh� � ��� 

y� ^dqQ^VjkVR� mO]\OTQlOZUVR� Z� aVlV[ha]c
ZU]P]ZXhj� ������� �� � �� = ∈� *� _OPOZOUVjkVR
�∂ �^�X]lUVe� � �
 
 3, , ���]m\V�_PQ� �
� �
 
∈ , �UPQ,

^VR� � ��� 
 �R^[ROXZR�]bdla]c�mO]\OTQlOZU]c�Z�aV,
lV[ha]c� ZU]P]ZXhj� � *� _PQ� � �
 �
 
 
∈ , u�]bdl,
a]c� mO]\OTQlOZU]c*� aVlQaVjkOcZR� ^� X]lUO

�� ��� 
 � Z� aVlV[ha]c� ZU]P]ZXhj�
� �� 
 � �� �� 
� � �,Γ ⋅ *

_PQ� � 	
 �
 
 
∈ , �u� ]bdla]c� mO]\OTQlOZU]c*� aV,
lQaVjkOcZR�^�X]lUO� �� ��� 
 �Z�aVlV[ha]c�ZU],
P]ZXhj�
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