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Â.Ã. Çàäîðîæíèé

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Påàëüíûå ïðîöåññû çàâèñÿò îò âëèÿíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Åñëè ýòî âëèÿíèå
íåçíà÷èòåëüíî, òî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, îäíà-
êî æåëàòåëüíî çíàòü îöåíêó ñòåïåíè çàâèñèìî-
ñòè ïðîöåññà îò ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
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Çäåñü [ ] nRxRTttt ∈⊂=∈ ,,0 , ∆- îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà ïî ïåðåìåííîé  ( )tRRTyRx nn ε→×∈ ,:,  - ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ (çàâèñèìîñòü îò ñëó÷àéíîãî ñî-
áûòèÿ â çàïèñè íå îòðàæàåòñÿ), RRTf n →×:  -
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, RRg n →:  -çàäàíî.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìîìåíòíûå ôóíêöèè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1),(2), â ïåðâóþ î÷åðåäü,  ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèîííóþ ôóíêöèþ.

Îáû÷íî ïûòàþòñÿ ïîëó÷èòü èç çàäà÷è
(1),(2)  óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ ôóíêöèé, íî
ïðè ýòîì  ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ñâÿ-
çàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ íå-
êîòîðûõ  çàäà÷ åå óäàåòñÿ çàìêíóòü èëè ñâåñòè
ê êîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé [1], [2]. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì  äðóãîé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñïîìîãàòåëüíûõ  äåòåðìèíèðîâàííûõ óðàâíå-
íèé, èç ðåøåíèé êîòîðûõ ëåãêî íàõîäÿòñÿ ìî-
ìåíòíûå ôóíêöèè.

2. Óðàâíåíèå äëÿ îáùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êîãî ôóíêöèîíàëà

Ïóñòü V áàíàõîâî  ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
RT →υ : , U  áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

RRTu n →×: . Ïðîñòðàíñòâà V è U âûáèðàþò-
ñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ âûáîðî÷íûõ ôóí-
êöèé  ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ( )tε  è ( )xtf , ôóíê-
öèîíàëû

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫υεT T Rn dsdxxsuxsfdsss ,,,

áûëè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèîíàëà-
ìè, ñîîòâåòñòâåííî, íà V è U.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû ε è f çàäàíû  õàðàêòåðèñòè÷åñêèì  ôóíêöèîíà-
ëîì [2]

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ +υε=⋅⋅υψ T dsssiMu (exp(,

( ) ( )∫ ∫T Rn dsdxxsuxsfi )),, ,

ãäå M îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ ε è f.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

( ) ( ) +∫ υε=⋅⋅⋅υ T dsssiwue exp())(),(),((

)),(),(),(),( ∫ ∫+∫ ∫+ T RT R nn dsdxxswxsyidsdxxsuxsf ,

ãäå MUw ,)( ∈⋅  - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ  ε, f  è g.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ))(),(),(( ⋅⋅⋅υ wue ,
òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü  ñ ïîìî-
ùüþ îòîáðàæåíèÿ Y è âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîä-
íûõ [3] â âèäå
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Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòàëüíûõ ôóíêöèé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäåíà ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ðåøåíèÿ.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (2) ïîëó÷àåì
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Ìû ïðèøëè ê äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷å äëÿ

))(),(),(,,( ⋅⋅⋅υ wuxtY . Åñëè Y èçâåñòíî, òî èç íåãî
ôîðìàëüíî ëåãêî ïîëó÷èòü ìîìåíòíûå ôóíêöèè
äëÿ ðåøåíèÿ y(t,x) è äàæå êîððåëÿöèîííûå ôóí-
êöèè ïðîöåññîâ y è ε, à òàêæå ïðîöåññîâ y è f.
Íàïðèìåð,
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3. Ìîìåíòíûå ôóíêöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (3),(4) â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà ïî w

×∑ ∫ ∫ ⋅⋅υ+⋅⋅υ=
∞

=1
110 ),...,,,...,),(),((...

!
))(),((

k
kkk

k

xxssuY
k

i
uYY

kkkk dxdxdsdsxswxsw ......),()...,( 1111× ,

ãäå èíòåãðàëû ïî ïåðåìåííûì si, i = 1, ... , k âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ïðîìåæóòêó T, à ïî ïåðåìåííûì xi,
i = 1, ... , k ïî ïðîñòðàíñòâó Rn. Èç îïðåäåëåíèÿ ψ
è Y ñëåäóåò
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Ïîäñòàâèì Y â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷èì
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Ïðèðàâíèâàÿ îäèíàêîâûå ñòåïåíè ïî w, ïîëó÷àåì
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Óñëîâèå (4) ïðèíèìàåò âèä
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Ïðèðàâíèâàÿ îäèíàêîâûå ñòåïåíè ïî w, ïîëó÷à-
åì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ Yk
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k = 1,2, ... . (6)

Ìû ïîëó÷èëè äåòåðìèíèðîâàííóþ ðåêóð-
ðåíòíóþ ñèñòåìó çàäà÷ Êîøè (5),(6) äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Y ïî ñòåïåíÿì w. Åñëè

))(),(),(( ⋅⋅⋅υ wuYk  ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ôóíêöèîíàëîì äëÿ ε, f è y, òî
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Ñèñòåìà (5),(6) ïîëó÷åíà ôîðìàëüíî, íî
ïîñëåäíåå ñîîáðàæåíèå ñëóæèò îñíîâàíèåì äëÿ
ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷-
íîå ïî ïåðåìåííûì ),(),...,,( 11 kk xsxs  ðåøåíèå
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),...,,,...,),(),(( 11 kkk xxssuY ⋅⋅υ  çàäà÷è (5),(6), òî
),...,,,...,,0,0( 11 kkk xxssY  íàçûâàåòñÿ ìîìåíòíîé

ôóíêöèåé ïîðÿäêà k ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2).

4. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðåøåíèÿ

Ïðè k = 1   ðåøåíèå çàäà÷è (5),(6) îïðåäåëÿåò
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2).
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ),,( 0 sttχ  ïåðåìåííîãî  s
ïî ïðàâèëó: )(),,( 00 tsstt −=χ sign  ïðè ),,[min( 0 tts∈

)],max( 0 tt   è 0),,( 0 =χ stt  â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà. 1. Ïóñòü V ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
ñóììèðóåìûõ íà îòðåçêå T   ôóíêöèé, òîãäà îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7) èìååò âèä
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå
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Ýòî çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îáû÷íîé è âà-
ðèàöèîííîé ïðîèçâîäíûìè. Îíà ðåøàåòñÿ â ÿâ-
íîì âèäå [3]
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Âû÷èñëÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó-
÷àåì ðåøåíèå Y

1
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà. 2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1),(2) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
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 Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé

òåîðåìû, ïîñêîëüêó ),,0,0(),( 1 xtYxtMy = .
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