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Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Åñëè íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî E èíòåðïîëÿ-
öèîííî ìåæäó áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè E
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, òî ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî ïðîñòðàíñòâî l
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áóäåò èíòåðïîëÿöèîííûì ìåæäó l
p
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0
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p
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1
) ïðè

êàêîì-ëèáî ∞≤≤ p1  èëè ïðè âñåõ òàêèõ p .
ß.Ïåòðå åùå â ðàáîòå [1] ïîñòàâèë çàäà÷ó îá îïè-
ñàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ E, êîòî-
ðûå ïîðîæäàþò èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà
l

p
(E) .  Äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà çàäà÷à î ïîñòðîåíèè

èíòåðïîëÿöèîííîé êîíñòðóêöèè (ôóíêòîðà) F  ñ
ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû óñëîâèþ

( ) ( )( ) ( )( )1010 ,, EElElEl ppp FF = (1)

äëÿ ëþáîé ïàðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ { }10,EE
è ëþáîãî ∞≤≤ p1 . Çàìåòèì, ÷òî âòîðîé êîìï-
ëåêñíûé ìåòîä Êàëüäåðîíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (1) ïðè âñåõ ∞≤≤ p1 , íî åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âñåãî ëèøü ñòåïåííàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ( )ts,ϕ  äâóõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ s è t íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííîé ôóíêöèåé, åñëè îíà âîçðàñòàåò ïî  s è t,
è ( ) ( )tsts λλϕ=λϕ ,,  äëÿ 0>λ .

 Â ðàáîòå [2]  áûëè ââåäåíû èíòåðïîëÿöèîí-
íûå êîíñòðóêöèè ( )10,EElϕ   è ( )10,EEuϕ , ãäå ϕ
èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðûå ñ ñàìîãî
íà÷àëà ïðåäíàçíà÷àëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ïåò-
ðå, íî ðåøàëè åå íå âïîëíå.

Â ñëó÷àå ïàð ôóíêöèîíàëüíûõ ðåøåòîê ñèòó-
àöèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå êîíñòðóêöèè ( )10,EElϕ  è ( )10,EEuϕ  ñâî-
äÿòñÿ ê êîíñòðóêöèè Êàëüäåðîíà-Ëîçàíîâñêîãî

( ) ( ){ }11001010 ,,,:, ExExãäåxxxxEE ∈∈ϕ==ϕ ,

ïðè ýòîì ( ) ( )( ) ( )( )1010 ,, EElElEl ppp ϕ=ϕ  äëÿ ëþáî-
ãî ∞≤≤ p1 . (Çàìåòèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì,
ñëåäóÿ [3],  ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ðåøåòêà ïî îï-
ðåäåëåíèþ ïîðÿäêîâî ïîëíà.)

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ýòî èññëåäîâà-
íèå òîãî, êîãäà ïðîñòðàíñòâî âèäà ( )10,EEE ϕ=
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èíòåðïîëÿöèîííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ìåæäó E
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èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå ôàêòû è ñòàíäàðòíûå
îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ (ñì. [4] è [5]).
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þòñÿ ñïåêòðàëüíî ïîëíûìè, ýòè ôóíêöèè  ýêâè-

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ âåê-
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âàëåíòíû äëÿ ëþáîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî  ïðî-
ñòðàíñòâà E .

Ëåììà 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ( )El1  èíòåðïî-
ëÿöèîííî ìåæäó ( )01 El  è ( )11 El , òî ( )10,EEE uϕ⊂ ,
ãäå ( ) ( )tsts E ,,* ψ=ϕ  - âåðõíèé òèï ïðîñòðàíñòâà
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êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü âåñàìè.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ( )10,EEuϕ
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( ) EEE

xCx
u

≤
ϕ 10 , , ãäå

( ) ( )tsts E ,,* ψ=ϕ . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ( )El∞  èíòåðïî-
ëÿöèîííî ìåæäó ( )0El∞  è ( )1El∞ , òî

( ) EEEl ⊂ϕ 10, , ãäå ( ) ( )tsts
E

,,* ψ=ϕ  - íèæíèé òèï

ïðîñòðàíñòâà E â ïàðå { }10,EEE = .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( )10,EEx lϕ∈ , òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. [2])  äëÿ íåêîòîðûõ âåñîâ

10,ωω  è îïåðàòîðà ( ) ( ){ } EllT →ωω ∞∞
10 ,:  èìå-

åì ( )( )10,ωωα= ϕTx , ãäå )}1,1({),( 1010
nn ωωϕ=ωωαϕ .

Ïî îïðåäåëåíèþ íèæíåãî òèïà ïðîñòðàíñòâà
E ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèîíàëû ( )*10 EEfn +∈  è

ýëåìåíòû x
n 

òàê, ÷òîáû ( ) ( ) ( )nn xfε−=ωωϕ 11,1 10 ,

ïðè÷åì 1*
0

0 ≤ω
Enn f , 1*

1

1 ≤ω
Enn f , 1≤

Enx .

Òîãäà îòîáðàæåíèå { } ( ){ }nnn xfxV →:  äåé-
ñòâóåò èç ( )0El∞  â ( )0ω∞l  è èç ( )1El∞  â ( )1ω∞l .

Ïîýòîìó îïåðàòîð ( ) ( ) { }101 ,},{: 0 EEElElTV →∞∞  è
{ }( ) ( )xxTV n ε−= 1 . Ïîñêîëüêó ( )El∞  - èíòåðïîëÿöè-

îííî ìåæäó ( )0El∞  è ( )1El∞ , ïîëó÷èì Ex∈ . Ëåì-
ìà äîêàçàíà.

Ïóñòü ïàðà { }10,EEE =  ñïåêòðàëüíî ïîëíà,
òîãäà âåðõíèé è íèæíèé òèïû ïðîñòðàíñòâà E
ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáî-
çíà÷èì ( ) ( ) ( )tststs

EE ,,, ** ψψ=ϕ , òîãäà ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå Ëåìì 1 è 2.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîìåæó-
òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà E, ïðîñòðàíñòâî ( )El1  èí-
òåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )01 El  è ( )11 El , à ( )El∞  èí-
òåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )0El∞  è ( )1El∞ , òî äëÿ íå-
êîòîðîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè ϕ îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ( ) ( )1010 ,, EEEEE ul ϕ⊂⊂ϕ .

Åñëè ïàðà E  - ðó÷íàÿ, ò.å. ( ) ( )1010 ,, EEEE ul ϕ=ϕ ,
â ÷àñòíîñòè, åñëè E - ïàðà ôóíêöèîíàëüíûõ ðå-
øåòîê, òî ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ïðîñòðàí-
ñòâà E.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïàðà E  - ðó÷íàÿ è ñïåêò-
ðàëüíî ïîëíàÿ, òî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî E òàêîå,
÷òî ( )El1  èíòåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )01 El  è ( )11 El ,
à ( )El∞  èíòåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )0El∞  è ( )1El∞ ,
èìååò âèä ( ) ( )1010 ,, EEEEE ul ϕ=ϕ=  äëÿ íåêîòî-
ðîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðû ôóíêöèîíàëüíûõ
ðåøåòîê E  òî, ÷òî ( )El1  èíòåðïîëÿöèîííî ìåæ-
äó ( )01 El  è ( )11 El , à ( )El∞  èíòåðïîëÿöèîííî ìåæ-
äó ( )0El∞  è ( )1El∞ , ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ( )El p
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíòåðïîëÿöèîííî-
ñòè E ìû ìîæåì ýêâèâàëåíòíî ïåðåíîðìèðîâàòü
åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òî E áóäåò ñèììåòðè÷íûì
ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )ts,ϕ  òèï ïðî-
ñòðàíñòâà E ìåæäó 

0pL  è 
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E ttt oϕ=ϕ , ãäå ( )tEϕ  - ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà E.
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p
aTCa ,

ãäå { }( )tsp ,φ  îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ( )ppp ts 11 ,φ .

Ïî îïðåäåëåíèþ êîíñòðóêöèè Êàëüäåðîíà-
Ëîçàíîâñêîãî âêëþ÷åíèå { }( )

01

00 ,1
*

pp
pp

LLa ϕ∈
ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ ( )

10
,*

pp LLa ϕ∈ .  Òàêèì
îáðàçîì ( )

10
,*

pp LLE ϕ⊂ .
Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âëîæåíèå. Åñëè
∞=1p , òî ïî Ëåììå 2 ( ) ( ) ELLLL pppp l ⊂ϕ=ϕ

1010
,, **

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Òàêèì îáðàçîì ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî  ∞<<≤ 101 pp . Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç q äîïîëíèòåëüíûå ïîêàçàòåëè: 111 00 =+ pq ,

111 11 =+ pq .
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

10 pp LL I  ïëîòíî â E, òî åñòü E0=E. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ðàññìîòðèì E0 âìåñòî E. Äëÿ íåãî, êàê íå-
òðóäíî âèäåòü, óñëîâèÿ òåîðåìû (ïðè ∞<< 10 pp )
âûïîëíÿþòñÿ.

Äëÿ ëþáûõ âåñîâ α è β è ëþáîãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà },{)}(),({:
1011 pppp LLllT →βα  ìû áóäåì

èìåòü ( )( ) ElT p →βαϕ ,:
1

. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé òà-
êîé îïåðàòîð ïîðîæäàåò îïåðàòîð

},{)}(),({:
101101 ppppppT LLLlLlV → , êîòîðûé ÿâëÿåò-

ñÿ ñóïåðïîçèöèåé T è îïåðàòîðà { } ( ){ }nnn xfxV →: ,

ãäå ( ) nLn
p

f α=*
0

, ( ) nLn
p

f β=*
1

. Ïî óñëîâèþ
( ) EElV pT →

1
: , îòñþäà, åñëè ïåðåáðàòü âñå îïå-

ðàòîðû V, ïîðîæäåííûå ôóíêöèîíàëàìè f
n
, ëåã-

êî ïîëó÷èòü, ÷òî ( )( ) ElT p →βαϕ ,:
1

.
Äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

)}1(),1({},{:
1110

* βα→ qqqq llLLT  ñîîòâåòñòâåííî

ïîëó÷èì, ÷òî ( )( )βαϕ→ 1,1: ***

1qlET .  Çàìåòèì,

÷òî îïåðàòîð )}1(),1({},{:
1110

βα→ qqqq llLLS  áó-

äåò ñîïðÿæåííûì ê íåêîòîðîìó îïåðàòîðó T
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäàþùèå åãî
ôóíêöèîíàëû èìåþò èíòåãðàëüíûé âèä.

Ïîêàæåì, ÷òî ( )
10

,*
qq LLE ϕ⊂ . Ïóñòü *Ea∈ ,

ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé îïå-
ðàòîð P ñ íîðìîé íå ïðåâîñõîäÿùåé åäèíèöû,
äåéñòâóþùèé èç { }1,

10
LL qq  â ïàðó âåñîâûõ ïðî-
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ñòðàíñòâ ( ) ( ){ }11 1,1 11
qq ll βα .  Äîïîëíèòåëüíî

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëÿþùèå
ýòîò îïåðàòîð, çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè èç

( )100 qqqLL −∞ I .
Îïåðàòîð 11 1))(()( qq|x|PxQ =  áóäåò ñóáëèíåé-

íûì è îòîáðàæàåò },{
10 qq LL  â )}1(),1({ 11

11
qq ll βα .

Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà-Êàíòîðîâè÷à íàéäåò-
ñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð T òàêîé, ÷òî T(a)=Q(a) è

|x|Q|xT| )()( ≤ .
Îïðåäåëÿþùèå åãî ôóíêöèîíàëû áóäóò íå-

ïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ïîëóíîðì âèäà

( ) ( ) ( )
1

1

1

0

q
q

nn dssxsyxp 





= ∫

∞

ïîýòîìó ýòè ôóíêöèîíàëû èìåþò èíòåãðàëü-
íûé âèä. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà

( )( )βαϕ→ 1,1: **

1qlET . Ïîñêîëüêó *Ea∈ , òî

( ) ( )( )βαϕ∈ 1,1*
1qlaT  è, ñëåäîâàòåëüíî,

))1,1(()( 11 *
1 βαϕ qq l|a|P ∈  è

( )
( )( ) ( )

{ } ( )( ) CaPaP
qqqq l

q

l

q ≤=
βαϕβαϕ 11*1

1

1

1*
1

1

1,11,1

íåçàâèñèìî îò âûáîðà îïåðàòîðà P.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â Òåîðåìå 3 èç [4], ïîëó-

÷èì { }( )1,
10

11 LLa qq
qq ϕ∈ . Òî åñòü ( )

10
, qq LLa ϕ∈ . Òà-

êèì îáðàçîì âëîæåíèå ( )
10

,*
qq LLE ϕ⊂  äîêàçàíî.

Ñëåäîâàòåëüíî,  ( ) ELL pp ′′⊂ϕ
10

,* . Ïîñêîëü-
êó ∞<<≤ 101 pp , ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à

( )
10

,*
pp LLϕ  ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ∞LL I1  â

( )
10

,*
pp LLϕ . Ïîýòîìó ( ) ( ) 00*

10
, EELL pp =′′⊂ϕ .

Òàêèì îáðàçîì

( ) ( )
1010

,, *0*
pppp LLELL ϕ⊂⊂ϕ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå íà ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ( )El p0
 èí-

òåðïîëÿöèîííî ìåæäó  ( )*

00 Np Ll  è ( )*

10 Np Ll  è ( )El p1

èíòåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )*

01 Np Ll  è ( )*

11 Np Ll , ãäå

ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à *
0NL  è *

1NL  p
0
-âûïóêëû è

p
1
-âîãíóòû, òî ( )**

10
, NN LLE ϕ=  äëÿ íåêîòîðîé

èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â [8], óñ-
ëîâèå p

0
-âûïóêëîñòè è p

1
-âîãíóòîñòè äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâ Îðëè÷à *

0NL  è *

1NL  îçíà÷àåò, ÷òî íàé-
äóòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ôóíêöèè ϕ

0
 è ϕ

1
 òà-

êèå, ÷òî ( )
100

,0
*

ppN LLL ϕ= , ( )
101

,1
*

ppN LLL ϕ= .
Ïîýòîìó â ñèëó Òåîðåìû 1 ( )El p0

 áóäåò èí-
òåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )

00 pp Ll  è ( )
10 pp Ll  è

( )El p1
 áóäåò èíòåðïîëÿöèîííî ìåæäó ( )

01 pp Ll
è ( )

11 pp Ll . Òîãäà ïî Òåîðåìå 2  ïðîñòðàíñòâî E
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Îðëè÷à. Íî ëþáîå
èíòåðïîëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à ìåæ-
äó ïðîñòðàíñòâàìè Îðëè÷à èìååò âèä

( )***
10

, NNN LLL ϕ= , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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